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Sommaire 

Un biriis en faveur des femelles a été observé chez certaines espèces d'insectes et de 

mi tes. W.D. Hamilton, en 1967, a été le premier à montrer que ceci devrait se produire 

lorsque les accouplements se font à l'intérieur de groupes et que les femelles inséminées 

se dispersent ensuite pour reformer d'autres groupes. Des conditions pour déterminer 

les sex-ratios critiques ainsi que des conditions d'optimalité de ces sex-ratios sont 

développées. A l'aide de ces méthodes, nous obtenons le sex-ratio optimal dans une 

population haplo-diploïde avec contrôle du sex-rat io par les mâles et par les femelles, 

lorsqu'une proportion fixe des femelles s'accouplent avec les males du groupe, les 

autres s'accouplant au hasard dans la population. Ceci correspond à une migration 

partielle des mâles avant accouplement. Nous déterminons également de façon exacte, 

certains des sex-ratios optimaux (obtenus seulement numériquement jusqu'ici) dans 

le cas d'immigration uniforme et proportionnelle, avant et après accouplement. 

D'autre part, nous considérons une population hermaphrodite soumise à un faible 

taux de migration après accouplement. Supposons que deux gènes déterminant le sex- 

ratio sont présents dans la population à n'importe quelle fréquence et que ces gènes 

peuvent muter de l'un vers l'autre. Nous avons, à l'aide d'équations de diffusion, 

déterminé la distribution de la fréquence des deux &zer 3 l'équilibre, et en avons 

déduit un certain sex-ratio "optimal". 

Enfin, nous nous sommes intéressés à la stochasticité des paramètres tels que la 

taille des groupes ainsi que le nombre de rejetons par femelle. Seule une approximation 

du sex-ratio optimal lorsqu'il y a peu de variation des paramètres avait été obtenue 

jusqu'à maintenant. Nous présentons un calcul exact permettant de déterminer le sex- 

ratio optimal dans le cas où le nombre de rejetons par femelle est de loi de Poisson 

et la taille des groupes est de loi quelconque. 
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Introduction 

Le rapport numérique des sexes (ou sex-ratio) a suscité beaucoup d'intérêt chez de 

nombreux biologistes depuis les quatre dernières décennies. En 1958, Fisher [ I l ]  a 

été le premier à expliquer comment la sélection naturelle nous amène à une parité 

numérique des sexes. Son raisonnement se présente comme suit: 

1) Supposons qu'à la naissance il y ait plus de femelles que de mâles. 

2) Un nouveau-né mâle aura alors plus d'opportunités qu'un nouveau-né femelle 

pour se reproduire. 

3) Donc, les parents génétiquement prédisposés à produire plus de mâles que de 

femelles auront plus de petits-enfants que la moyenne. 

4) Ainsi, les gènes favorisant la production de mâles augmenteront en fréquence, 

de même que le nombre de nouveaux-nés mâles. 

5) Au fur et à mesure que l'on s'approche de la parité numérique des sexes, 

l'avantage associé à de tels gènes s'estompe. 

6) Ce raisonnement s'applique également si l'on remplace les mâles par les femelles. 

Donc, la parité numérique des sexes est une situation optimale. 

L'argument de Fisher suppose implicitement que la compétition se fait entre tous 

les membres de même sexe de la population entière. Cette condition n'est évidemment 

pas satisfaite lorsque les accouplements se font localement. Dans ce dernier cas, la 

compétition se fait entre voisins qui, souvent, s'avèrent être apparentés. Hamilton [13] 

en 1967 s'est intéressé à l'effet de cette compétition locale sur le sex-ratio. Il montre 

en effet que dans de telles situations, un biais en faveur des femelles devrait s'observer 



et que ce biais devrait s'atténuer à mesure que le champ d'accouplement s'élargi. Une 

quantité d'observations faites sur des arthropodes, tels les insectes et les mites, con- 

firment les prédictions de Hamilton [13]+ Dans la plupart des cas, les accouplements 

se faisaient l'intérieur d'un cadre très restreint, et on a noté un fort biais en faveur 

des femelles. 

Dans le but de mieux présenter les hypothèses ainsi que les résultats obtenus sur 

le sujet, définissons quelques notions de base en génétique des populations. 

Chaque etre vivant est constitué de chromosomes, porteurs du bagage génétique. 

La localisation d'un gène particulier sur un chromosome est appelé locus. Lors de 

I'accouplement de deux individus de sexe opposé, il y a formation de gamètes. Ces 

gamètes sont des cellules reproductives sexuées possédant la moitié des chromosomes 

des autres cellules de l'organisme. En unissant les gamètes des deux sexes, il y a 

formation de l'oeuf, ou zygote, d'où sortira un nouvel être vivant. On dira qu'un 

individu est haploïde au locus considéré si un seul exemplaire du chromosome corre- 

spondant est présent. Un tel individu aura alors un seul gène à ce locus. De façon 

analogue, on dira qu'un individu est diploïde au locus considéré si deux exemplaires 

sont présents. Un tel individu aura alors deux gènes à ce locus. L'ensemble des 

gènes à ce bcus (un ou deux selon la ploïdie de l'individu), est appelé génotype et la 

réalisation du génotype est appelé phénotype. Un individu sera dit haplo-diploïde si 

les mâles sont haploïdes et les femelles diploïdes au locus considéré. On retrouve ce 

phénomène chez certaines espèces d'insectes comme les guêpes, les mâles provenant 

d'oeufs non-fertilisés et les femelles d'oeufs fertilisés. 

À partir de maintenant et tout au long de cette thèse, on appellera sex-ratio la pro- 

portion de mâles dans la progéniture. On supposera que le sex-ratio est complètement 

déterminé par le ou les gènes à un locus. De plus, on dira que les femelles contrôlent 

le sex-ratio si seul le génotype de la mère détermine le sex-ratio dans sa progéniture, 

de même que l'on dira que les mâles contrôlent le sex-ratio si seul le génotype du père 

détermine le sex-ratio dans sa progéniture. 

Le modèle LMC (de l'anglais Local Mate Cornpetition) a fait l'objet de nombreuses 

études depuis Hamilton [13] et il se présente de la manière suivante: considérons une 

population divisée en une infinité de groupes colonisés par n femelles insémiaées. 



Suite à la reproduction, les rejetons mâles et femelles s'accouplent à l'intérieur de 

leur groupe. Les rejetons femelles, maintenant inséminés, se dispersent ensuite dans 

la population entière et reforment au hasard d'autres groupes de taille n. On suppose 

que toutes les femelles sont inséminées, qu'elles ont toutes un très grand nombre de 

rejetons et que les générations sont séparées. 

Sous de telles conditions et en supposant que les individus des deux sexes ont 

la même ploïdie (cas haploïde et diploïde), Hamilton [13] montre que le sex-ratio 

(n - 1)/212 devrait être observé. Il a été montré par la suite (voir Bulmer et Taylor [4]) 

qu'en fait le sex-rat io (n - 1)/2n est une stratégie qui, lorsqu'elle est adoptée par toute 

la population, est protégée contre l'invasion éventuelle de toute autre stratégie. Un 

sex-ratio ayant une telle propriété est dit optimal au sens ESS (de l'anglais Evolu- 

tionary Stable Strategy). 

Nous avons rassemblé dans le tableau 0.1 la plupart des résultats obtenus jusqu'à 

présent, incluant ceux obtenus dans la présente thèse, en ce qui concerne le modèle 

LMC et ses variantes. Ce tableau contient les sex-ratios optimaux au sens ESS ainsi 

que les références correspondantes pour les divers modèles étudiés. Le paramètre 

n représente la taille des groupes, T représente le nombre de rejetons par feme!le 

et, à moins d'avis contraire, T est supposé infini et le sex-ratio est contrôlé par les 

femelles. On dira qu'il y a régulation si les femelles inséminées d'un même groupe 

compétitionnent entre elles pour occuper les n si tes disponibles. 

Dans le premier chapitre, nous développons une méthode introduite à l'origine par 

Taylor [26] sous certaines hypothèses restrictives sur les individus mutants et perrnet- 

tant de déterminer les sex-rat io cri tiques (c'est-à-dire ceux qui sont potentiellement 

ESS). Nous étendons l'application de cette méthode à la situation générale où l'intro- 

duction d'un gène mutant, S, dans une population diploïde dont le gène commun 

est R, détermine deux sex-ratios mutants distincts (celui provenant de l'homozygote 

SS et celui provenant de l'hétérozygote RS). Aucune hypothèse de récessivité ou de 

dominance des gènes R et S n'est alors nécessaire à la détermination des sex-ratios 

critiques. Nous avons, de cette façon, évalué les sex-ratios critiques pour les modèles 

6 et 7. Nous avons également déterminé analytiquement ce que Bulmer [3] avait 

trouvé numériquement dans la situation où la migration des mâles et des ferneiles se 



tait avant llaccouplement. Nous distinguons deux types d'immigration: l'immigration 

uniforme, c'est-à-dire que chaque groupe reçoit la même proportion d'immigrants; et 

l'immigration proportionnelle, où chaque émigrant est remplacé par un immigrant de 

même sexe. Les résultats, pour la plupart originaux, sont présentés aux tableaux 1.1 

et 1.2. 

Si une grande majorité des individus de la population adoptent une stratégie suf- 

fisamment proche de la stratégie ESS et qu'un mutant est avantagé lorsqu'il adopte 

une stratégie encore plus près du ESS, dors on dira que la stratégie ESS est égaiement 

CSS (de l'anglais Continuously Stable Strategy). Au chapitre 2, de nouvelles condi- 

tions d'optimalités ESS et CSS sont développées. Suivront les vérifications de ces 

conditions pour tous les modèles traités au chapitre 1. 

Dans le chapitre 3, nous supposons que deux gènes déterminant le sex-ratio sont 

présents dans la population à n'importe quelle fréquence. Une équation différentielle 

est proposée pour décrire l'évolution de la fréquence d'un des deux gènes dans une 

population soumise à la mutation réciproque ainsi qu'à la migration. Pour des fins 

mathématiques, nous considérons une population haploïde et hermaphrodite, c'est-à- 

dire que chaque individu produit les gamètes des deux sexes. Le sex-ratio représente 

dans ce cas la proportion de gamètes mâies produits. La présence de mutations nous 

assure de l'existence d'un équilibre polymorphique (c'est-à-dire un équilibre où les 

deux gènes sont représentés), et l'optimalité est mesurée par la proportion des deux 

gènes que l'on retrouve à l'équilibre. Cette méthode consistant à approcher un modèle 

discret par un modèle continu, a été utilisée par Kirnura [16] pour étudier l'évolution 

d'un caractère altruiste. A notre connaissance, aucune étude du sex-ratio par les 

équations de diffusion n'a été faite jusqu'à ce jour. 

Rappelons que le modèle LMC suppose que chaque femelle produit un très grand 

nombre de rejetons. Qu'advient-il lorsque cette hypothèse contraignante est relâchée? 

Nagelkerke [23] s'est intéressé à la question et obtient de nombreux résultats numériques. 

Nishimura [24] s'est en plus intéressé à l'effet de la stochasticité du nombre de rejetons 

par femelle (T) ainsi que du nombre de femelles CO-fondatrices d'une femelle tirée au 

hasard dans la population (N). Il obtient une approximation lorsque ces variables 

n'ont pas de trop fortes variances. Dans le chapitre 4, nous présentons le résultat de 



Nishimura et déterminons de façon exacte le sex-ratio optimal au sens ESS dans la 

situation raisonnable où te nombre de rejetons est de loi de Poisson et N est de loi 

quelconque. De plus, nous éclaircissons certaines ambiguïtés quant au lien entre la 

définition de N par Nishimura et la taille d'un groupe n. 

Modèle 

1- RAD, 

Références Particularités Sex-ratio ESS 

haploïde, diploïde 

contrôle femelle 1 
I l 

haplo-di ploïde 

n - 1  - 
2n 

1 1 Karlin et Lessard [14] 

Hamilton [13] 
Bulmer et Taylor [4] 

( n  - 1)(2n - 1) 
n(4n - 1) 

haph-diploïde 

contrôle mâle 

Bulrner et Taylor [4] 

1 (haploïde, diploïdef 

(n - 1) 
n(4n - 1) 

n aléatoire 

pn = E[nln 2 lIt 

Bulmer et Taylor [4] 

Nagelkerke [23] 

Pa - 1 

W n  

haploïde, diploïde 
T < oo 

(haploïde, hermaphrodite) 

Nunney et Luck [25] 

résultats 
numériques 

- - 

t p ,  est l'espérance de la taille des goupes non-vides 

haploïde, diploïde 
T, n aléatoires 

résultat 
approximatif 

donné par (4.6) 

Nishimura [24] 
(voir chapitre 4, page 109) 



II Modèle 1 Particularités 

1- RADf 
(suite) 

haploïde, diploïde 
T de loi P(X), n aléatoire 

diploïde ( n = 2 )  
haploïde (n = 2, 3, 4) 

diploïde 

(modèle additif)+ 

haploïde (n = 2)s 

haploïde 

haploïde 

haploïde, diploïde 

(modèle avec dominance)$ 

Sex-ratio ESS 

résultat exact 
donné par (4.24) 

calculs 
numériques 

2n 

résultats exacts 
donnés par (1.19) 

et (1.20) 

n - 1  
2rt - 1 

n-1 

Références 

Chapitre 4 
page 121 

Bulmer [3] 

Taylor [27], Frank [12] 

Chapitre 1 
pages 38 et 40 

Werren [31] 

Bulmer [3] 

Charnov [6] 

Karlin et Lessard [14] 

t Dans le modèle additif, le sex-ratio associé à l'hététozygote est la moyenne des sex-ratios associés 
aux deux homozygotes. 

§Deux types d'immigration sont considérés. 
tDans le modèle avec dominance, on suppose que le gène mutant est dominant, c'est-&dire que 

le sex-ratio associé à l'hétérozygote est le même que Le =-ratio associé à I'homozygote pour le gène 
mutant. 



Modèle Particularités Sex-ratio ESS l 1 Références 

6- RMmADj 
(sui te) 

8- RM,,, Ml A Reg 

haployde, diploïde Tableau 1.1 Chapitre 1 
haplo-diploïde p = l - M m  page 33 

haploïde, diploïde - + Mm Karlin et Lessard [14] 
2 n - 2 + M m  

haploïde, diploïde Tableau 1.1 Chapitre 1 
haplo-diploïde P=l-Mm page 33 

haploïde, diploïde calculs Bulrner [3] 
haplo-diploïde (n = 1, 2) numériques 

haploide, diploïde Tableau 1.2 Chapitre 1 
haplo-diploïde (n = 1, 2) page 62 

Tableau 0.1: R: reproduction, A: accouplement, Reg: régulation, DI: dispersion 
complète des femelles, Dm: dispersion complète des mâles, Mi: migration partieile 
des femelles (proportion d'émigration des femelles), Mm: migration partielle des mâles 
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Chapitre 1 

Sex-ratio critique dans des 
populations structurées 

Considérons une population constituée d'une infinité de groupes colonisés par N 

femelles inséminées. Chaque femelle a ses rejetons à l'intérieur du groupe auquel 

elle appartient et, suivant un schéma bien précis qui peut varier selon le modèle 

étudié, il y a accouplement des rejetons. Les femelles de la nouvelle génération, une 

fois inséminées, se dispersent partiellement ou complètement pour finalement reformer 

des groupes de taille N. On suppose que les générations sont séparées sans chevauche- 

ment et que toutes les femelles sont inséminées, chacune d'elles ayant un très grand 

nombre de rejetons. 

Nous entendrons ici par stratégie adoptée par un individu, la proportion de mâles 

(ou sex-ratio) d u s  la progéniture de cet individu. On suppose que toute stratégie est 

déterminée génétiquement. 

Le but de ce chapitre est de déterminer, pour les différents modèles, un sex-ratio 

qui, lorsqu'il est adopté par toute la population, est protégé contre l'invasion de 

n'importe quel autre sex-ratio. Un tel sex-ratio sera dit stable au cours de l'évolution 

ou de façon plus abrégée ESS (de l'anglais, Evolutionary Stable Strategy). 

Les hypothèses génétiques sont les suivantes: A un locus donné, on suppose qu'il 

y a deux allèles possibles R (représentant le gène résident) et S (représentant le gène 

mutant) et que les deux génotypes des parents, formés à partir de R et S, déterminent 

un phénotype qui est le sex-ratio (la proportion de mâles) parmi les rejetons. On dira 

que les femelles ont le contrôle du sex-ratio si seul le génotype de la femelle détermine 



le sex-ratio et, inversement, on dira que les mâles ont le contrôle du sex-ratio si seul 

le génotype du partenaire mâie détermine le sex-ratio. 

Nous traiterons successivement de populations haploïdes, diploïdes et haplo- 

diploïdes. Les individus de populations haploïdes ne transportent qu'un seul gène 

au locus qui nous intéresse, alors que les individus de populations diploïdes, dont 

les chromosomes viennent par paires, en ont deux. Pour ce qui est de populations 

haplo-diploïdes, les mâles sont haploïdes tandis que les femelles sont diploïdes. On 

retrouve ce phénomène chez certaines espèces d'insectes. Dans ce cas, les oeufs non 

fertilisés deviennent des mâles alors que les oeufs fertilisés deviennent des femelles. Les 

mâles ne transportent alors qu'un des deux gènes de leurs mères au locus considéré, 

tandis que les femelles, provenant d'oeufs fertilisés, héritent d'un gène de chacun des 

parents. On peut également parler de populations haplo-diploïdes lorsque le locus qui 

nous intéresse est situé sur le chromosome sexuel X d'une population diploïde. Les 

mâles étant XY et les femelles XX. 
Supposons tout d'abord que les femelles soient haploïdes et aient le contrôle du sex- 

ratio (la situation étant analogue lorsque les mâles ont le contrôle du sex-ratio). Dans 

ce cas, les femelles portant le gène R adopteront la stratégie r (c'est-à-dire auront une 

proportion r de mâles dans leur progéniture), tandis que les femelles portant le gène 

$ adopteront la stratégie S. Si les femelles sont diploïdes alors les femelles portant les 

génotypes RR, RS ou SS adopteront respectivement les stratégies r, t ou s avec t = r, 

t = s ou t = (s + r ) / 2  selon que S est récessif, dominant ou additif. Lorsque nous le 

pourrons, nous traiterons le cas plus général où nous ne faisons aucune hypothèse sur 

le type d'action des gènes constituant le génotype, la stratégie résidente r est alors 

confrontée à deux stratégies mutantes s et t. 

Dans la premièresection du chapitre, on établit une procédure pour déterminer les 

stratégies critiques, c'est-à-dire celles qui seront potentiellement ESS. On remarquera 

que la méthode est valide non seulement pour la détermination du sex-ratio, mais pour 

tout autre type de stratégie déterminée par les gènes à un locus. Cette méthode sera 

ensuite appliquée aux trois modèles suivants: dans le modèle 1, on suppose que seule 

une fraction B des rejetons femelles de chaque groupe s'accouplent avec les rejetons 

mdes de leur groupe d'origine, les autres s'accouplant au hasard dans la population; 



dans les modèles II et M, on suppose qu'il y a migration partielle des individus après 

l'accouplement (migration partielle des femelles une fois inséminées, modèle II) et 

avant l'accouplement (migration partielle des rejetons mâles et femelles, modèle RI). 

1.1 Méthode générale 

Supposons qu'il y ait n types de groupes dans la population dont n - 1 contenant au 

moins un gène mutant S. Ceux-ci sont appelés groupes mutants. Soient 

le vecteur des fréquences des groupes mutants dans la population et xn = 1 - X I  - 
x2 - . S .  - x,-1. Supposons que, d'une génération à la suivante, on ait 

x' = ?(z)  

= Mx + termes d'ordres supérieurs en x, 

est la matrice de linéarisation autour de O, le vecteur ayant des O partout, de la 

transformation 7 : [O, Iln-' -, [O1 11"-l. 

Définition On dira que le gène mutant S s'éteint lorsque rare si 

lim 7" = O pour tout a: > O suffisamment près de O, 
k-m 

où Tk désigne la k' itérée de 7. 

On recherche une stratégie r (déterminée par le gène R) qui sera protégée contre 

l'invasion de n'importe quel gène mutant S. Autrement dit, peu importe la stratégie 

s (avec s # r )  adoptée par les individus portant au moins un gène mutant S, le gène 

S s'éteindra lorsque rare. 

Notons X ( T ,  s) le rayon spectral (c'est-à-dire le module de la plus grande valeur 

propre en module) de la matrice M = M(r,  s), et supposons que, pour tout (T,s), 



M > O avec M" O (c'est-à-dire que toutes les entrées de la matrice M sont 

non négatives et toutes celles de M~ sont strictement positives) pour un certain 

k 2 1. Alors la théorie de Perron-Frobenius (voir Karlin & Taylor [15]) nous assure 

que X(r, s) > O et qu'il existe deux vecteurs positifs q(r, s )  et €(r, s )  satisfaisant à 

q(r,  ~ ) ~ € ( r ,  S) = 1 et 

q(r, sI tM(r,  5) = X(f, s)q(r, 4, (1.1) 

De plus, on a 

A l'aide de cette théorie, on peut montrer que A(r, s )  < 1 entraîne que S s'éteint 

lorsque rare. En effet, considérons la norme définie sur Rn-' donnée par 

où 1x1 = (Ixll,. . . , ~X,,~I). Il est facile de vérifier que I I = I I  est bien une norme. D'autre 

part, on a 

où o(11x11) désigne une fonction petit ordre de 11z1I. 

Puisque X(r, s) < 1, on peut choisir 6 et llxll suffisamment petits de telle sorte 

que o(11x11)/11x11 < 6 et X(r,s) + 6 < 1. Pour un tel x ,  on a 



et donc ' T k ( x )  - O lorsque k + ai pour tout x suffisamment petit, c'est-à-dire que 

S s'éteint lorsque rare. 

On cherche alors une stratégie r satisfaisant à 

X(r, s) < 1 pour tout s # r. 

Puisque X(r, r) = 1, une condition nécessaire, en supposant suffisamment de régularité, 

est 

En résolvant (1.3), nous obtenons les stratégies critiques. Le développement qui suit 

permet de trouver une autre condition pour obtenir les stratégies critiques. Nous 

nous concentrerons au prochain chapitre sur les stratégies critiques qui satisfont à la 

condition (1.4). 

En dérivant d'abord l'équation (1.1) par rapport à s puis en multipliant à droite 

de chaque terme par [(r, s), on obtient successivement 

En utilisant (1.2) et le fait que q(r, s)'((r, s) = 1, on obtient 



Donc, par continuité, on a 

sont des vecteurs propres positifs à gauche et à droite de M( r ,  r )  associés à la valeur 

propre X(r, r )  = 1 et satisfaisant à qtt = 1. La condition 

qui a déjà été proposée par Taylor [26] et qui permet d'obtenir les stratégies critiques, 

a l'avantage que les mêmes vecteurs propres q et ( peuvent servir pour résoudre (1.5) 

dans les cas de récessivité ou de dominance, ainsi que pour certaines variantes des 

modèles étudiés. 

Cas où une stratégie r est confrontée à deux stratégies s et t 

Supposons que les individus adoptent les stratégies r, s et t selon le nombre de gènes 

mutants S portés par ceux-ci. C'est le cas par exemple dans une population diploïde 

où les individus hétérozygotes SR adoptent la stratégie t, tandis que les individus 

homozygotes RR et SS adoptent respectivement les stratégies r et s. On dira dors 

que les gènes R et S sont co-dominants. 

La matrice de linéarisation associée à la récurrence x' = T(x) ,  dépendra dors des 

stratégies r ,  s et t. Si X(r, s, t )  représente le rayon spectral de la matrice M( r ,  s, t), 

dors les stratégies critiques seront celles qui satisfont aux deux conditions suivantes: 



En reprenant les arguments précédents, on obtient les stratégies critiques tout sim- 

plement en résolvant les équations 

où 1 et sont les vecteurs propres à gauche et à droite de la matrice de linéarisation 

M(r ,  r, r )  associés à la valeur propre A(r, r, r )  = 1. 

1.2 Modèle 1 

On considère un très grand nombre de groupes formés de N femelles inséminées. Suite 

à la reproduction, les rejetons femelles choisissent un partenaire mâle à l'intérieur de 

leur groupe avec probabilité B et choisissent un partenaire mâle au hasard dans la 

population avec probabilité 1 -B .  Les femelles inséminées se dispersent ensuite dans 

la population et reforment au hasard des groupes de taille N. 

Plusieurs hypothèses supplémentaires sont à considérer. En effet, la population 

peut être haploïde, diploïde ou encore haplo-diplo'ide, le gène mutant S peut être 

récessif ou non, et enfin, le sex-ratio peut être contrôlé par les femelles ou par les 

mâles. 

On trouvera une liste des résultats obtenus dans cet te section au tableau 1.1. 

Dénotons par (i, j) une femelle inséminée avec i gènes S dans son génotype et j 

gènes S daus le génotype de son partenaire mâle. 

1.2.1 Population haplo-diploïde 

Considérons le cas d'une population haplo-diploïde, où les oeufs non fertilisés devi- 

ennent des mâies et les oeufs fertilisés des femelles. Ceci correspond également au 

cas où le gène qui nous intéresse est lié au chromosome sexuel X dans une population 

diploïde dont les fernelies sont XX et les males XY. 



Contrôle par les femelles - cas S récessif 

Supposons que les femelles aient le contrôle du sex-ratio dans la progéniture et que le 

gène mutant S soit récessif. Donc les femelles inséminées de types (2, l ) ,  (2, O), (1,l) 

et (1,O) auront une proportion s de mâles, tandis que celles de types (O, 1) et (0,O) 

auront une proportion r de mâles. Nous traiterons plus loin le cas où les gènes R et 

S sont CO-dominants et le cas où le contrôle du sex-ratio dans la progéniture se fait 

par les mâles. 

Étant donné la rareté du gène mutant S, on peut supposer que chaque groupe a 

au plus une femelle inséminée mutante, c'est-à-dire contenant au moins un gène S 

chez la femelle ou chez son partenaire (les groupes en contenant plus d'une étant en 

proportion négligeable). 11 y a alors six types de groupes: 

où (à, j )  est un groupe colonisé par N - 1 femelles inséminées non mutantes (O, O) et 

une femelle inséminée mutante (i, j) avec i + j > 1. Définissons x(i, j )  la proportion 

de groupes de type ( i ,  j) et 

le vecteur des fréquences des groupes mutants. On a 

Soit 

x' = (~ '(2,  l ) ,  x1(2, O), ~'(1, l), xl(l, O), x1(0, 1)) 

le vecteur des fréquences des groupes mutants à la génération suivante. On a alors 

+ termes d'ordres supérieurs en x, 

P = proportion de fernelia inséminées (il j) 
(kt 4 

provenant d'un groupe (k, 1) avant dispersion 



C(k, 1 )  = proportion des femelles inséminées 

provenant de tous les groupes (Cc, / ) .  

À titre d'exemple, calculons P$"/. 

Rappelons qu'un groupe de type (2,O) est constitué d'une femelle inséminée de 

type (2,O) (c'est-à-dire que la femelle est de génotype SS au locus considéré et son 

partenaire mâle porte le gène R) et de N - 1 femelles inséminées de type (O, O) (c'est- 

à-dire que les femelles sont de génotype RR au locus considéré et leurs partenaires 

mâles portent le gène R). Les rejetons femelles de la mutante (2,O) seront toutes de 

génotype SR, le gène S provenant de la mère et le gène R provenant du père. tes  

rejetons mâles, provenant d'oeufs non fertilisés, porteront tous le gène de leur mère S. 

Évidemment, les rejetons femelles et les rejetons mâles des N - 1 mères non mutantes 

(0, O) auront tous le génotype RR chez la femelle et le génotype R chez le mâle. 

Puisque le sex-ratio est contrôlé par les femelles, alors la femelle inséminée mutante 

(2,O) produira une proportion s de rejetons mâles et une proportion 1 - s de rejetons 

femeiies, taudis que les N - 1 autres femelles produiront chacune une proportion r 

de rejetons mâles et une proportion 1 - r de rejetons femelles. 

Donc, suite à l'accouplement, la proportion de fernelies inséminées de type (1,O) 

dans un groupe de type (2, O) sera donnée par 

pw" - (1,0) - proportion de rejetons femelles de génotype SR 

dans un groupe de type (2, O) 

x [ p x proportion de rejetons mâles de génotype R 

à l'intérieur d'un groupe de type (2,Q) 

+ (1 - /3) x proportion de rejetons mâles de génotype R 

dans la population ] 



où Ps représente la proportion de màies S dans la population, c'est-à-dire 

+(2,1) + 4 2 ,  O ) ]  + (7$4[41,1) + d l ,  011 
PS = [s + ( N  - i )r][x(2,1) + 4 2 ,  O ) ]  + Nr[z ( l ,  1) t x(1,O) + x(0 , l )  + x(0, O ) ]  ' 

De manière similaire, on trouve 

p(21') = (1 - 4 
( 2 ~ 1 )  (1 - s )  + ( N  - l ) ( l  - r )  

P ~ P ;  = (1 - s )  + l s  ( N  - l ) ( l  - r )  [ P ( N - l ) r  s + ( N  - 1)r + ( i - ~ ~ ( i - ~ ~ ) ] ,  

p(0t') = ( N  - l ) ( l  - r )  
(2, 1 )  ( 1  - s )  + ( N  - l ) ( l  - r )  

p( ' J l  = (1 - 3 )  
(2,o) (1  - s )  + ( N  - l ) ( l  - r )  [ s + ( N  " - 1)r t ( l - ~ ) p s ] ,  

p(01 ' 1  = ( N  - l ) ( l  - r )  
(2,o)  (1 - s )  + ( N  - l ) ( l  - r )  

l )  + (1 - ~ ~ ( 1 -  PS)] , 

p(1A - 
(111) - - 

p(01') = 
(11 1 )  

1 P 
p ( l J )  ( L O I  = - 2N [-+(1 2N - p ) P s ] ,  

l )  + (1 - @)( l -  Pr)] , 

pi0 '1 = (22i [& + (1 - @)Pr] , 
( L O )  



Les contributions des groupes sont données par 

où 

K ( x )  = [(l - s) + (N - l)(l - r)][x(2,1) + x(2,0)] 
tN(1 - r)[x(l, 1) + ~ ( 4 0 )  + x(O,l) + ~ ( 0 ,  O)], 

On peut maintenant calculer la matrice de linéarisation autour de O de la transfor- 

mation 

x' = T x  = Mz + termes d'ordres supérieurs en x. 

On trouve 

N - P  2 N - P  
(N - 1 ) ~  (N - 1 ) ~  4N 

O 

t(1 - P). +(l - P). 



Pour déterminer les sex-ratios critiques, il suffit de résoudre l'équation (1.5). Les 

vecteurs propres positifs à gauche et à droite, q et (, de la matrice M(r ,  r) associés 

à la valeur propre X(r, r) = 1 et dont le produit scalaire est 1 sont 

q = c(3,2,2,1, l)t (1.8) 

où c est une constante positive. 

a 
D'autre part, on a que la matrice -M(r, s)l dans l'équation (1.5) est donnée 

8s s=r 

par la matrice suivante: 

Donc l'équation (1.5) devient 

Pour P > O, on trouve le sex-ratio critique 



En posant p = 1, on retrouve le modèle LMC (de l'anglais, Local Mate Cornpe- 

tition) proposé par Hamilton [13] et r = (2N - 1)(N - 1)/N(4N - 1) (Bulmer & 

Taylor [4]). Lorsque B = O, les femelles choisissent leur partenaire mâle au hasard 

dans la population et on trouve r = 1/2. En fait ce résultat pouvait s'obtenir sim- 

plement en remarquant que dans cette situation il n'y a aucune interaction entre les 

membres d'un même groupe et on se trouve avec une population infinie avec des ac- 

couplements aléatoires. Or on sait déjà que pour ce modèle r = 112 (Hart1 & Brown 

1970). 

Contrôle par les femelles - cas R et S CO-dominants 

Évidemment on a supposé ici que le gène mutant S était récessif. Que se passe-t- 

il lorsque R et S sont CO-dominants? II est relativement facile d'obtenir le même 

résultat, car seules quelques modifications sont nécessaires, les vecteurs propres q et 

6 restant identiques peu importe le mode d'action de S sur le génotype. Nous allons 

montrer que le sex-ratio critique 

est obtenu quelle que soit la valeur du phénotype associé à l'hétérozygote SR. 

En effet, si on suppose que les femelles inséminées de types (2, j ) ,  (1, j )  et (O, j )  

produisent une proportion s, t et r de mâles respectivement, alors la condition pour 

un sex-ratio critique devient (voir la fin de la section 1.1), 



avec 9 et ( donnés par (1.8) et (1.9). On trouve la matrice 

pu. - 
4 

d 
Les matrices - ~ ( r ,  s, t) l  et 

as a=l=r 

sont respectivement 

8 
% ~ ( r ,  s, t ) l  des équations (1.11) et (1.12) 

3=t=t 



Avec les vecteurs propres q et 6 donnés par (1.8) et (1.9)' les équations (1.11) et 

(1.12) deviennent 

On voit immédiatement que ces deux égalités sont vraies lorsque r est donné par 

(1.10). 

Contrôle par les femelles - avec régulation 

Une variante du modèle 1 est intéressante. On suppose que tes femelles inséminées de 

chaque groupe entrent en compétition pour l'occupation des N sites disponibles (par 

contrainte d'espace ou de nourriture) pour ensuite se disperser. Dans cet te situation, 

tous les groupes ont la même contribution et on dira qu'il y a régulation. En répétant 

c 



LU 

les calculs précédents en remplaçant C ( k ,  1 )  par x ( k ,  l ) ,  la matrice M(r, s, t )  devient 

avec 

N ( l  - s )  N ( l  - t )  
w = et 2O = 

(1 - s )  + ( N  - l)(l - r )  (1 - t )  t (N-  l ) ( l  - r ) '  

d d 
Par aiiiurs, les matrices - ~ ( r ,  s, t )  et % M ( T ,  s,  t  )l sont données par 

ds  s=t=r a=t=r 



En résolvant les équations (1.1 1) et (1.12) avec q et 6 donnés encore une fois par (1.8) 

et (1.9), on trouve dans les deux cas un sex-ratio critique donné par 

Contrôle par les mâles 

Supposons maintenant que les mâles aient le contrde du sex-ratio. Alors les femelles 

inséminées de types (2,1), (1,l) et (O, 1) auront une proportion s de mâles, les autres 

ayant une proportion r de mâies. Les matrices obtenues dans les cas sans régulation 



et avec régulation, respectivement, sont données par 

N - P  2N -/3 
( N -  1 ) ~  7 ( N  - 1 ) ;  4N 

O 
v  

t ( 1  - P)v t ( 1 -  P)? 

où p, u ,  v  et w sont donnés par (1.13). 



LU 

a 
Les matrices des dérivées -M(r, a )  sont, pour ces ru respectifs, doon&s par 

da s=r 

Contrairement aux populations haploïde et diploïde, où la ploïdie est la même chez 

les mâles et les femelles, le sex-ratio critique ne sera pas le même que celui obtenu 

lorsque la femelle a le contrôle du sex-ratio. En effet, en résolvant l'équation (1.5) 

avec q et donnés par les équations (1.8) et (l.9), on obtient comme sex-ratio critique 



pour les cas sans régulation et avec régulation respectivement. 

1.2.2 Populations haploïde et diploïde 

Étant donné que les mâles et les femelles ont le même nombre de gènes au locus 

considéré, le mode de transmission des gènes aux rejetons des deux sexes est identique. 

Pour cette raison, un argument plus direct que le précédent nous permet d'ideutifier 

les sex-rat ios critiques. 

Population haploïde - sans régulation 

En un premier temps, considérons le cas haploïde sans régulation. Notons f( i ,  j) la 

fréquence des femelles (i, j )  dans la population. Comme précédemment, on suppose 

que le gène mutant S est rare de telle sorte qu'il y a au plus une femelle inséminée 

mutante (c'est-à-dire i + j 2 1) par colonie. 

Suivant la démarche proposée par Karlin & Lessard [14] et Bulmer QG Taylor [4], 

posons $(i, j )  la fréquence du gène S transmis à la génération suivante par toutes 

les femelles inséminées de type (i, j). La fréquence de S chez les femelles (i, j) étant 

[(i + j)/2]f(il j), on cherche à déterminer la stratégie r telle que 

avec inégalité stricte pour au moins un couple (i, j). La fréquence du gène mutant 

S diminuera alors d'une génération à la suivante, provoquant ainsi son extinction 

éventuelle. 

Si on suppose que les femelles ont le contrôle du sex-ratio (le cas inverse étant 

obtenu simplement en remplaçant i par j et vice-versa), alors les femelles (1, j) et 

(O, j) auront une proportion s et r de mâles respectivement. 



Puisque chaque rejeton reçoit un gène de la mère et un gène du père, on a 

où t$l(l, j )  est la fréquence de S transmis à la génération suivante par les rejetons 

femelles de mères (1, j )  et t$2(l, j )  est la fréquence de S transmis à la génération 

suivante par les rejetons mâles de mères (1, j ) .  

En ne conservant que les termes linéaires, on obtient 

q$ (1, j )  = fréquence attendue de S chez un rejeton femelle de mère (1, j )  

x proportion de rejetons femelles provenant de mères (1, j )  

fréquence attendue de S chez un rejeton mâle de mère (1, j) 

x proportion de femelles fertilisées par les rejetons mâles de mères (1, j) 

avec 

Par ailleurs en remplaçant s par r ,  on obtient 

On a donc 



si et seulement si 

g(r, s) < 2 pour tout s # r. 

Or, on a 

si et seulement si 

et on retrouve le résultat qu'ont obtenu Karlin & Lessard [14] pour le cas diploïde 

avec S dominant. 

Population diploïde - sans régulation - cas R e t  S CO-dominants 

Comme pour le cas haplo-diploïde, on s'attend à ce que le sex-ratio critique soit le 

même peu importe le degré de dominance du gène mutant S. C'est ce que nous allons 

tenter de montrer ici. 

Supposons que les femelles inséminées (2, j), (1, j) et (O, j) aient un sex-ratio s, 

t et r. Considérons +(a', j )  et /(i, j) tels que définis précédemment et remarquons 

que, contrairement au cas haploïde, la fréquence de S chez les femelles (i, j) est 

Ki + j)/4lf(i,j)- 

On cherche r satisfaisant 

avec inégalité stricte pour au moins un (i, j). On a 



avec 

fréquence attendue de S transmis à la génération suivante 

par les rejetons femelles de mères (i, j )  

fréquence attendue de S transmis à la génération suivante 

par les rejetons mâles de mères (i, j) 

g(r,s ,t , i )  = kt(r ,~ , t , i )  + h ( ~ , s , t , i ) .  

L'équation (1.16) est satisfaite si et seulement si g(r, s, t ,  i) < 2 pour tous s, t non 

tous deux égaux à r, pour au moins un (i, j ) .  Or 



et est donné par l'équation (1.15), qui est satisfaite si et seulement si c 
T = ( N  - P )  

2N 

Population haploïde - avec régulation 

Si on suppose maintenant qu'il y a régulation, alors chaque groupe contribue également 

à la population au moment de la dispersion des femelles inséminées. Pour le cas 

haploïde, on a 

Dans ce cas, l'inégalité 

est satisfaite pour au moins un couple (é, j )  si et seulement si 



si et seulement si 

Donc r = ( N  - B)/(2N - /3 - 1) est le sex-ratio critique. De manière similaire au 

cas sans régulation, on trouve le même sex-ratio critique dans le cas de populations 

diploïdes avec R et S CO-dominants. 

1.2.3 Tableau récapitulatif et interprétation des résultats 

Examinons tout d'abord le modèle LMC tel que proposé par Hamilton [13] (corre- 

spondant au modèle 1 sans régulation avec ,û = 1). Les sex-ratios critiques obtenus 

sont ( N  - 1)/2N pour le cas de populations haploïdes ou diploïdes (Hamilton [13]), 

(2N - 1)(N - l)/N(4N - 1) et ( N  - 1)/N(4N - 1) pour le cas de populations haplo- 

diploïdes avec contrôle du sex-ratio par les femelles et par les màies respectivement 

(Bulmer & Taylor [4]). On remarque immédiatement que le sex-ratio est biaisé en 

faveur des femelles, et de nombreux biologistes ont tenté de trouver les causes de ce 

biais. 

Maynard Smith (1978) a attribué ce biais au fait qu'il y a une certaine proportion 

d'accouplements entre frères et soeurs. Il a été montré par la suite que cette explica- 

tion ne pouvait à elle seule justifier le biais observé en faveur des femelles. Pour ce 

faire, Charnov [6] considère le modèle LMC en excluant la possibilité d'accouplements 

entre apparentés et découvre un sex-ratio critique qui est encore une fois biaisé en 

faveur des femelles. 

Suivant Hamilton [13], Charnov [6] montre que le biais peut être dû à une forme de 

sélection de groupe, le sex-ratio étant un équilibre entre la sélection à l'intérieur des 

groupes (favorisant un sex-ratio 112 pour le cas de populations haploïdes ou diploïdes) 

et la sélection entre les groupes (favorisant les groupes ayant plus de femelles). 

Un autre principe a été suggéré par Bulmer & Taylor [4] et s'énonce comme 

suit: le sex-ratio sera biaisé en faveur du sexe ayant le moins de compétition entre 

apparentés. Ils attribuent alors le biais observé en faveur des femelles, pour le modèle 

LMC, à la compétition entre les mâles apparentés pour s'accoupler. Selon ce principe, 

lorsque P croit, une plus grande proportion de ferneiles s'accouplent à l'intérieur de 



haplo-diploïde 

haploïde 
et 

diploïde 

contrôle 
femelle 

contrôle 
mâle 

contrôle 
mâle ou 
femelle 

sans régulation r = I  ~ N - P ) ( N - P ~  N(4N-P)  

2N-B N-P avec réplation = (?N-&N-:\+2dN-l)  

sans régulation P(N-B) ' = N(4N-0 )  

sans régulation 

avec régulation r =  N-P ZN-P-1 

Tableau 1.1: Liste des sex-ratios criti ues obtenus pour le modèle 1 avec régulation et 
sans régulation, répartis selon la ploï%ie des individus ainsi que le sexe contrôlant le 
sex-ratio. Les valeurs de r ont été déterminées quelle que soit la stratégie adoptée par 
les hétérozygotes RS (cas diploïde et haplo-diploïde avec contrôle par les femelles). 
Rappelons que p représente la proportion de femelles qui s'accouplent avec les mâles 
du même groupe. 

leur groupe, provoquant ainsi une plus forte compétition entre les mâles apparentés. 

On s'attend donc à ce que r, comme fonction de ,û, décroît avec p. C'est en effet ce 

que l'on observe dans le tableau sauf dans le cas d'une population haplo-diploïde avec 

contrôle du sex-ratio par les males, où l'inverse se produit (r croît avec p). 

1.3 Modèle 

On suppose que la population est constituée de groupes à l'intérieur desquels N 

femelles inséminées se reproduisent. Suite à l'accouplement des rejetons à l'intérieur 

des groupes, une proportion d (d > 0) des femelles inséminées se dispersent au hasard 

dans la population, tandis que les autres demeurent dans leur groupe d'origine. Les 

femelles entrent alors en compétition pour l'occupation des N sites disponibles. 



Jusqu'à maintenant dans ce chapitre, la dispersion des femelles était totale, de telle 

sorte qu'il était raisonnable de supposer que chaque groupe soit colonisé par au plus 

une femelle insémink mutante et au moins N - 1 femelles inséminées non mutantes 

(c'est-à-dire ne contenant aucun gène mutant dans son génotypes ni dans celui de 

son partenaire mâle). Sauf peut-être pour des valeurs de d très poches de 1, cette 

hypothèse devient invraisemblable et nous sommes dans l'obligation de considérer 

séparément tous les types de groupes possibles: les groupes ne contenant aucune 

femelle mutante, ceux en contenant exactement une, ceux en contenant exactement 

deux et ainsi de suite. Par exemple, pour N = 2, il y a 10 types de groupes dans 

le cas de populations haploïdes, 21 dans le cas de populations haplo-diploïdes et 36 

dans le cas de populations diploïdes, ce qui engendre des matrices de dimensions 9, 

20 et 35 respectivement. 

Pour les cas de populations haplo-diploïdes et diploïdes, les calculs sont faramineux 

et nous avons été dans l'incapacité de résoudre le problème analytiquement. C'est 

pourquoi nous nous sommes concentrés aux populations haploïdes avec N = 2. 

Comme auparavant, on dira qu'une femelle inséminée est de type (i, j) si elle 

possède i gènes mutants S dans son génotype et j gènes S dans celui de son partenaire 

mâle. Dans le cas où les individus sont haploïdes avec 2 femelles fondatrices par 

groupe, il y a 10 types de groupes que l'on numérotera de la manière suivante: 

où {(il,iz)' (i3, id)) est un groupe formé d'une femelle inséminée de type (il,&) et 

d'une femelle inséminée de type (i3, id). 

1.3.1 Immigration proportionnelle 

Supposons que toutes les femelles inséminées qui quittent leur groupe sont remplacées 

par des immigrantes, de telle sorte que tous les groupes aient la même proportion 

d'immigrantes après migration. 



Si on suppose que les femelles ont le contrôle du sex-ratio alors les femelles 

inséminées de type (1, j) auront une proportion s de mâles tandis que celles de type 

(O, j )  en auront une proportion r ,  avec j = O ou 1. 

Suivant la méthode décrite à la section 1.1, posons x = (xi, 52 , .  . . , x ~ ) ~  le vecteur 

des fréquences des groupes mutants et soit 210 = 1 - XI - . . . - 5 9  la fréquence du 

groupe non mutant. Déterminons tout d'abord la matrice de linéarisation M(r ,  s). 

On a, pour i représentant un groupe {(il,iz), (iS,i4)), 

x: = proportion des groupes de type i à la génération suivante 

où Pj représente la probabilité qu'un groupe de type j devienne un groupe de type i 

à la génération suivante. Or, 

où ~ j ( ~ ~ ' ' ~ * ' )  est la propxtion de femelles inséminées de la nouvelle génération de type 

(ik, iki1) produites par un groupe j ,  f ( ' k l i k + 1 )  est la proportion de femelles inséminées 

de la nouvelle génération de type (ik, ik+i) chez toutes les émigrantes, et 

1 si E est réalisé 
= ( O sinon. 

Par ailleurs, si C, représente la taille relative des groupes de type n avant migration, 

alors 



avec 

C.  
K [ z ]  = 2(1 - s)[xl+ 2 2  + 2 5 1  + [(l - S) + (1 - r)][xg t x4 t 26  + x i ]  

+2(1 - r)[xtJ + 2 9  + xlo] 

Donc, pour i représentant un groupe {(il, iz), ( i 3 ,  i.4))' On a 

et en utilisant le fait que P!:"~) = O pour tout (il,i2) # (O, O), on obtient 

Il nous suffit maintenant de calculer les proportions de femelles inséminées de type 

(i, j) provenant d'un groupe k .  On obtient: 





d 

< On r u e  l e  matrices ( r ,  r )  et ( r ,  ) aux mncxes A et B. 
a=r 

A l'aide du progiciel de calcul symbolique MATHEMATICA, on a déterminé les 

vecteurs propres à gauche et à droite de la matrice M( r ,  r ) .  Ceux-ci sont donnés par 

q=c(4,3,3,2,2,2,1,2,1)' (1.17) 

pour un certain c > O et 

€ = (G, t 2 ,  (2, (4, J5,2J5, (7, t5 ,  (7): 

avec 

L'équation (1.5) devient 

où K est une constante non nulle. Mais cette expression est vraie si et seulement si 

Lorsque d = 1, toutes les femelles se dispersent et on sait déjà que dans cette 

situation le sex-ratio critique est r = ( N  - 1)/2N (Hamilton [l3], Bulmer & Taylor [4]), 

c'est-à-dire 114 pour le cas qui nous intéresse (N = 2). 

1 A 2  Immigration uniforme 

c On suppose ici que les émigrantes se répartissent uniformément dans les groupes et 

qtie les fernelies ont le contrôle du sex-ratio. Dans ce cas, la proportion d'émigrantes 



(c'est-à-dire les femelles qui quittent leur groupe) n'est pas la même que la proportion 

C d'immigrantes (c'est-à-dire les femelles qui proviennent de l'extérieur du groupe). En 

effet, après répartition des immigrantes, un groupe de type j aura une proportion 

d'immigrantes donnée par 

Donc, en reprenant le cheminement décrit à la section précédente, avec 

on obtient, pour i représentant un groupe {(il, il), (i3, il)), 

Lorsque (il, il) # (0,O) # (i3, il), on a 



et lorsque ( i3, i4 )  = (O, O),  on a 

Si s = T ,  tous les groupes ont la même taille après reproduction et on se ramène au 

cas où fj(d) = d. La matrice Mfr, r )  (donnée dans l'annexe A) ainsi que les vecteurs 

propres à gauche et à droite de M (r, T )  sont les mêmes que ceux obtenus dans le cas 

de dispersion proportionnelle. Par contre, la matrice des dérivées, que l'on trouvera 

à l'annexe C, est grandement modifiée et l'équation (2.5) devient 

oii IC est une constante non nuite et 9 et sont donnés par (1.17) et (1.18). 

Cette égalité est satisfaite si et seulement si 

1.3.3 Remarques 

Si on suppose une immigration uniforme, le sex-ratio critique est 1/4 et ne dépend 

pas de d, la proportion de femelles inséminées qui se dispersent. Bulmer (1986) a 

montré ce fait numériquement. Il montre également qu'il y a peu (cas diploïde ou 

haplo-diploïde) ou pas (cas haploide) de changement du sex-ratio critique lorsqu'on 

fait varier la valeur de d. 

1.4 Modèle IU 

Dans le modèle II, la migration se produisait après l'accouplement des rejetons. Nous 

traiterons maintenant le cas où les individus, mâles et femelles, se dispersent avant 

qu'il y ait accouplement. Plus précisément, suite à la reproduction des N femelles 

inséminées à l'intérieur des groupes, une proportion dl des rejetons femelles et d2 des 



rejetons mâles de chaque groupe se dispersent au hasard dans la population. Par la 

suite, les rejetons s'accouplent à l'intérieur de leur groupe et les femelles, maintenant 

inséminées, entrent en compétition pour l'occupation des N sites disponibles. 

Comme pour le modèle II, l'absence de dispersion complète nous contraint à de 

petites valeurs de N. On étudiera ici deux types d'immigration: l'immigration pro- 

portionnelle, où chaque individu qui émigre est remplacé par un individu du même 

sexe provenant de la population entière, et l'immigration uniforme, où tous tes groupes 

reçoivent la même proportion d'immigrants. 

Un résumé de tous les résultats obtenus dans cette section se trouve au tableau 

1.2. 

On supposera que les femelles ont le contrôle du sex-ratio et on dira qu'une femelle 

inséminée est de type (i, j) si elle possède i gènes mutants S dans son génotype et j 

gènes mutants S dans le génotype de son partenaire mâle. 

1.4.1 Cas N=l 

Considérons tout d'abord le cas où N = 1. Alors chaque groupe est constitué d'une 

seule femelle inséminée. Supposons qu'il y ait n types de groupes numérotés de 

1 à n, le ne étant colonisé par une femelle inséminée non mutante (0'0). Soient 

x = (xl1.. . x,-~)' et x' = (xi,. . . , x : - , ) ~  les vecteurs des fréquences des groupes 

mutants (c'est-à-dire les groupes colonisés par une femelle mut ante (i, j) avec i+ j 2 1) 

de deux générations successives. Pour i = ( i l ,  i2), on a 

où et Pi' représentent la proportion de rejetons femelles il parmi les femelles pro- 

duites par un groupe k et celle parmi toutes les immigrantes. &? et Qi2 représentent la 

proportion de rejetons mâies il parmi les mâies produits par un groupe k et ceUe parmi 

tous les immigrants. fk(dl) et gk(d2) correspondent aux proportions d'immigrants 

femelles et mâies respectivement dans un groupe k après dispersion. 

Pour déterminer la matrice de linéarisation M(r ,  s) associée à la transformation 



C x' = 7 x ,  il suffit de calculer les dérivés - 

On trouve 

Population haploïde 

Si les individus sont haploïdes, alors il y a 4 types de groupes: 

Les groupes i et 2 produisent une proportion s de mâies tandis que les groupes 3 

et 4 en produisent une proportion r .  On a 



Pi' = 9; = 1, Pp = 9: = O, 

P,'! "9 :  = 112, q = Q; = 1/2, 

P; = Qi = 1/2, P! = Q! = 1/2, 

Pl = Q: = 0, P,"=Q!+l. 

Si l'immigration est proportionnelle, alors pour j = 1,2,3,4, on a 

Si l'immigration est uniforme, alors 

Donc la matrice 

est donnée dans le cas d'immigration proportionnelle par 

dz(1 - d i )  + dlu 
1 - 1 t 2 u (1 - d l ) ( l +  d2) di 

4 + dl5  4 +- 2 



/ 
et dans le cas d'immigration uniforme par 

On remarque que lorsque s = r, ces deux matrices coïncident, de telle sorte que 

les vecteurs propres à gauche et à droite, rj et 4, de la matrice M ( r , r )  seront les 

mêmes peu importe le mode d'immigration considéré (proportionnelle ou uniforme). 

On vérifie directement que 

pour un certain c > O e t  

sont des vecteurs propres à gauche et à droite de la matrice M ( r , r )  associés à la 

valeur propre 1. 

Donc, selon Ia méthode décrite au début du chapitre, le sex-ratio critique devra 

satisfaire la condit ion (1.5), c'est-à-dire 

Or, si l'immigration est proportionnelle, alors 



C 
[+dl - 44 + d2)) (d 1 

-M (r, 4 9t [: IsJ = r(1- r) 2 1 + d2 - dld2 - 1 1 1  = 0 

si et seulement si 

D'autre part, si l'immigration est uniforme, alors 

(1 - a)(d2 - (dl + d2)r) (1 - a)(d2 - (dl + d2)r) 
r(1 - r) 4r(1 - r) O 

avec a = dl + d2 - d1d2, et 

[ M S  ] € =  
c (d2(2 - d2) - r(d1(2 - dl) + d2(2 - d2))) = O  

a=t 2r(l- r)(d~ + d2 - 4 4 )  

si et seulement si 

r =  
d2(2 - d2) 

d1(2 - dl) + d2(2 - d2) ' 
Remarquons que r = 112 lorsque dl = d2 et que le sex-r 

du sexe le plus mobile. 

O critique est en faveur 

Population diploïde 

Dans une population diploïde avec une seule femelle inséminée par groupe, il y a 9 

types de groupes correspondant aux 9 types de femelles inséminées: 



c En supposant que les femelles ont le contrôle du sex-ratio et que le gène mutant 

S et le gène résident R sont CO-dominants, les groupes de types 1, 2 et 4 auront une 

proportion s de mâles, les groupes de types 3, 6 et 7 auront une proportion t de mâles 

tandis que les autres en auront une proportion r. Par l'équation (1.21), on a pour 

i = ( i l ,  i 2 )  

avec 

I dl si immigration proportionnelle 

= i d l N  
d l N +  ( 1  - d l ) N j  

si immigration uniforme 

I dz si immigration proportionnelle 

gAd21 = 1 d 2 M  
si immigration uniforme 

d2M + ( 1  - dz)Mj 

( 1  - s) si j  = 1,2,4 s s i j = 1 , 2 , 4  
N  = { (1 t )  si j = ,  , { t s i j = 3 , 6 , 7  , 

(1  - r )  sinon r sinon 

Par ailleurs, 



et les matrices de linéarisation M(r ,  s, t )  dans les cas d'immigration proportionnelle 

et d'immigration uniforme sont données successivement par 





a - dz(l - f) 
c (s )  = ? c'fs) = 

6 (3) - (22 ( s )  - d2 :) 
2 2 7 

Les vecteurs propres à gauche et à droite de Ia matrice commune M (r, r, r) associés 

à la valeur propre 1 sont donnés par 

pour c > O et 

où 



De plus, si l'immigration e c proportionnelle, on a 



Donc, les conditions 

sont satisfaites si et seulement si 

Or, ces deux dernières conditions sont vérifiées si et seulement si 

Si par contre on considère l'immigration uniforme, on obtient 



avec 

et les équations (1.6) et (1.7) deviennent respectivement 



Mais ces deux égalités sont vraies si et seulement si 

r  = d2(2 - d2) 
d l (2  - d i )  + d2(2 -d2)' 

Pour les deux modes d'immigration, on retrouve les résultats obtenus dans le cas 

d'une population haploïde, et ce quelle que soit la stratégie adoptée par les femelles 

hétérozygotes RS. 

Population haplo-diploïde 

11 y a 6 types de groupes: 

En supposant que R et S sont co-dominants, les groupes 1 et 2 auront une proportion 

s de mâles, les groupes 3 et 4 auront une proportion t de mâles tandis que les groupes 

5 et 6 en auront une proportion r .  La matrice M ( r ,  s, t )  est déterminée par l'équation 

(1.21) avec n = 6 et 

I dl si immigration proportionnelle 

d l N  
h(dl) = d l N  + ( 1  - dl )& 

si immigrat ion uniforme, 

I d2 si immigration proportionnelle 

d2M 
g'(d2) = d 2 B  + (1  - d2)Mj  

si immigration uniforme 

avec 



ainsi que les proportions suivantes: 

Pz' = O, Pi = 1, Pz" = O ,  

P~~ = 112, P; = 112, P! = O ,  

p,2 = O, P; = O, P,O = 1, 

Q; = 1, Q1= O, Q: = 1, 

Q2 = O, Q; = 112, Q3 = 1/29 

Q: = 1/2, QI: = 112, Q: = O, 



ai) 

Les matrices M ( r ,  s, t) obtenues en supposant une immigration proportionnelle et 

L une immigration uniforme sont données respectivement par 

2 i s )  j(t)  i ( t )  1 

2S(3) E(s)  ;(t) I O I( t)  0 

où a, b(s), c(s), etc, sont donnés par (1.22). 

Les vecteurs propres positifs à gauche et à droite, q et (, de la matrice M(T,  T, r )  

(qui est commune aux deux types d'immigration) associés à la valeur propre 1 sont 

donnés par 

q = c(3,2,2, 1, 1): 

avec c > 0. 

Par ailleurs, si on suppose une immigration proportionnelle, on a 



Donc, 

si et seulement si 



Mais ceci n'est possible que lorsque r est donné par 

D'autre part, si on suppose une immigration uniforme, alors 

avec fi, f3, l6 et f7 donnés par (1.23). Donc, 

si et seulement si 

c [d2(2 - Q ) ( 1 +  di + da - didz)  - r(2d1(2 - d i )  + 4 2  - d2)(1+ dr + d2 - d idz ) ) ]  = O  
4 r ( l  - .)(dl + d2 - dl d2) 



si et seulement si 

1 A.2 Cas N=2 (Population haploïde) 

Puisque chaque groupe est colonisé par deux femelles inséminées et qu'il y a quatre 

types de femelles inséminées dans une population haploïde, alors il y a 10 types de 
groupes: 

Pour i représentant un groupe formé des femelles inséminées de types (il, ia) et (i3, i4), 

on a 

où, comme pour le cas N = 1, P: et Pi' représentent la proportion de rejetons 

femelles il parmi les femelles produites par un groupe k et celle parmi toutes les 

immigrantes. Q? et Qiz  représentent la proportion de rejetons mâles i2 parmi les 

mâles produits par un groupe k et ceUe parmi tous les immigrants. C'est-à-dire, 





+ ( )  ( p i  + (1 - di)pil) (di pY + (1 - d1)p$) ($9" t (1 - d 2 ) ~ k )  
a x ,  

où 

I dl si immigration proportionnelle 

d,N 
f ' d l  = dlÏV + (1 - d l )N j  

si immigration uniforme, 

I d2 si immigration proportionnelle 

gj(d2) = 
si immigration uniforme 

d2M + (1 - d2) Mj 

avec 

Avec l'aide du progiciel de calcul symbolique MATHEMATICA, on peut cal- 

culer, pour chaque mode d'immigration, la matrice M( r ,  s), la matrice de ses dérivés 

a 
-M(r, s)l,=, ainsi que les vecteurs propres à gauche et à droite de la matrice neu- as 
tre M(r, r )  associés à la valeur propre 1. En résolvant ensuite l'équation (1.5) dans 

chacun des cas (immigration proportionnelle et immigration uniforme), on obtient 

respectivement 



1.4.3 Tableau des résultats et remarques 

Bulmer [3] a déterminé numériquement le sex-ratio critique en supposant une disper- 

sion uniforme des immigrants. Pour N = 1, nos résultats confirment ceux de Bulmer 

dans le cas de populations haploïdes et diploïdes. Pour ce qui est du cas de popula- 

tions haplo-diploïdes, nos résultats ne coïncident pas tout à fait avec ceux de Bulmer. 

Nous avons calculé le sex-ratio critique dans le cas général où le gène mutant S et le 

gène résident R sont CO-dominants, et il s'avère le sex-ratio critique ne dépend par du 

mode d'action du gène S sur le génotype. Bulmer, par contre, y montre une légère 

différence. Par ailleurs, bien que pour de grandes valeurs de dl et d2, les valeurs du 

sex-ratio critique sont très proches de celles de Buimer, l'inverse se produit lorsque 

dl et d2 sont petits. Par exemple, pour dl = d2 = 0.001, Bulmer trouve un sex-ratio 

critique d'environ 0.535 tandis que notre formule nous donne 0.3338. 



haploïde 
et 

diploïde 

haplo- 
diploïde 

haploïde 

dispersion 
proportionnelle 

dispersion 
uniforme 

dispersion 
proportionnelle 

dispersion 
uniforme 

dispersion 1 dl(l0-3dl)+d2(22-5da)-e{4-d2)-dl d3(8-2dl - Z d a + d ~ d ~ )  
l~di(2-dl)+2d2(14-3dz)+d~(4-dl)-~f4-d~)-Bdid~ II 

uniforme 

Tableau 1.2: Liste des sex-ratios critiques obtenus pour le modèle Iii répartis selon la 
ploïdie des individus ainsi que le mode de dispersion des immigrants. Les paramètres 
dl et d2 représentent respectivement les proportions de rejetons femelles et de rejetons 
mâles qui émigrent avant de s'accoupter. 



Chapitre 2 

Optimalité du sex-ratio critique 
dans des populations structurées 

Dans ie chapitre précédent, nous avons déterminé les sex-ratios critiques pour les 

modèles 1, II et II. Reste maintenant à vérifier si ceux-ci sont réellement optimaux au 

sens ESS, c'est-à-dire si ce sont bien des stratégies qui ne peuvent être envahies par 

n'importe quelle autre stratégie, du moins localement. 

Si on suppose qu'une très grande majorité de la population adopte une stratégie 

suffisamment proche de la stratégie ESS, un mutant aura-t-il avantage à adopter une 

stratégie encore plus près du ESS? Si tel est le cas, on dira que la stratégie ESS 

est optimale au sens CSS ou tout simplement CSS (de l'anglais Continuously Stable 

Strategy). 

Par le suite, on pourra vérifier si les stratégies ESS ont aussi la propriété d'envahir 

n'importe quelle autre, lorsqu'elles sont introduites en très petites quantités dans la 

population. 

2.1 Méthode générale 

Supposons qu'à un locus donné il y ait deux gènes R et S et supposons que les 

phénotypes possibles soient r et s, r étant la stratégie résidente adoptée par toute la 

population, et s étant la stratégie mutante, dont le gène responsable, S, est introduit 

dans la population en très petite quantité. 

Considérons une infinité de groupes dont les types possibles sont numérotés de 1 

à n, les n - 1 premiers étant des groupes dits mutants, c'est-à-dire qu'au moins un 



individu d'un tel groupe transporte au moins un gène mutant S au locus considéré. 

Comme au chapitre précédent, supposons que d'une génération à l'autre on ait 

= Mz + termes d'ordres supérieurs en x ,  

où x = (xl, .  . . , xn-,) et xt = ( x i , .  . . , xn-,) sont les fréquences des groupes mutants 

t à deux générations successives, avec x, = 1 -XI -. . . -x,,l et x,  = 1 -x: - . . - 4 - 1  r 

et M = M (T ,  s) est la matrice de linéarisation autour de O de la transformation 7. 

Soit A(r, s) le rayon spectral de la matrice M ( r ,  s). Supposons que les entrées de 

la matrice M(r ,  s) soient non négatives, qu'il existe un entier k > 1 tel que la matrice 

Mk(r, s) ait toutes ses entrées strictement positives, et que la matrice M ( r , s )  soit 

suffisamment régulière de telle sorte que A(r,s) soit dérivable deux fois et que ses 

dérivées soient continues. 

Alors par la théorie de Perron-Frobenius (Karlin & Taylor [15]), nous savons que 

X(T, s) > O est une valeur propre simple de la matrice M(r ,  s). 

De plus, A(r, s) est solution de l'équation 

En dérivant f par rapport à s, on obtient 

où le premier terme de gauche représente la dérivée de f par rapport à s en supposant 

A constant. 

a f Tentons de déterminer le signe de - lorsque s = r. ax 
Or, dans le corps des nombres complexes, C, le polynôme caractéristique f peut 

s'écrire sous la forme 

(A - Al) x (A - .A2) x - . *  x (A - A,,,), (2.2) 

où A l , .  . . , A,-l sont les n - 1 racines de f .  



On peut supposer sans perte de généralité que Al = A(r ,  s), le rayon spectral de 

c- la matrice M ( r , s ) .  Donc, en dérivant l'expression (2.2) par rapport à A, on obtient 

a 3 = - [(A - A,) x (A  - A,) x . . x (A - An-l)] ax ax 

d 
+(A - Al) x - [(A - A2) x . . . x (A - A,,L)] 

d A 

= ( A  - A 2 )  x ..- x (A-An,l) 

Or, lorsque s = r ,  A = A ( r , r )  = Al = 1 et par conséquent 

gl 
ax = (1 - A,) x . x (1 - A,-i). 

3=r 

Par ailleurs, Al = 1 >_ IAj l  pour tout j = 2,. . . ,n - 1 car le rayon spectral de la 

matrice M ( r , r )  est 1 .  De plus, la valeur propre 1 étant simple, aucune autre valeur 

propre n'est égale à 1, ce qui nous assure que 

Si Ai est une valeur propre réelle, alors (1 - X j )  > O. Si A j  = a + ib, avec 6 # 0, est 

une valeur propre complexe, alors & = a - ib est également une valeur propre et 

Donc 

Les équations (2.1) et (2.3) seront cruciales pour la détermination des conditions c d'optimdité ESS et CSS. 



2.1.1 Condition d'optimalité ESS 

Définition Soit r* une stratégie critique. On dira que r* est une stratégie localement 

ESS, ou tout simplement un ESS local, si pour s suffisamment près de r*, la stratégie 

r* est protégée contre l'invasion de n'importe quelle autre stratégie S. On dira que r* 

est un ESS global ou simplement ESS si ceci est vérifié pour tout s # r*. 

Soit r* une stratégie critique. Alors r* est un ESS local si 

On remarque que si cette dernière condition est satisfaite alors X(r*, s) atteint 

un maximum lorsque s = r*. Malheureusement, ceci ne nous permet pas d'affirmer 

qu'il s'agit d'un maximum global. C'est pourquoi la propriété qu'a r* d'être protégé 

contre l'invasion de n'importe quel autre stratégie s, n'est vérifiable que localement, 

c'est-à-dire pour s au voisinage de r*. 

Dans le chapitre précédent, nous avons déterminé les sex-ratios critiques à l'aide 

de l'équation (1.5). Une autre condition pour déterminer de tels points critiques a 

été proposé par Bulrner & Taylor [4] en utilisant les équations (2.1) et (2.3) et en 

remarquant que 

Donc, la condition 

a = -det(I - M(r, s))  as 

qui est équivalente aux équations (1.3) et (1.5)' permet également d'obtenir les 

stratégies critiques. 

En dérivant une seconde fois l'équation (2.1) par rapport à s, on obtient 

a a f  a f a x  ax a af a f a x  -[-+--1 as as ax as +a;x-[-+--] ax as ax as = o .  



aX 
Lorsque s = r = T*,  on a - = O, d'où 

a s  

Donc, au point s = r = r*, on a 

a2 
Utilisant ceci et l'inégalité (2.31, le signe de -X(r, s) sera le même que le signe de 

as2 

a'] -- On obtient donc te résultat suivant. 
as2 ' 

Résultat 2.1 La stratégie critique r* est un ESS local si 

où J = det (1 - M ( T ,  s)). 

Cas où une stratégie r est confrontée à deux stratégies s et t 

On suppose maintenant que la strathgie résidente r est confrontée à deux stratégies 

mutantes s et t .  

Comme décrit à la section 1.1 du chapitre précédent, la stratégie critique, r*, est 

obtenue en résolvant les équations 

La stratégie r* sera un ESS local si, lorsque s = t = r = r*, on a 



c'est-à-dire que A(T*, s , t )  atteint un maximum local au point s = t = r*. 

De façon similaire au cas unidimensionnel, on montre aisément que, lorsque s = 

t = T = T*, 

En utilisant une généralisation de l'inégalité (2.3) au cas où 1 dépend de s,  t et r ,  on 

obtient le résultat suivant. 

Résultat 2.2 Si la stratégie résidente r est conf~ontée à deus stratégies mutantes s 

et t ,  alors le sez-ratio critique r* est un ESS local si 

où j = det ( I  - M ( r , s , t ) ) .  

2.1.2 Condit ion d'opt imalit 6 CS S 

Définissons tout d'abord ce que nous entendons par stratégie CSS dans la situation 

où la stratégie résidente r est confrontée à une seule stratégie mutante S. Dans la 

situation plus générale où T est confronté à deux stratégies mutantes s et t ,  une telle 

définition n'a paa encore été établie. Pour cette raison, la condition CSS sera vérifiée 

en supposant S récessif. 

Définition Une stratégie ESS ou localement ESS, r*, sera dite stratégie continûment 

stabIe ou CSS, s'il existe un E > O tel que pour toute stratégie r au voisinage-E de r* 

(c'est-à-dire à l'intérieur de la boule centrée en r* et de rayon r), il existe un b > O 



tel que pour toute stratégie s au voisinage-6 de r ,  on a 

Théorème 2.1 (Eshel, 1989) Soit r* une stratégie localement ESS. 

(i) Une condition nécessaire pour que r* soit une stratégie CSS est qu'au point 

s = r = r* on ait 

(2'2) Si l'inégalité est stricte, alors r* est une stratégie CSS. 

Eshei [7] a montré ce théorème en utilisant une fonction de bénéfice v ( s ,  y)  dont 

toutes les dérivées secondes sont continues. 

Nous allons maintenant tenter de trouver une autre condition pour avoir un CSS. 

Pour ce faire, considérons les deux développements en série de Taylor suivants. Pour 

assez petit, on a 

a2 a2 
s=r=r*+B asar  

En additionnant ces deux expressions, on obtient 

Or, puisque X(r, r) = 1 pour tout r E (O, l), alors la dérivée directionnelie de X(r, s) 

sur la diagonale (c'est-à-dire lorsque s = r )  est nulle. De plus, cette dérivée direc- 

t ionnelle, D A(r, s )  , dans cet te direction est donnée par 



Étant donné que r* est une stratégie localement ESS, on a 

et donc nécessairement 

D'où, on a 

pour tout 9 suffisamment petit. F)r conséquent on obtient l'égalité suivante, 

a 
Puisqu'au point s = r = r*, on a -A(r, s )  = O, alors à ce point on a 

dr 

En utilisant ceci ainsi que les égalités (2.4) et (2.8)) on obtient le résultat suivant. 

Résultat 2.3 Soient r* une stratégie localement ESS et f =det(I - M ( r , s ) ) .  

(i) Une condition nécessaire pour que r* soit CSS est qu'au point s = r = r* on ait 

a2f  a2f -+- a z j  a2j 
2 O (ou de façon équivalente - + - 5 O). 

as2 aras ar2 âsdr 

(ii) Si au point s = r = r* on a 

a 2 j  a 2 j  -+- azf a2f 
as2 aras 

> O (ou de façon équivalente - + - < O), 
asar 

alors r* est une stratégie CSS. 



2.1.3 Remarque 

Soit r* une stratégie localement ESS. 

Si r* est également CSS, on pourra vérifier si cette stratégie a également la pro- 

priété d'envahir n'importe quelle autre stratégie suffisamment proche de r*. Pour ce 

faire, il suffira de vérifier la condition 

qui, par (2.91, est équivalente à Ia condition 

avec f =det (1 - M(r,  s)). 

Dans le cas où r* n'est pas CSS, une telle propriété ne peut être satisfaite par r*. 

En effet, par le théorème 2.l(ii) et l'égalité (2.8), on a 

et 

Donc, 

Mais puisque r" est une stratégie localement ESS, alors 

et par conséquent, 

c C'est pourquoi r* ne peut en aucun cas avoir la propriété d'envahir n'importe queiie 

autre, lorsque r* n'est pas une stratégie CSS. 



2.2 Modèle 1 

Revenons au modèle 1 tel que décrit au début de la section 1.2. On suppose que suite 

à la reproduction des femelles inséminées, une proportion @ des rejetons femelles 

s'accouplent avec les rejetons mâles de leur groupe, tandis que les autres s'accouplent 

au hasard dans la population. S'il n'y a pas de régulation, les rejetons femelles, 

maintenant inséminées, se dispersent et reforment des groupes de même taille N. 

Si par contre il y a régulation, les rejetons femelles entrent en compétition pour 

l'occupation des N sites disponibles avant de se disperser. 

Nous avons déterminé au chapitre 1, les sex-ratios critiques pour chacune des 

variantes de ce modèle. On trouvera la liste de ceux-ci au tableau 1.1. Vérifions 

maintenant si ces sex-ratios critiques sont réellement des ESS locaux, et si tel est le 

cas, vérifions s'ils sont ou non des CSS. 

2.2.1 Population haplo-diploïde 

Contrôle par les femelles - sans régulation 

Dans cette situation, le sex-ratio critique est donné par 

Pour savoir si r* est un ESS local, il sufit de vérifier la condition (2.7) avec M (r, s, t)  

donnée à la page 21. 

Or, avec l'aide de Mathematica, on trouve, pour N > 2 

a2 
= -det (1 - M(r ,  s, t ) )  

as2 s=t=r=r* as2 s=t=r=r* 



Donc, pour N 2 2, r* satisfait aux conditions (2.5). Alors par le résultat 2.2, r* 

est un ESS local. 

Vérifions maintenant si r* est un CSS lorsque le gène mutant S est supposé récessif. 

Dans ce cas, M (r, s) = M (r, s, r). On obtient, toujours à l'aide de MATHEMATICA, 

avec f = det (1- M ( r , s ) ) ,  

et donc par le résultat 2.3, r* est un CSS. Cette condition est également vérifiée 

lorsque S est dominant. 

De plus, puisque 



c < O' 

dors T* a aussi la propriété d'envahir n'importe quel autre sex-ratio suffisamment 

proche de r*, lorsque celui-ci est introduit en très petite quantité dans la population. 

Contrôle par les femelles - avec régulation 

Dans ce cas, le sex-ratio critique est 

Avec la matrice M ( r ,  s ,  t )  donnée à la page 23, on a pour N 2 2, 

a2 
= -det (1 - M(r, s, t ) )  as2 s=t=r=r* 



- Donc pour N 2 2, r* est un ESS local. D'autre part, pour S récessif, on a 

et donc r* est un CSS (pour S dominant, cet te  dernière condition est également vraie). 

De plus, r* a la propriété d'envahir n'importe quel autre sex-ratio voisin de r*. En 

effet, r* vérifie l'équation (2.10), 

Contrôle par les mâles - sans régulation 

Étant donné que les mâles sont haploïdes, les mâles portant le gène S auront une 

proportion s de rejetons mâles tandis que ceux portant le gène R en auront une 

proportion r. 

Le sex-ratio critique, que l'on retrouve au tableau 1.1, est donné par 

Pour montrer que T* est bien un ESS local, il suffit de vérifier la condition (2.5) avec 

f =det ( I  - M ( T ,  s)) et la matrice M(r ,  s) donnée à la page 25. On obtient, pour 

N 22, 

c Donc, au moins pour N 2 2, r* est un ESS local. Ce sex-ratio ESS local est également 

un CSS qui a la propriété d'envahir n'importe quel autre sex-ratio proche de r*. En 



effet, on a 

Contrôle par les mâles - avec régulation 

On a le sex-ratio critique suivant, 

En reprenant les calculs avec la matrice M(r ,  s )  donnée à la page 25, on obtient, au 

point s = r = r*, 

Donc r* est un ESS local. par ailleurs, toujours au point s = r = r*, on a pour N > 2 



et, par le résultat 2.3, r* est un CSS. De plus, puisque 

alors r* a également la propriété d'envahir n'importe quelle autre sex-ratio voisin de 

r*. 

2.2.2 Populations haploïde et diploïde 

En ce qui concerne les populations haploïde et diploïde, nous avons déterminé le sex- 

ratio critique sans avoir recours à la méthode décrite à fa section 1.1 du chapitre 

précédent. 

Plus précisément, nous avons comparé la fréquence du gène mutant S à deux 

générations successives et nous avons montré qu'il y avait décroissance de cette 

fréquence lorsque 

d.3  9) < 2, 

s (1 - S )  t (N - l)(l - r) 
(1 -r)  

t (1 - ai?] r' 

dans le cas sans régulation, et 

dans le cas inverse. 

Nous cherchons donc un sex-ratio r* de teile sorte que g(r*,s) c 2 pour tout s 

sufnsamment proche de r* (nous aurons alors un ESS local). Pour ce faire, nous avons 



déterminé au chapitre précédent le sex-ratio critique T* en résolvaat l'équation 

Nous avons trouvé 

( - ') dans le cas sans régulation 

r* = 
(N - ') dans le cas avec régulation. 

2 N - B - 1  

En dérivant une seconde fois la fonction g et en évaluant au point s = r = r*, on 

obtient dans le cas sans régulation, 

Si N  = 1, cette dernière expression est nulle et donc r* n'est peut-être pas un ESS 

local. Par contre cette quantité est négative pour N > 2. Nous avons donc un 

maximum local de la fonction g(r*,s) au point s  = r* et par conséquent r* est un 

ESS local. Dans le cas avec régulation, on a pour N 2 2, 

et donc r* est un ESS local. 

Pour déterminer si r* est également un CSS, il sd6 t  d'utiliser le théorème 2.1 

appliqué à la fonction g(r, s ) .  On obtient, au point s = r = r*, 

- SN2 
dans le cas sans régulation 

a2 a2 N2 - B2 
-4r1 &ds s)+a;ish 3) 

= 
- (2N - (1 + B))3 dans le cas avec régulation. 

N ( W  - N(l  + B )  - P )  

Ces deux quantités étant négatives pour N > 2  alors T* est un CSS dans les deux cas. 



De plus, r* a également la propriété d'envahir n'importe quelle autre sex-ratio 

suffisamment proche de r* car 

2.3 Modèle II 

On suppose qu'après la reproduction des femelles inséminées, suivi de l'accouplement 

des rejetons à l'intérieur de leur groupe, une proportion d > O des rejetons femelles, 

maintenant inséminées, se dispersent au hasard dans la population. Les autres 

femelles demeurent dans leur groupe d'origine. Il y a deux types d'immigration possi- 

ble: l'immigration proportionnelle, c'est-à-dire que toute femelle qui quitte son groupe 

est remplacée par une immigrante; et l'immigration uniforme, où chaque groupe reçoit 

le même nombre d'immigrantes. Une fois la migration terminée, les femelles de chaque 

groupe entrent en compétition pour l'occupation des N sites disponibles. 

2.3.1 Immigration proportionnelle 

Nous avons obtenu le sex-ratio critique 

Or, au point s = r = r*, on obtient à l'aide du logiciel de calcul symbolique Maple, 

l'identité suivante. 

qui, pour d > O est positive. Donc r* est un ESS local. Pa ailleurs, au point 



s = r = r*, on a 

qui est une quantité positive lorsque d > O, et donc par le résultat 2.3, r* est un CSS. 

De plus, l'équation (2.10) est vérifiée, car 

2.3.2 Immigration uniforme 

Dans cet te  situation nous avons obtenu le sex-ratio critique 

qui est optimal au sens ESS local et CSS. En effet, au point s = r = r*, on obtient à 

l'aide de Maple, les quantités strictement positives suivantes. 

La conclusion suit ensuite des résultats 2.1 et 2.3. De plus, r* = 1/4 a également la 

propriété d'envahir n'importe quel autre sex-ratio voisin de r*, puisque 

C est négative si d > 0. 



2.4 Modèle III 

Si on suppose maintenant qu'une proportion dl des rejetons femelles et qu'une pro- 

portion d2 des rejetons mâles émigrent avant l'accouplement. Comme auparavant, 

on dira qu'il y a immigration proportionnelle si chaque émigrant est remplacé par 

un immigrant du même sexe, et on dira qu'il y a immigration uniforme si tous les 

émigrants de chacun des deux sexes se répartissent uniformément dans les groupes. 

Les rejetons s'accouplent ensuite à l'intérieur de leur groupe et les rejetons femelles, 

maintenant inséminées, ent cent en compétition pour occuper les N si tes disponibles. 

Bien que nous ayons pu déterminer le sex-ratio critique dans le cas où N = 

2, c'est-à-dire lorsqu'il y a deux femelles fondatrices par groupe, aucun des deux 

logiciels Maple ou Mathematica n'a été capable de calculer le déterminant de la 

matrice M (r, s). C'est pourquoi nous ne présentons ici que le cas N = 1. 

2.4.1 Population haploïde - cas N=l  

Pour les cas d'immigrations proportionnelle et uniforme, nous avons obtenu au chapitre 

précédent les sex-rat ios cri tiques suivants. 

Si on suppose une immigration proportionnelle, alors pour M(r ,  s) donnée à la 

page 43, on obtient, 

a2f a2 -- - - det(I - M (r, s)) = 0, 
as2 as2 

et on ne peut rien dire quant à la propriété ESS du sex-ratio critique. 

Par contre, si l'immigration est uniforme, r* = d2(2 - d2)/(di(2 - d l )  + d2(2 - d 2 ) )  

est un ESS local et est également un CSS. En effet, à l'aide de la matrice M(r,  s) 

donnée à la page 44, on obtient lorsque s = r = r* les expressions positives suivantes. 

a2 f a2 -- - - det(I - M(r ,  s)) 
ds3 ds2 



D'autre part, r* a également la propriété d'envahir tout autre sex-ratio voisin de 

r* lorsque celui-ci est introduit dans la population en très faible quantité. Ceci se 

démontre tout simplement en remarquant que la dérivée seconde de f par rapport à 

r ,  évaluée au point critique r*, est négative. Or, 

Population diploïde - cas N=l 

Les sex-ratios critiques pour les cas d'immigrations proportionnelle et uniforme sont 

donnés respectivement par les équations (2.12) et (2.13). Comme pour une population 

haploïde, on ne peut rien dire sur Ie sex-ratio critique dans le cas d'immigration 

proportionnelle car la dérivée seconde de f =det(I - M(r ,  s,  t ) )  (avec la matrice 

M ( r ,  s, t )  donnée à la page 48) par rapport à 3 est nulle. 

Par contre, si l'immigration est supposée uniforme, on a au point s = r = r* Les 

inégalités suivantes, pour S récessif. 



Donc en vertu des résultats 2.1 et 2.3 ainsi que de l'équation (2.10), on conclut que 

r* donné par (2.13), est un ESS local (du moins pour S récessif) qui est CSS et qui 

a également la propriété d'envahir n'importe quel autre sex-ratio voisin de r*. Nous 

avons refait ces calculs dans le cas où S est dominant, et nous trouvons les mêmes 

conclusions. 

2.4.3 Population haplo-diploïde - cas N=l 

Si l'immigration est proportionnelle, le sex-ratio critique est 

En utilisant la matrice M ( r ,  s) située à la page 55, pour S récessif on obtient au point 

s = r = r*, la quantité négative suivante, 

c d2f (1 - dI)2(1 - d2)'f 1 + d2)2(2d1 + d2 - dld2)2 -=-  
32 ds2 



Donc en vertu du résultat 2.1, r* n'est pas ESS. c Par ailleurs, si l'immigration est uniforme, le sex-ratio critique est donné par 

et si l'on considère le cas général oh le gène mutant S et le gène résident R sont 

CO-dominants, on obtient au point s = r = r*, 

Pour dl > O et d2 > O, cette quantité est strictement positive. Pour que r* soit 

localement ESS, il faut aussi que le déterminant de la matrice Hessienne de f soit 

positif, c'est-à-dire que la deuxième condition de l'équation (2.7) soit satisfaite. Or, 

au point s = r = t = r*, on trouve l'expression suivante. 



Donc r* est un ESS local peu importe la stratégie adoptée par les femelles hétérozygotes 

SR. Par ailleurs, pour S récessif, on a la quantité positive suivante, 

Par le résultat 2.3, on en conclut que r* est CSS (nous avons également vérifié cette 

condition dans la situation où S est dominant). Maintenant, on peut vérifier si r* a 

aussi la propriété d'envahir n'importe quelle autre sex-ratio au voisinage de rf. Pour 

ce faire, il suffit de vérifier l'inégalité (2.10). En effet, on a 



2.5 Remarques 

Considérons tout d'abord les sex-ratios critiques associés au modèle 1, tels que décrits 

au tableau 1.1. Pour N 2 2, tous les sex-ratios critiques sont localement ESS et CSS. 

Pour N = 1, on ne peut rien dire dans le cas de populations haploïde et diploïde, 

et dans le cas d'une population haplo-diploïde avec régulation. S'il s'agit d'une po- 

pulation haplo-diploïde sans régulation alors, lorsque les femelles ont le contrôle du 

sex-ratio et B E (O, l), 

n'est pas un ESS local. Par contre, si les mâles ont le contrôle du sex-ratio, alors pour 

P E (O,l), 

est localement ESS et est CSS. 

Pour ce qui est du modèle II, les deux sex-ratios critiques obtenus dans les cas 

d'immigrations proportionnelle et uniforme, 

sont des ESS locaux et CSS, pour d > O. Bulmer [3] a vérifié, dans le cas d'immigration 

uniforme, que r* = 114 est localement ESS en examinant X(r, s) au voisinage du point 

d'équilibre (r*, r*). On remarque que pour tout d, 

c'est-à-dire que moins de femelles sont nécessaires lorsqu'il y a immigration propor- 

tionnelle, pour garantir la protection contre l'invasion d'un mutant. Lorsque d = I, les 



deux sex-ratios critiques sont égaux. Ceci s'explique par le fait que lorsque toutes les 

femelles se dispersent, il n'y a aucune distinction entre les deux modes d'immigration. 

Finalement, le modèle Iü nous apporte des résultats surprenants. En effet, dans 

le cas d'une population hapIo-diploïde, le sex-rat io critique 

n'est pas ESS si l'immigration est proportionnelle. Mais lorsque l'immigration se fait 

uniformément, le sex-ratio critique 

r* = d2(2 - dz)(l+ dl + d2 - di&) 
2d1(2 - di) + d2(2 - d2)(1+ dl + d2 - dl&) 

est localement ESS ainsi que CSS. Pour des populations haploïde et diploïde, on ne 

peut malheureusement rien dire sur l'optimalité du sex-ratio critique. Par contre, des 

simulations pourraient nous éclairer à ce sujet, 



Chapitre 3 

Étude du sex-ratio optimal par des 
équations de diffusion 

La méthode décrite aux deux premiers chapitres ne s'applique qu'à la situation où le 

gène mutant se retrouve en très petite proportion dans la population. Nous pourrions 

maintenant nous intéresser au cas où il y a deux sex-ratios distincts cohabitant dans 

la population. Toutes les simplifications dues à la râreté d'un des deux sex-ratios 

étant maintenant inappropriées, nous sommes dans l'obligation d'utiliser d'autres 

méthodes pour résoudre de tels problèmes. Une autre différence essentielle avec les 

modèles traités auparavant sera l'ajout d'une nouvelle force évolutive: la mutation. 

Cette dernière nous assure l'existence d'un équilibre polymorphique, c'est-à-dire un 

équifibre où les deux gènes considérés sont présents dans la population. 

Colwell [SI montre qu'un sex-ratio biaisé en faveur des femelles résulte d'un équilibre 

entre deux forces sélectives: la sélection individuelle, favorisant un sex-ratio de 112; 

et la sélection de groupe, favorisant les groupes les plus productifs, c'est-à-dire ceux 

produisant le plus de femelles. Colwell considère le modèle LMC (Local Mate Com- 

petition) tel que proposé par Hamilton [13]. Il suppose que la population est diploïde, 

que chaque groupe est colonisé par N femelles inséminées et qu'après reproduction 

suivi d'accouplement, les rejetons femelles se dispersent pour ensuite reformer les 

groupes de la génération suivante. Colwell travaille avec les phénotypes et il mesure 

l'avantage qu'ont les femelles de phénotype A sur les femelles de phénotype B, par 

la proportion de copies de gènes que l'on retrouve à la génération suivante et qui 

proviennent de telles femelles. Le problème lorsqu'on travaille avec les phénotypes au 



lieu des génotypes est qu'il est très difficile, voir impossible, d'obtenir une équation 

de récurrence pour la proportion de femelles de type A. Malgré ce que laisse sous- 

entendre Colwell [$] à la fin de son article, il n'a pas établi de récurrence et par le fait 

même il ne peut parler d'équilibre polymorphique. 

Supposons que la seule information dont nous disposions à une génération donnée 

soit la proportion d'individus de type A. Quelles seraient alors les hypothèses nous 

permettant de déterminer cette proportion à la génération suivante, ou du moins 

en connaître sa distribution? On supposera, pour simplifier, que la population est 

haploide de telle sorte que chaque individu de type A possède uniquement le gène A et 

ne transmet par conséquent que le gène A. De plus, le fait de supposer que les femelles 

qui colonisent les groupes sont inséminées nous oblige à tenir compte des génotypes 

des partenaires mâles. Or, les femelles n'ayant pas toutes la même proportion de 

mâles, la proportion de gène A peut être différente chez les deux sexes. On supposera 

donc que les groupes sont colonisés par N individus hermaphodites, c'est-à-dire que 

chaque individu produit les gamètes des deux sexes. Le sex-ratio correspondant ici à 

la proportion de gamètes mâles produits. 

Plus précisément, on considère une très grande population haploïde et hermaphro- 

dite subdivisée en une infinité de groupes de taille commune N. On suppose qu'il y 

a deux types d'individus: les individus de type A, portant le gène A et produisant 

une proportion a de gamètes mâles; et les individus de type B, portant le gène B 

et produisant une proportion b de gamètes mâles. Chaque individu produit un très 

grand nombre de gamètes mâles et de gamètes femelles. Lors de la production de ces 

gamètes, on suppose que des mutations peuvent survenir: le gène A devenant B avec 

probabilité u et l'inverse se produisant avec probabilité v. Les gamètes des deux sexes 

s'unissent ensuite pour former les individus haploïdes de la génération suivante, ceux- 

ci héritant d'un des deux gènes avec probabilité 112. On suppose que tous les gamètes 

femelles s'unissent à des gamètes mâles. Une fraction m des individus de la nouvelle 

génération quittent alors leur groupe et sont remplacés par des individus choisis au 

hasard dans Ia population entière. Par contrainte d'espace ou de nourriture, seuls N 

représentants de chaque groupe seront choisis pour occuper les N sites disponibles. 

Nous supposons que la compétition entre les groupes se manifeste de la manière 



suivante: les groupes produisant le plus de gamètes femelles seront ceux qui pro- 

duiront le plus d'individus à la génération suivante. De tels groupes auront alors 

tendance à gagner en compétition contre des groupes de taille relativement plus pe- 

tite, et par le fait même, d'occuper le territoire. Plus précisément, nous supposons 

que, durant un bref intervalle de temps entre la formation des nouveaux individus et 

la migration de ceux-ci, un groupe possédant initialement une fréquence x d'individus 

de type A s'éteint avec une certaine probabilité qui est inversement proportionnelle à 

la taille relative du groupe, et on suppose que la recolonisation des groupes éteints se 

fait en tirant des individus d'un groupe choisi au hasard parmi les groupes survivants. 

Ce type de sélection de groupe a déjà été considéré pour l'étude sur l'évolution d'un 

caractère altruiste dans des populations structurées (voir Kimura [16] et Boorman et 

Levitt [SI). Pour leurs modèles, la sélection de groupe se manifeste au tout début de 

la génération, cette forme de sélection étant dépendante de la fréqueuce d'altruistes 

dans les groupes. Pour notre modèle, la valeur sélective, correspondant à la taille 

relative, n'est pas influencée par la dynamique intra-groupe mais la différence de 

productivité ne peut se manifester qu'après la formation des nouveaux individus et 

avant l'échantillonnage. Notre modèle est essentiellement différent du modèle LMC 

tel qu'étudié par Colwell [8]. La selection de groupe dont celui-ci fait référence se 

manifeste lors de la migration (totale) des femelles inséminées. Dans notre modèle 

par contre, la sélection de groupe se manisieste sous forme d'extinction et de recoloni- 

sation. 

Kimura [16] montre que l'évolution d'un caractère altruiste ne peut se faire qu'à 

travers la sélection de groupe. Pour ce faire, il utilise une approximation de son 

modèle discret par un modèle continu et obtient ainsi une équation de diffusion. A 

la lumière de ses travaux, et croyant fortement qu'un sex-ratio biaisé en faveur des 

femelles peut évoluer via une certaine forme de sélection de groupe, nous allons tenter 

d'adapter son approche à l'étude du sex-ratio. 

A la première section de ce chapitre, on montrera comment un modèle discret 

peut être approché par un modèle continu. L'équation différentielle obtenue (souvent 

appelée équation "forward" de Kolmogorov) décrit La dynamique à l'intérieur des 

groupes, et constituera une partie importante de l'équation différentielle régissant le 



modèle décrit plus haut. Un terme supplémentaire devra cependant y être ajouté afin 

de tenir compte de la sélection de groupe. 

Dans les sections subséquentes, nous nous intéresserons à la distribution station- 

naire (ou distribution à l'équilibre), qui nous permettra par la suite d'identifier un 

certain sex-rat io uoptimaln. 

3.1 Équation bbforwardv de Kolmogorov 

Il s'agit d'approcher un modèle discret par un modèle continu en effectuant un change- 

ment d'échelle. Nous présentons ici les grandes étapes pour déterminer l'équation 

différentielle associée au processus continu telles que présentées par Ewens [IO]. 

Considérons une chaîne de Markov sur l'espace des états {O, 1,2,. . . , N), de ma- 

trice de transition P = (pij) et d'état initial k. 

Posons $(i, k, t )  = la probabilité de se rendre à l'état i en t générations en 

partant de l'état k. On a 

Considérons maintenant les proportions suivantes: 

et supposons que les changements d'états se font 

6t = 1/N. Supposons également que lorsque N 

à des temps 6t, 26t, 36t, . . . , avec 

m, ce processus converge vers 

un processus de diffusion deux fois continûment dérivable par rapport a la variable 

x et continûment dérivable par rapport à la variable t .  Pour ce processus continu, 

l'équation (3.1) devient 

Soit Q ( x )  une fonction trois fois dérivable satisfaisant aux conditions initiales 



En multipliant l'équation (3.2) par Q ( r )  et en intégrant par rapport à r, on obtient 

/ol Q(z)#(z,n t + W d z  = /' O /L O Q(.+~(+,P, t ) d ( l ,  x . W d x d 2 .  (3.4) 

Or, le développement en série de Taylor de Q ( z )  autour de x  étant donné par 

on peut remplacer Q ( z )  par cette expression dans le terme de droite de l'équation 

(3.4). On trouve 

Si les espérances conditionnelles sont de la forme 

avec m(x)  et v ( x )  des fonctions deux fois continûment dérivables, alors en remarquant 

que ( E [ ~ x ~ x ] ) ~  = O(&),  on obtient 



Or, en intégrant par partie et en utilisant les conditions initiales (3.3) ,  on trouve 

avec 

1 a* a 
H ( 4  = 5 p I v ( x ) O ( x 7  P. ' ) }  - z t m ( x ) 4 ( x , ~ i  t ) } .  

En divisant maintenant par 6t et en faisant tendre 6t vers O, on obtient I'équation 

Mais cette égalité est vérifiée pour n'importe quelle fonction Q deux fois dérivable et 

satisfaisant aux conditions initiales (3 .3) .  Montrons maintenant que ceci nous assure 

que 

Nous reprenons ici la démonstration du lemme fondamental du calcul des varia- 

C 
tions, teUe que proposée par Bolza [l]. Les hypothèses faites sur la fonction Q sont 

légèrement différentes mais la démonstration est essentiellement la même. 



Supposons que la conclusion soit fausse, c'est-à-dire que la fonction 

soit strictement positive en un point xo de (O, 1). Par continuité de f ,  il existe un 

intervalle [a, b] de [O, 11 contenant xo et sur lequel la fonction f est strictement positive. 

Considérons maintenant la fonction 

( x - a ) " ( ~ - b ) ~  s i x ~ [ a , b ]  

O sinon. 

Il est facile de vérifier que Q est trois fois dérivable et sat isiai t aux condit ions ini t iaks 

(3.3). Dans ces conditions, on a 

ce qui contredit l'hypothèse de départ. Donc f (2) = O et par conséquent, en omettant 

pl on obtient l'équation de diffusion "forwardn de Kolmogorov 

a 1 a2 a 
-9(x, a t  t )  = 5 a ; l ( ~ ( ~ ) 0 ( ~ l  0) - z{m(~)Q(~7 2)). (3.8) 

3.2 Équation de diffusion associée au modèle 

Soit x la proportion d'individus de type A dans un groupe et soit 4(x, t )  la densité 

de probabilité de x à la génération t. 

Nous nous intéressons à la variation de # entre deux générations successives. Cette 

variation peut être due: 

a) au changement de x à l'intérieur des groupes; 

b) au changement de Q à travers la compétition de groupes. 

a) On suppose que la dynamique à l'intérieur des groupes se fait de la manière 

suivante: 



(i) Mutation: une proportion u des gènes A se transforment en gènes B et une 

proportion v de gènes B se transforment en gènes A, ce qui est représenté par 

Donc on a 

E [ x t  - X ~ X ]  = v ( 1 -  x )  - UZ. 

(ii) Union des gamètes et formation des individus: les gamètes des deux sexes, femelle 

et mâle dans cet ordre, se réunissent avec ks  probabilités ci-dessous. 

x t ( l  - xr)a( 1  - 6) 
MBA = [x'a + ( 1  - x')b][xl( l  - a )  + ( 1  - x l ) ( l  - b)] 

( 1  - ~ ~ ) * b ( l  - b )  
MBB = [x'a + ( 1  - x f ) b ] [ x l ( f  - a )  + ( 1  - x t ) ( l  - b) ]  

Donc, la proportion d'individus de type A à la g&nération suivante sera 

- - ( ~ ' ) ~ a ( l  - a )  + ( 1 / 2 ) x ' ( 1  - xf)[a(l - b) + b(l - a ) ]  
[x'u f ( 1  - xt )b] [x l ( l  - a )  + ( 1  - x t ) ( l  - b) ]  1 

et par conséquent on aura 

xf(1 - x t ) ( a  - b) [x t (a  - 6 )  - ( ( 1 / 2 )  - b)]  
E [x" - ~ ' 1 x 7  = 

[ X I ( .  - b)  + ~ J [ x ' ( u  - b)  - ( 1  - b)]  

(iii) Migration: une proportion m des nouveaux individus émigrent et sont remplacés 

par des individus pris au hasard dans la population entière. D'où on obtient 

E [x"' - x"Ixl'l = m(S" - 5"). 



(iv) Échantillonnage: on choisit N représentants au hasard pour former la colonie. 

On effectue alors un tirage binomial de N individus dont une proportion x"' 

sont de type A. La moyenne et la variance associées à cet échantillonnage sont 

donc 
111 111 E [ x * - x  lx ] = 0 

Dans le but d'avoir des espérances sous la forme des équations (3.5), (3.6) et (3.7)' 

on supposera que les paramètres u, u, rn ainsi que la - bl sont tous des fonctions 

0 ( 1 / N ) .  On a alors 

x l ( f  - x l ) ( a  - b) [x l (a  - 6 )  - ( ( 1 1 2 )  - b) ]  
= O + ~ [ r n ( d -  x")lx] + E 

[xt(a  - 6 )  + b] [x l (a  - 6 )  - ( 1  - b) ]  lx] 

x ( 1 -  x ) ( b -  a ) [ ( x ( a  - 6 )  - ( ( 1 1 2 )  - b)]  
= m E p  - x"lx] + 

b( l  - 6 )  

On a aussi 

V A R ( 6 x l x )  = V A R ( x *  - x l x )  = E [ V A R ( x *  - lx] + V A R ( E [ x *  - xl"[x"'] l x )  

c 1 
= -E[xr f ' ( l  - x'")lx] + O 

N 



Posons U = Nu, V = Nu, M = Nm et S = Ns, Alors on a 

où 

m(x) = V(1- x) - Ux + M ( 3  - x) + Sz(1- x) 

et 

v(x) = x(1 - 2). 

Donc l'équation différentielle qui gouverne la dynamique à l'intérieur d'un groupe est 

donnée par l'équation (3.8), c'est-à-dire 

S'il n'y avait aucune compétition entre les groupes, l'équation de diffusion associée à 

notre modèle serait exactement celle-là. 

b) La valeur compétitive d'un groupe se mesure par sa taille relative. Donc on a 

Le changement de 4 par génération est alors 



Si on pose C = Nc alors, la variation de 4 associée à la compétition entre les groupes 

est donnée par 

En réunissant ces deux types de variations, on obtient I'équation de diffusion 

3.3 Distribution à l'équilibre 

À l'équilibre, la fonction 4 ne dépend plus de t et par conséquent 

Donc, la distribution stationnaire, que l'on notera 4(x), devra être solution de I'équation 

où m(x) et v(x) sont donnés par (3.10) et (3.11) respectivement. La distribution 

stationnaire sera de la forme 



où ~O(X) est solution de l'équation (3.12) lorsque C = O et y(x) est solution de <. I'équat ion différentielle 

v(x) [yl1(x) + ( y ' ( ~ ) ) ~ ]  + 2m(x)yt(x) + 2C(x - Z) = O, (3.13) 

En effet, en remplaçant 4(x) par &(z) exp{y(x)} dans l'équation (3.12), on ob- 

tient 

Mais puisque $o(x) est solution de l'équation (3.12) avec C = O, alors 



Donc on a 

et par conséquent y(x) est solution de l'équation (3.13). 

Il nous reste maintenant à déterminer 4 a ( ~ ) .  Comme q$,(x) est la solution de 

l'équation (3.12) avec C = O, alors 

et donc 

t s x  

= V I n x + U l n ( l - x ) + M T l n x ( l - 2 ) - 2 M z l n ( l - x )  

tMln(1-  x) + Sx, 

et donc on trouve 



Par conséquent la distribution à l'équilibre est 

où a = 2(V + MF) = 2N(v + mF), @ = 2(U + M ( l  - if)) = 2N(u + m ( l  - E)), et 

y($) est solution de l'équation différentielle (3.13) avec la condition y(0) = 0. 

Il faut évidemment faire attention aux points singuliers x = O et x = 1. On peut 

trouver y(x) au voisinage de ces points en exprimant y(x) sous forme de séries de 

Taylor. On obtient, pour x au voisinage de O, 

oii $(O) s'obtient en faisant tendre x vers O dans l'équation (3.13), qui donne 

et y"(0) s'obtient en divisant d'abord par x puis en faisant tendre x vers O dans (3.13). 

On trouve dans ce dernier cas 

Mais, par la règle de l'Hôpital, on a 

et donc 

De manière similaire, on obtient pour x au voisinage de 1, 



Rappelons tout d'abord que la distribution de la fréquence du gène A est de la forme 

où y(x)  satisfait à l'équation 

Au point neutre, c'est-à-dire lorsque y(x) = -2Sx, la distribution q5 devient 

avec a = 2N(v + m2) et B = 2 N(u + m(1- T)), et la fréquence moyenne 5 est donnée 

c'est-à-dire 

Or, en remplaçant y(x)  par -2Sx dans t'équation (3.17), on trouve 

et en remarquant qu'à ce point neutre on a T = v / ( u  + v )  = V/(U + V), alors cette 

dernière équation est vérifiée si et seulement si 



si et seulement si 

C 
Posons D = + 25. Alors 

u t v + m  

Donc, D = O si et seulement si a = b ou bien b = N(u $ v + m)/( l  + 2N(u + v t m j). 

Considérons le sex-ratio 

Près du point neutre, c'est-à-dire lorsque D est près de O, y(x) = a / ( u  -t v t m) est 

une bonne approximation de l'équation (3.17) et la distribution à l'équilibre peut être 

approchée par 

m ( ~ )  OC eD'xa-'(1 - X ) ~ - I .  

Si D > O, alors eD' croit de 1 à eD à mesure que x croît de O à 1, donnant ainsi 

plus de poids aux grandes valeurs de x .  Ceci aurait pour effet d'augmenter la valeur 

moyenne T. Évidemment, l'inverse se produirait si D < 0, car eDx serait une fonction 

décroissante de x, donnant plus de poids aux petites valeurs de t. 

Tout ceci nous permet d'affirmer les choses suivantes: 

(i) b* peut coexister de façon neutre avec n'importe quel autre sex-ratio a; 

(ii) Pour a près de b et près de b* on a: 

a D > O (c'est-à-dire z > v/(u + v)) si b > a et b > b* ou b < a et b < b*; 

D < O (c'est-à-dire T < v/(u + v)) si b* > b > a ou b* < b < a. 



Cette dernière propriété signifie que lorsque les sex-ratios a et b diffèrent légèrement 

du sex-ratio "optimaln b*, alors le sex-ratio b sera avantagé par rapport à a si b est plus 

près de b* que ne l'est a. Ce type d'optimalité rejoint en quelque sorte l'optimalité 

CSS décrite au chapitre 2. Évidemment b* n'est pas optimal au sens ESS car b* peut 

coexister de façon neutre avec n'importe quel autre sex-ratio a sans l'extinction de ce 

dernier. 



Chapitre 4 

Effets de la stochasticité des 
paramètres sur le sex-ratio optimal 

Jusqu'à présent nous avons supposé que chaque femelle avait un très grand nombre de 

rejetons de telle sorte que toute femelle adoptant une stratégie r ait exactement une 

proportion r de rejetons mâles. Lorsque l'on suppose que les femelles ont un nombre 

fini de rejetons, alors ceIa introduit de la variance sur le nombre de mâles produits. 

Nagelkerke [23] s'est intéressé à l'effet de cette variance sur le sex-ratio optimal au 

sens ESS dans le cas du modèle LMC (Local Mate Competition). Si on suppose en 

plus que le nombre de rejetons par femelle T ainsi que le nombre de CO-fondatrices 

d'une femelle prise au hasard dans la population, N, sont des variables aléatoires, 

alors on se ramène au modèle étudié par Nishimura [24]. 

Dans la première section de ce chapitre, nous présentons brièvement les résultats 

de Nishimura que nous avons par la suite tenté d'améliorer par l'ajout d'un terme 

négligé par celui-ci. Suivra ensuite quelques cas particuliers. 

Nishimura ne tient pas compte de la possibilité qu'un groupe ne contenant aucun 

mâle s'éteigne. Cette possibilité étant d'autant plus marquée lorsque T et N sont 

petits. L'introduction de cette contrainte a fait l'objet d'études par Nageikerke lorsque 

T et N sont fixes. Si on suppose que T est une variable aléatoire de Poisson, alors il 

est possible de calculer exactement le sex-ratio optimal. C'est ce que nous avons fait 

à la dernière section de ce chapitre. 



4.1 Étude du sex-ratio optimal à la manière de 
Nis himura 

Reconsidérons le modèle LMC suivant: la population est divisée en un nombre infini 

de groupes. Chacun de ces groupes est colonisé par un certain nombre aléatoire de 

femelles inséminées. Chaque femelle met au monde T rejetons. Ceux-ci s'accouplent 

aléatoirement dans le groupe et les rejetons femelles fertilisées se dispersent ensuite 

pour former d'autres groupes. 

Soit N le nombre de CO-fondatrices d'une femelle prise au hasard dans la popula- 

tion. Nishimura [24] s'est intéressé à l'effet de la stochasticité des paramètres N et T 

sur le sex-ratio optimal au sens ESS. Il suppose donc que T et N sont des variables 

aléatoires de moyennes et PN et de variances ai et UN. 
Supposons que toutes les femelles adoptent la stratégie r ,  c'est-à-dire que chacun 

des rejetons a une probabilité r d'être un mâle et (1 - r )  d'être une femelle. Entro- 

duisons dans la population une très petite quantité de femelles mutantes adoptant la 

stratégie +. Étant donné la rareté de ces dernières, il est raisonnable de supposer que 

chaque groupe contient au plus une femelle mutante. Définissons la valeur sélective 

d'une femelle mutante, W, par le nombre de ses gènes transmis à travers les rejetons 

de celle-ci. On a 

où tir et f sont les nombres de rejetons mâles et femelles produits par une femelle 

mutante et M et F sont les nombres de rejetons mâles et femelles produits par les N 

autres femelles fondatrices de la colonie. 

Le premier terme de (4.1) représente le nombre de rejetons femelles d'une mu- 

tante et le second représente le nombre de rejetons femelles fertilisées par ses fils. 

Évidemment, toutes ces variables sont aléatoires, c'est pourquoi nous associerons à 

toute femelle mutante, la valeur sélective moyenne E [W]. 

Nous cherchons donc une stratégie r* qui soit protégée contre l'invasion de n'importe 

quelle stratégie mutante f .  Il faut donc déterminer le sex-ratio ? de telle sorte que la 

valeur sélective moyenne d'une mutante adoptant n'importe quelle stratégie f # r* 



C 
soit moindre que celle obtenue lorsque la mutante adopte la stratégie commune r*. 

Un sex-ratio critique r*, qui sera potentiellement ESS, est solution de l'équation 

Déterminons tout d'abord E [ v .  Pour ce faire, posons 

x = (XI ,  x2, XJ, x4) = (h, j ,  M, F )  et c = (pn>, PI, PM, PF), - (4.3) 

où ph,  pj,  PM et PF sont les espérances des variables f i ,  /, M et F respectivement. 

Le développement de Taylor de la fonction W autour de - p est alors donné par 

Puisque E[(x i  - pi ) ]  = O pour tout i = 1, . . . ,4, alors en prenant l'espérance on 

obtient 



c Utilisons la notation u i  pour désigner la variance de la variable X ainsi que axy 

pour désigner la covariance entre les variables X et Y. En conditionnant sur T ou 

N, selon le cas, on obtient (voir Nishimura [24]) 

D'où, en ne gardant que les deux premiers termes du développement (4.4), on obtient 

En résolvant maintenant l'équation (4.2), on obtient le sex-ratio critique donné par 



qui, réarrangé sous la forme présentée par Nishimura [24], donne 

A ce stade-ci, on remarque une erreur de transcription du résultat de Nishimura. 

En effet, le dernier terme de (4.6) ne dépend pas de la variable T contrairement au 

résultat (6) de Nishimura (241. 

4.2 Ajout des termes du troisième degré dans le 
développement de la fonction E[W] 

L'approximation (4.6) de Nishimura est bonne lorsque les troisièmes moments centrés 

des variables N e t  T sont petits. Si on suppose que ceux-ci sont non négligeables 

mais que les quatrièmes moments centrés le sont, alors il est possible d'améliorer la 

prédiction de Nishimura par l'ajout du terme de degté trois du développement (4.4). 

Ce dernier est donné par 

Or, pour zi = hl j, Ml F, on a 

et puisque les variables h et sont indépendantes de M et F, alors 



On obtient évidemment la même chose en remplqant rh par j. Par les arguments c précédents, il nous suffit donc de calculer l'expression 

Or, on a 

En évaluant ces dérivées au point - p et en utilisant les égalités (4.5), on obtient 

Calculons maintenant les espérances. Pour ce faire, remarquons tout d'abord 

que, conditionneilernent sur T, les variables rh et j sont de distribution binomiale de 

paramètres T, f et T ,  1 - T respectivement. Alors, 

E[ihlT] = TT, 



VAR(hlT) = TF(1- F )  

C 
et le troisième moment centré d'une variable aléatoire binomide est donné par 

D'où, 

Posons bT = E[(T - On obtient alors 

De manière similaire, on trouve 

E [ ( h  - - pi)]  = E[E[(& - pn)l(T - f i  - pr(1- f))lT]] 

= E[(T - ( 1  - ?)PT)  E [ ( h  - p m ) ' ( ~ ] ]  - E[k(k -  fi)^] 

= E[(T - ( 1  - + ) p ~ ) E [ ( h  - lin)*IT]] 

- E [(h - - pmui 

= E[(T - ( 1  - F)pT)(TF(l - P )  t r2(T - 

- E [ ( k  - p+)3] - p , j , ~ i  

= P ( 1 -  F )  E [ T ~ ]  - F(l - i ) 2 p +  + F2 E[T(T - p ~ ) ~ ) ]  

2 - F 2 ( 1 -  - E[(m - - p*u, 

= ~ ( i  -?)[O; t r& - F ~ & ]  +î2[&r + p T ~ i ]  



et par (4.8), on obtient 

E [ ( h  - pn)'(f - pi ) ]  = F(l - F ) [ u + ( ~  - 3 Î )  - pT( l  - 2P) + P&]. (4.9) 

Par ailleurs, on a 

où les mi sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de 

même loi que f i  avec Î remplaçé par r .  Donc, 

où bN = E [ ( N  - P N ) ~ ] .  Or, par (4.8)  on a 

et par conséquent 



Finalement, on a 

Or, E[(m - pm)*( f - p f ) ]  est donné par l'équation (4.9) en remplaçant i: par r .  En 

utilisant les équations (4.5), on obtient après simplification, 

En utilisant les équations (4.7), (4.8), (4.9), (4.10) ainsi que (4.11), nous sommes 

en mesure de calculer le dernier terme de (4.4). Pour déterminer le sex-ratio cri- 

c tique, nous avons procédé de la même manière qu'à la section précédente en résolvant 

l'équation (4.2). Nous avons obtenu, avec l'aide de MATHEMATIC A, le sex-ratio 



cri tique suivant: 

4.3 Quelques cas particuliers 

(a) N aléatoire et T = W. 

Dans ce cas, 

et le sex-ratio (4.12) donne 

On obtient ainsi un sex-ratio légèrement plus élevé que celui prédit par Nishimura, 

(4.6). 

(b) N fixé et T = m. 



Dans ce cas, a$ = JN = O et p~ = IV. On obtient exactement le sex-ratio optimal 

C. du modèle déterministe, c'est-à-dire 

où n = N + 1 est le nombre de femelles fondatrices par colonie. 

(c) N et T fixés. 
2 Puisque p,v = N, p~ == T et a,,, = 6 , ~  = ui = bT = 0, alors on obtient 

Nous avons comparé le sex-ratio r* obtenu à l'aide de cette dernière équation à 

celui obtenu à l'aide de (4.6). Notre prédiction est légèrement inférieure à celle de 

Nishimura, surtout lorsque les paramètres N et T sont très petits. A mesure que i'un 

ou l'autre de ceux-ci augmente, la différence entre notre prédiction (4.14) et celle de 

Nishimura (4.6) s'estompe. 

(d) N fixé et T de loi P(X). 

Ici, p~ = N, UN = 6# = O et p~ = a$ = A. De plus, 6T = A. En effet, le troisième 

moment de la variable aléatoire T est donné par 

Donc, 

E [(T - A)3] = E[T3] - 3XE [T2] + 3A2 E[T] - X~ 

= ~ ( 1  + 3x + x2) - 3 q x  + x2) + 2x3 

= A. 

Dans ce cas particulier, les formules (4.12) et (4.6) donnent exactement le même 

sex-ratio, 

r* = N 
'41 t N)' 



c (e) N de loi P(v)  et T de loi P(A). 

On a p~ = UN = bN = v et C(T = UT = bT = A. Le sex-ratio optimal tel que 

proposé par Nishimura est donné par (4.6)' c'est-à-dire 

Remarquons que, comme dans le cas précédent, ce sex-ratio ne dépend pas du nombre 

de rejetons par femelle T. 

Le sex-ratio optimal déterminé par l'équation (4.12) est donné par 

4.4 Calcul exact de E [W] lorsque T est une variable 
aléatoire de Poisson 

4.4.1 Cas oh N est une variable aléatoire quelconque 

Remarquons tout d'abord que lorsque ht M = O, la fonction W donnée par l'équation 

(4.1) n'est pas définie. En fait, lorsque h + M = O, le groupe en question ne con- 

tient aucun rejeton mâle et un tel groupe ne peut alors survivre. A la manière de 

Nagelkerke [23], redéfinissons la valeur sélective d'une femelle mutante par la fonction 

où il désignant le nombre de rejetons femelles inséminées par les rejetons mâles de 

la femelle mutante, est de loi binomiale avec les paramètres j + F et r i t / (& + M), 

dans le cas où lia + hl > 1. 



Sachant h, 1, M, F et la formule pour l'espérance d'une variable aléatoire bino- 

miale, la valeur espérée de W est donnée par 

7% i+ ( j + ~ )  s i h + M t l  w-, i, M, = ( (4.18) 

O sinon. 

Si T est de loi P(X), alors rk est de loi P(AF). En effet, posons 

1 si le a'" rejetons d'une mutante est un mâle xi = O sinon. 

Alors, 

qui est la fonction génératrice d'une variable aléatoire de Poisson de moyenne A i .  De 

la même façon, on montre que f est de loi P(X(1 - i)). De plus, sachant que N 

femelles non-mu tantes produisent Tl, . . . , TN rejetons, les variables aléatoires M et F 

sont de distributions binomiales avec les paramètres SN, r et SN, l - r  respectivement, 

où 

SN = Tl + + TN. 

Donc, sous l'hypothèse que les variables Tl, . . . , TN sont de loi de Poisson de paramètre 

A, on en conclut que MIN est de loi P(NXr) et F [N de loi P(NX(1- T ) ) .  De plus, f i  

et j sont des variables aléatoires indépendantes. Pour monter ceci, remarquons tout 

d'abord que conditionnellement 8Ur T, 1 = T - h. On a donc, 



Pour montrer que, conditionnellement sur N, la variable aléatoire M est indépendante 

de la variable aléatoire F, il suffit de remarquer que 

où les mi sont des variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de moyenne 

AT. En reprenant la démonstration ci-dessus, on vérifie aisément que pour tout i = 

1,. . . , N, la variable mi est indépendante de fi. Puisque mi est indépendante de fj 

pour tout i # j, on en conclut que M est indépendante de F. 

Nous pouvons maintenant calculer la valeur sélective moyenne E[WI NI, où W est 

donné par l'équation (4.18). On obtient, 

E[WIN] = E[WIh + M 2 1, N ] P ( h  + M 2 1IN) 

+E[Wlih + M = O, NIP(7ît + M = OJN) 

Puisque, conditionnellement sur N, les variables aléatoires h, f, M et F sont mutuelle- 

ment indépendantes, alors la variable ,/ + F est conditionneiiernent indépendante de 



M 
f i  + M .  D'où, on a la variable - 

Or, par Lemire et Lessard [17], on sait que 

Par ailleurs, on a 

P ( h  + M = OIN) = P(T% = O)P(M = OIN) = e-A(i+Nr). 

On obtient donc, 

? ( ( l  - F )  + N(1 - r ) )  
= A [ ( , - ? ) +  f +  Nr ] (1 - e-*V+W ). (4.19) 

Calculons maintenant E [ W ] .  On a 

E[Wl = E[E[WINII 

Donc, 

a f ( ( 1  - ?) t N(1 - r ) )  
- E [ W ]  ar = E [k (A [ ( i  - q t 

t=i ? +  Nr r=i  

l - r  
= m [ ( - l + - -  r ( N  + l ) r  (1  - e-YN+l)r 1 



Posons 

On a alors, 

Utilisant ceci et le fait que 

1 

on obtient aisément les équations suivantes: 

D'où, 



On détermine le sex-ratio critique r* en résolvant l'équation 

Donc r* satisfait à l'équation 

- 2r* + e-Ar*cp(-Xr*)(2r* + 2Xr*(1 - r*) - 1 )  + 1 - I(0) + 1(-Ar*) = 0, 
(4.24) 

où cp et I sont donnés par (4.20). Le sex-ratio r* sera optimal au sens ESS si en plus 

r* satisfait à la condition 

Cette condition devient dans le cas général, 

Or, cette dernière condition est vérifiée si 

Donc, pour montrer que le sex-ratio critique r* est optimal au sens ESS, il suffit de 

vérifier la condition suivante: 

Remarquons que la limite supérieure est plus grande ou égale à 1/2. 



Si on suppose que chaque femelle a un très grand nombre de rejetons, alors en 

prenant la limite lorsque A + cm de l'équation (4.24) et en utilisant l'équation (4.22), 

on obtient le sex-ratio critique 

Or, lorsque A est très grand et que la taille des groupes est aléatoire, le sex-ratio 

optimal au sens ESS a déjà été déterminé par Karlin et Lessard [14] ainsi que par 

Nunney et Luck 1251. Ils obtiennent le sex-ratio 

où p* est la taille moyenne des groupes non vides. A première vue, on pourrait croire 

que les deux résultats (4.27) et (4.28) sont contradictoires, mais ce n'est pas le cas. 

C'est ce que nous allons tenter de démontrer. Tout d'abord, revenons sur la définition 

de la variable N. N représente le nombre de CO-fondatrices d'une femelle prise au 

hasard dans la population entière. Si N* représente la taille d'un groupe, alors on a 

la relation suivante: 

P ( N  = n) = P(une femelle tirée au hasard dans la population provienne 

d'un groupe de taille n + 1) 

Donc, on a 



et par conséquent 

Le sex-ratio critique, déterminé par l'équation (4.241, est alors en accord avec la 

littérature lorsque X est excessivement grand. 

D'autre part, lorsque X est très grand, il est improbable qu'un groupe ne produise 

aucun mâle, Il serait alors intéressant de comparer les approximations obtenues aux 

deux premières sections au sex-ratio exact donné dans cette situation par (4.27). Pour 

1 
ce faire, considérons le développement de Taylor de la fonction f (N) = - 

N + 1 

de la moyenne p ~ .  On a 

En prenant l'espérance des deux côtés et en supposant que le quatrième moment 

centré de la variable N est suffisamment petit, on obtient alors l'approximation 

Remplaçant ceci dans l'équation (4.27), on trouve exactement 

4.4.2 Cas où 2V est fixe 

Lorsque N est fixé, la fonction génératrice devient, 

De plus, 

- 
ly '  

l'équation (4.13). 



D'où on a, 

On détermine le sex-ratio critique r* tout simplement en résolvant l'équation (4.241, 

c'est-à-dire, 

1  N - O. (4.30) - 2r* + e-"*(N+L)(2r* + 2Xr*(1 - r*) - 1 + -) + - - 
N t 1  N + l  

Avec l'aide de MATHEMATICA, nous avons résolu numériquement l'équation 

(4.30) pour diverses valeurs de N et A.  La liste des sex-ratios optimaux obtenus se 

trouve dans le tableau 4.1. 

4.4.3 Cas où N est de loi de Poisson de moyenne v 

Si N est de loi P(v) ,  alors 

Donc, 

En remplaçant maintenant dans l'équation (4.24), on obtient 

Avec l'aide de MATHEMATICA, nous avons résolu numériquement l'équation 

(4.31) et les résultats sont résumés dans le tableau 4.1. 



4.4.4 Cas où N est de loi binomiale de paramètres n et p 

Si N est de loi B(n, p), alors la fonction génératrice des moments est donnée par 

où q = 1 - p. D'autre part, on a 

Dans cette situation, le sex-ratio critique T* devra satisfaire l'équation (4.24) 

(1 - (g + pe-"*)"+') - 2r* + e-Xr*(q + pe-xr*)n(2r* + 2h*(1- T*) - 1) + 1 - = o. 
P(" + (4.32) 

Le tableau 4.1 contient la liste des sex-ratios critiques obtenus en résolvant numériquement 

l'équation (4.32). Nous avons fait également les calculs lorsque n est grand et p petit. 

Les résultats étaient les même que dans le cas où N est supposé de loi de.Ebisson, ce 

qui n'est pas surprenant car une variable aléatoire binomiale peut, dans ces conditions, 

être approchée par une variable aléatoire de Poisson. 

4.4.5 Cas où N + 1 est de loi géométrique de paramètre p 

Dans ce cas, on dira que N est de loi géométrique décalée et on notera Gd(p) .  Donc, 

on a 

où q = 1 - p. De plus, 

P = - In(1 - qe"). 
q 

D'où, on a 



et c 1(- Ar*) = -: ln(1 - qe-Ar*). 
Q 

Par conséquent, le sex-ratio critique r* sera solution de l'équation 

La liste des sex-rat ios obtenus en résolvant numériquement l'équation (4.33) se trouve 

au tableau 4.1. 

4.4.6 Cas où N+2 est de loi binomiale négative de paramètres 
2 et p 

Dans ce cas, on dira que N est de loi binomiale négative décalée et on notera 

B Nd(2, p). Donc, on a 

Donc, 

L'équation (4.24) devient alors, 

p2+* p2e-Ar* 
- 2r* + (2r* + 2 b * ( l -  r*)  - 1 )  + 1 - p + - qe-h* = O .  

(1 - qe-Ar*)2 (4.34) 

La liste des sex-ratios obtenus en résolvant numériquement l'équation (4.34) se trouve 

au tableau 4.1. 



4.4.7 Résultats et analyse 

Dans tous les cas traités ici, la condition (4.26) est vérifiée et par conséquent tous les 

sex-ratio énumérés dans le prochain tableau sont optimaux au sens ESS. 

En guise de comparaisons, nous avons cru bon de rassembler tous les résultats en 

un seul tableau, le tableau 4.1. Pour chaque valeur de la moyenne de N, dénotée 

p,  nous avons disposé les sex-ratios optimaux au sens ESS par ordre croissant de la 

variance de N. Par exemple, lorsque la moyenne est 1, les variances associées aux lois 

binomiale (B), Poisson (P),  binomiale négative décalée (BNd)  et géométrique décalée 

(Gd)  sont respectivement 0.35, 1, 1.5 et 2. Évidemment, lorsque N est supposé fixe il 

n'y a aucune variance. On remarque alors que le sex-ratio ESS diminu à mesure que 

la variance augmente, sauf dans les cas où A = 1 et A = 2, où l'inverse se produit. De 

plus, k mesure que la moyenne p augmente, une augmentation de la variance semble 

favoriser les femelles pour presque toutes les valeurs moyennes de rejetons par femelle, 

A. 

Nagelkerke [23] a obtenu des résultats similaires dans le cas où N et T sont fixés. 

Qualitativement parlant, les résultats sont les mêmes. Par contre, ceux de Nagelkerke 

sont supérieurs aux nôtres. Il semble alors que la stochasticité de la variable T favorise 

également la production de femelles. 

Nous avons dans ce chapitre déterminé explicitement le sex-ratio optimal au sens 

ESS lorsque le nombre de rejetons par femelle T est de loi de Poisson de moyenne A. 

Nous n'avons imposé aucune contraine sur la variable aléatoire N, qui rappelons-le, 

représente le nombre de CO-fondatrices d'une femelle tirée au hasard dans la popu- 

lation. Ainsi, quelle que soit la distribution de N, le sex-ratio optimal devra être 

solution de l'équation (4.24). Si nous ne connaissons pas la loi de N mais plutôt celle 

de ta variable N*, représentant le nombre de femelles fondatrices d'un groupe, dors 

il est possible de déterminer la distribution de N par la formule (4.29), et par le fait 

même d'en déterminer le sex-ratio optimal. Par exemple, si N* est de loi P(u) alors 

il est facile de montrer que N est de loi P(v). De même, si N* est de loi B(n,p) alors 

N est de loi B(n - 1,p). 



Moy . 

Tableau 4.1: Liste des sex-ratios optimaux au sens ESS obtenus lorsque T est de loi 
de Poisson de moyenne A. La colonne de droite représente le sex-ratio obtenu dans le 
cas où X est excessivement grand. 



Conclusion 

Depuis son iritroduction en 1967 par Hamilton [13], le modèle LMC a donné lieu 

à de nombreuses études. L'insertion de paramètres au modèle original tels que la 

migration partielle des mâles et des femelles avant et après accouplement, avec et 

sans régulation, ainsi que des hypothèses sur la stochastici té de certains paramètres 

sont étudiés dans cette thkie. 

Nous avons d'abord développé une méthode efficace de détermination des sex- 

ratios critiques. Des conditions d'optimalité ESS et CSS sont également élaborées. 

Cette méthode est par la suite utilisée pour déterminer les sex-ratios critiques pour 

divers modèles faisant intervenir de la migration partielle. L'optimalité, e t  dans cer- 

tains cas la non-optimalité, des sex-ratios critiques est vérifiée. Certains des résultats 

obtenus rejoignent ceux obtenus auparavant par d'autres auteurs. 

Considérons par exemple le modèle LMC où l'on permet à une proportion 1 -P des 

femelles de chaque groupe de choisir un partenaire sexuel parmi tous les mâles de la 

population. Pour ce modèle, les sex-ratios critiques ont déjà été déterminés par KarIin 

et Lessard [14] dans le cas de populations haploïde et diploïde avec dominance du gène 

mutant S sur le gène résident R. La méthode nous a permis de trouver ce résultat 

dans la situation plus générale où le sex-ratio résident r (provenant de l'homozygote 

RR) est confronté à deux sex-ratios mutants s (provenant de l'homozygote SS) et 

t (provenant de l'hétérozygote RS), ainsi que dans le cas d'une population haplo- 

diploïde avec contr6le par les mâles et par les femelles (voir le tableau 1.1). On 

remarque tout d'abord que les sex-ratios optimaux au sens ESS sont presque toujours 

biaisés en faveur des femelles. Pour P fixé, ce biais est d'autant plus marqué dans 

des populations haplo-diploïdes. Ceci est probablement dû au fait que les mâles ne 

transmet tent leurs gènes qu'aux rejetons femelles. Bulmer et Taylor [4] attribuent le 



biais en faveur des femelles à la compétition entre mâles apparentés pour s'accoupler. 

Donc une augmentation de B,  qui aura pour effet d'augmenter la compétition entre 

miles apparentés, devrait occasionner une diminution du sex-ratio ESS. C'est en effet 

ce qu'on observe sauf pour une population haplo-diploïde avec contrôle du sex-ratio 

par les mâies. Dans ce dernier cas, une augmentation de la compétition entre mâles 

apparentés semble favoriser la production de mâies. 

Nous avons d'autre part déterminé analytiquement certains des résultats numériques 

de Bulmer [3] dans la situation OU des proportions fixes de mâles et de femelles 

se dispersent avant l'accouplement avec immigration uniforme, c'est-à-dire que tous 

les groupes reçoivent la même quantité d'immigrants mâles et la même quantité 

d'immigrants femelles (voir le tableau 1.2). Bien que nos résultats coïncident avec 

ceux de Bulmer dans le cas de populations haploïde et diploïde, ce n'est pas ce qu'on 

observe pour une population haplo-diploïde. Plus les proportions d'immigration sont 

petites, plus l'écart est grand. De plus, Bulmer relate de légères variations du sex- 

ratio ESS selon le degré de dominance, nos calculs ne montrent cependant aucune 

divergence. Nous avons également examiné la situation où l'immigration est propor- 

tionnelle à la taille des groupes, c'est-à-dire que chaque individu quittant sont groupe 

d'origine est remplacé par un individu de même sexe pris au hasard dans la popu- 

lation. Or, dans le cas d'une population haplo-diploïde, nous avons montré que le 

sex-ratio critique n'est pas optimal au sens ESS. 

Nous nous sommes intéressé aussi à l'influence de la migration des femelles après 

l'accouplement. Si on considère une population haploïde subdivisée en groupes de 

taille 2, et que seule une proportion d des rejetons femelles inséminées se dispersent, 

alors Bulmer [3] montre que le sex-ratio ESS n'est nullement influencé par la valeur 

du paramètre d. Nous avons montré que ceci est vrai si on suppose que l'immigration 

est uniforme. Si l'immigration est proportionnelle, le sex-ratio ESS dépend de la 

fréquence des femelles qui se dispersent. 

Nous nous sommes également intéressé à l'optimalité du sex-ratio dans une popu- 

lation haploïde et hermaphrodite en équilibre polymorphique (c'est-à-dire que les 

deux gènes sont présents dans la population). Pour nous assurer d'un tel équilibre, 

nous avons permis à une faible proportion des deux gènes de subir des mutations 



réciproques. En supposant que seule une petite proportion des individus se dispersent, 

nous avons pu avec l'aide d'équations différentielles déterminer la distribution de 

la fréquence des deux gènes à l'équilibre. En nous inspirant de Kimura [16], une 

analyse de cette distribution nous a amenée à la détermination d'un certain sex-ratio 

"optimal" donné par l'équation (3.19). 

Tous les modèles traités antérieurement suppose que chaque femelle produit un 

très grand nombre de rejetons. Nagelkerke [23] a analysé la situation plus réaliste où 

chaque femelle a un nombre fini de rejetons T. Il obtient un sex-ratio optimal au sens 

ESS qui croit à mesure que le paramètre T diminue. Il attribue ce phénomène au 

fait qu'une diminution du nombre de rejetons augmente la probabilité qu'un groupe 

ne produise aucun mâle e t  donc augmente la probabilité qu'un groupe s'éteigne. 

Nishimura [24] s'est intéressé a l'effet de la stochasticité des paramètres tels que T 

ainsi que le nombre de CO-fondatrices d'une femelle tirée au hasard dans la population 

N. L'approximation obtenue devrait être bonne lorsque ces variables aléatoires n'ont 

pas de trop fortes variances. Nous avons effectué un calcul exact du sex-ratio optimal 

au sens ESS dans la situation où T est de loi de Poisson et N est de loi quelconque. 

Ce calcul s'applique à des populations où le mode de transmission des gènes aux deux 

sexes est le même (haploïde et diploïde). Qualitativement parlant, les résultats sont 

les mêmes que ceux de Nagelkerke, mais il semble que la stochasticité des paramètres 

favorise un plus grand pourcentage de femelles. 

Bien que la loi de Poisson modélise bien le nombre de rejetons par femelle, il serait 

intéressant de déterminer le sex-ratio ESS dans la situation générale où T est de loi 

quelconque. 

Enfin, il est permis d'espérer que les méthodes développées dans cette thèse vont 

permettre de déterminer dans un avenir pas trop lointain bien d'autres stratégies 

optimales dans des populations subdivisées. 



Annexe A 

Matrice M(r, r )  dans le cas du 
Modèle Ii 
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Annexe B 

Modèle II (Immigration 
Matrice ;M(T, s s) 

proportionnelle) 

dans le cas du 
S=T 

(1 - dl2(l - Zr) 
16r(l- r) 

-(1 - d)' 
a(i - t )  

( 1  - dlZ - 
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(4 
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(1 -6)' 
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(H 1 
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(1 - dla( L - 2r) 

O 256r(1- r )  
O O 
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128r(l- r) 
O O 
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Annexe C 

Modèle II (Immigration uniforme) 
Matrice &U(r, s s) S=T dans le cas du 



c 
3 ( 1 -  18d + 9 8  - 2r + 39dr + 48dzr - 45d3r) 

( A )  = - 
128r(l - r )  

(3 + 42d - 2 1 8  - 4r - 21dr + 7 8 8 r  - 45d3r) 
(C) = - 

128r(l - r )  

(D) = - ( 1  + 2d - d2 - r + 3dr + 3873 - 3 8 r )  
8r(1 - r )  

( E )  = - (9 - 2d + dZ + 59dr $2&r - 21d3r) 
128r(l - r )  

(G) = - (-4d + 2 8  - T + 3dr + 362~  - 3d3r) 
8r(l  - r )  

(H) = - (-9 - 30d + 158 + 59dr + 2dLr - 21d'r) 
128rtl - r )  
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