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Sommaire

Un biais en faveur des femelles a été observé chez certaines espéces d’insectes et de
mites. W.D. Hamilton, en 1967, a été le premier & montrer que ceci devrait se produire
lorsque les accouplements se font & I'intérieur de groupes et que les femelles inséminées
se dispersent ensuite pour reformer d’autres groupes. Des conditions pour déterminer

les sex-ratios critiques ainsi que des conditions d’optimalité de ces sex-ratios sont

développées. A 'aide de ces méthodes, nous obtenons le sex-ratio optimal dans une
population haplo-diploide avec contréle du sex-ratio par les males et par les femelles,
lorsqu’une proportion fixe des femelles s'accouplent avec les males du groupe, les
autres s’accouplant au hasard dans la population. Ceci correspond & une migration
partielle des méiles avant accouplement. Nous déterminons également de fagon exacte,
certains des sex-ratios optimaux (obtenus seulement numériquement jusqu’ici) dans
le cas d’immigration uniforme et proportionnelle, avant et aprés accouplement.

D’autre part, nous considérons une population hermaphrodite soumise a un faible
taux de migration aprés accouplement. Supposons que deux génes déterminant le sex-
ratio sont présents dans la population & n’importe quelle fréquence et que ces genes
peuvent muter de l'un vers l'autre. Nous avons, & 1'aide d’équations de diffusion,
déterminé la distribution de la fréquence des deux gérnes & [’équilibre, et en avons
déduit un certain sex-ratio “optimal”.

Enfin, nous nous sommes intéressés a la stochasticité des parametres tels que la
taille des groupes ainsi que le nombre de rejetons par femelle. Seule une approximation
du sex-ratio optimal lorsqu'il y a peu de variation des paramétres avait été obtenue
jusqu’a maintenant. Nous présentons un calcul exact permettant de déterminer le sex-
ratio optimal dans le cas ol le nombre de rejetons par femelle est de loi de Poisson

et la taille des groupes est de loi quelconque.



Remerciements

Je voudrais tout d’abord remercier mon directeur de recherche, monsieur Sabin Lessard,
pour l’aide constante qu'il m'a prodiguée tout au long de mes études au doctorat.

J'aimerais également remercier le conseil de la recherche en sciences naturelles
et en génie (CRSNG), la Faculté des études supérieures de 'Université de Montréal
(FES), I'Institut des sciences mathématiques (ISM) de méme que mon directeur de
recherche pour leur soutien financier m’ayant permis de mener a bien ce travail,
ainsi que le Département de mathématiques et de statistique pour avoir mis a ma
disposition tout ’équipement informatique nécessaire a sa réalisation.

Enfin, mille mercis a toute ma famille et & tous mes amis pour leur support moral.

ii



Table des matieres

Sommaire i
Remerciements ii
Liste des Tableaux v
Introduction 1
1 Sex-ratio critique dans des populations structurées 8
1.1 Méthode générale . . . . .. ... ... ... ... ... 10

12 ModeleI . . .. ... i e 14
1.2.1 Population haplo-diploide .. .................. 14

1.2.2 Populations haploide et diploide . . . . . . ... ... ..... 27

1.2.3 Tableau récapitulatif et interprétation des résultats . . . . .. 32

1.3 ModeleIl. . .. ... . e 33
1.3.1 Immigration proportionnelle . . . . ... ............ 34

1.3.2 Immigration uniforme .. ........ ... ... ... 38

133 Remarques. . .. ... .. ... i 40

14 Modéle Il . ... .. ... . i i i 40
141 CasN=1. .. .. i ittt ittt it i e 41

1.4.2 Cas N=2 (Population haploide) . . ... ............ 58

1.4.3 Tableau des résultats et remarques . .. ............ 61

2 Optimalit du sex-ratio critique dans des populations structurées 63

2.1 Méthodegénérale . . . .. ... ... ... .. .. .. ... 63
2.1.1 Condition d'optimalité ESS . ............... ... 66
2.1.2 Condition d’optimalité CSS . . ... .............. 68

iii



213 Remarque . . ... ... ... .. i 7l

22 ModeleI . . . .. .. .. e 72
2.2.1 Population haplo-diploide .. .................. 72
2.2.2 Populations haploide et diploide . . . . . ... .. ....... 7

23 Modele . . . .. ... ... . i 79
2.3.1 Immigration proportionnelle . . . . ... ............ 79
2.3.2 Immigrationuniforme . ..................... 80

24 Modele I .. ....... ... .0 81
2.4.1 Population haploide-cas N=1.................. 81
2.4.2 Population diploide-casN=1 . . .. .. ... ......... 82
2.4.3 Population haplo-diploide-cas N=1 .............. 83

2.5 Remarques. . .. .. . .o o v i i i i e e e 86

Etude du sex-ratio optimal par des équations de diffusion 88

3.1 Equation “forward” de Kolmogorov . . . .. .............. 91

3.2 Equation de diffusion associée aumodéle . . . .. ... ... ..... 94

3.3 Distribution a équilibre . . . .. .. .. ... ... o L 98

3.4 Sex-ratio *optimal® . . ... .. ... ... . . o oo 102

Effets de la stochasticité des paramétres sur le sex-ratio optimal 105

4,1 Etude du sex-ratio optimal & la maniére de Nishimura. . . . .. ... 106
4.2 Ajout des termes du troisiéme degré dans le développement de la fonc-

tion E[W] . . ... e 109
4.3 Quelques cas particuliers . . . . ... ... ... o oL 114

4.4 Calcul exact de E[W] lorsque T est une variable aléatoire de Poisson 116

4.4.1 Cas ol N est une variable aléatoire quelconque . . ... ... 116
442 Casou Nestfixe.............. ... ..., 123
4.4.3 Cas ou N est de loi de Poisson de moyenne v ... ...... 124
4.4.4 Cas ol N est de loi binomiale de parametresnetp . ... .. 125
4.4.5 Cas ol N +1 est de loi géométrique de paramétrep . . . . . . 125

4.4.6 Cas ol N + 2 est de loi binomiale négative de paramétres 2 et p 126
4.4.7 Résultatsetanalyse ........._ ... .. ... .. ... 127

v



Conclusion 129

A Matrice M(r,r) dans le cas du Modéle II 132

B Matrice a—a;M (r,s)L_r dans le cas du Modéle II (Immigration propor-

tionnelle) 133

C Matrice %M(r,s)ls_r dans le cas du Modéle I (Immigration uni-

forme) 135

Références 137



Liste des tableaux

0.1

1.1

1.2

4.1

R: reproduction, A: accouplement, Reg: régulation, D;: dispersion
compléte des femelles, D,,.: dispersion complete des males, My: migra-
tion partielle des femelles (proportion d’émigration des femelles), M,,:
migration partielle des males (proportion d’émigration des maéles), T

nombre de rejetons par femelle et n: taille des groupes. . . . . . . ..

Liste des sex-ratios critiques obtenus pour le modele I avec régulation et
sans régulation, répartis selon la ploidie des individus ainsi que le sexe
contrélant le sex-ratio. Les valeurs de r ont été déterminées quelle
que soit la stratégie adoptée par les hétérozygotes RS (cas diploide
et haplo-diploide avec contréle par les femelles). Rappelons que 8
représente la proportion de femelles qui s’accouplent avec les méles du
MEME ELOUPE. « « « v v v o v v v v e e b e o e e s e e e s
Liste des sex-ratios critiques obtenus pour le modéle I répartis selon la
ploidie des individus ainsi que le mode de dispersion des immigrants.

Les parametres d; et d; représentent respectivement les proportions de

rejetons femelles et de rejetons maéles qui émigrent avant de s’accoupler. 62

Liste des sex-ratios optimaux au sens ESS obtenus lorsque 7' est de loi
de Poisson de moyenne A. La colonne de droite représente le sex-ratio

obtenu dans le cas ou A est excessivement grand.. . . . ... ... ..

vi



Introduction

Le rapport numérique des sexes (ou sex-ratio) a suscité beaucoup d’intérét chez de
nombreux biologistes depuis les quatre derniéres décennies. En 1958, Fisher [11] a
été le premier a expliquer comment la sélection naturelle nous améne a une parité

numérique des sexes. Son raisonnement se présente comme suit:
1) Supposons qu’a la naissance il y ait plus de femelles que de males.

2) Un nouveau-né mdle aura alors plus d’opportunités qu’un nouveau-né femelle

pour se reproduire.

3) Donc, les parents génétiquement prédisposés a produire plus de méles que de

femelles auront plus de petits-enfants que la moyenne.

4) Ainsi, les génes favorisant la production de males augmenteront en fréquence,

de méme que le nombre de nouveaux-nés males.

5) Au fur et & mesure que I'on s’approche de la parité numérique des sexes,

’avantage associé A de tels génes s’estompe.

6) Ce raisonnement s’applique également si ’on remplace les méles par les femelles.

Donc, la parité numérique des sexes est une situation optimale.

L'argument de Fisher suppose implicitement que la compétition se fait entre tous
les membres de méme sexe de la population entiére. Cette condition n’est évidemment
pas satisfaite lorsque les accouplements se font localement. Dans ce dernier cas, la
compétition se fait entre voisins qui, souvent, s’avérent étre apparentés. Hamilton [13]
en 1967 s’est intéressé a 'effet de cette compétition locale sur le sex-ratio. Il montre

en effet que dans de telles situations, un biais en faveur des femelles devrait s’observer



et que ce biais devrait s’atténuer & mesure que le champ d'accouplement s’élargi. Une
quantité d’observations faites sur des arthropodes, tels les insectes et les mites, con-
firment les prédictions de Hamilton [13]. Dans la plupart des cas, les accouplements
se faisaient & I'intérieur d’un cadre tres restreint, et on a noté un fort biais en faveur

des femelles.
Dans le but de mieux présenter les hypotheses ainsi que les résultats obtenus sur

le sujet, définissons quelques notions de base en génétique des populations.

Chaque étre vivant est constitué de chromosomes, porteurs du bagage génétique.
La localisation d'un géne particulier sur un chromosome est appelé locus. Lors de
Vaccouplement de deux individus de sexe opposé, il y a formation de gamétes. Ces
gametes sont des cellules reproductives sexuées possédant la moitié des chromosomes
des autres cellules de 'organisme. En unissant les gametes des deux sexes, il y a
formation de l’oeuf, ou zygote, d’oll sortira un nouvel étre vivant. On dira qu'un
individu est haploide au locus considéré si un seul exemplaire du chromosome corre-
spondant est présent. Un tel individu aura alors un seul gene a ce locus. De fagon
analogue, on dira qu'un individu est diploide au locus considéré si deux exemplaires
sont présents. Un tel individu aura alors deux genes a ce locus. L'ensemble des
geénes & ce locus (un ou deux selon la ploidie de 'individu), est appelé génotype et la
réalisation du génotype est appelé phénotype. Un individu sera dit haplo-diploide si
les males sont haploides et les femelles diploides au locus considéré. On retrouve ce
phénomene chez certaines espéces d’insectes comme les guépes, les males provenant
d’oeufs non-fertilisés et les femelles d’oeufs fertilisés.

A partir de maintenant et tout au long de cette these, on appellera sex-ratio la pro-
portion de males dans la progéniture. On supposera que le sex-ratio est complétement
déterminé par le ou les génes a un locus. De plus, on dira que les femelles contrélent
le sex-ratio si seul le génotype de la mere détermine le sex-ratio dans sa progéniture,
de méme que 'on dira que les males contrdlent le sex-ratio si seul le génotype du pere
détermine le sex-ratio dans sa progéniture.

Le modéle LMC (de I’anglais Local Mate Competition) a fait 1’objet de nombreuses
études depuis Hamilton [13] et il se présente de la maniére suivante: considérons une

population divisée en une infinité de groupes colonisés par n femelles inséminées.



Suite & la reproduction, les rejetons males et femelles s’accouplent a I'intérieur de
leur groupe. Les rejetons femelles, maintenant inséminés, se dispersent ensuite dans
la population entiére et reforment au hasard d’autres groupes de taille n. On suppose
que toutes les femelles sont inséminées, qu’elles ont toutes un trés grand nombre de
rejetons et que les générations sont séparées.

Sous de telles conditions et en supposant que les individus des deux sexes ont
la méme ploidie (cas haploide et diploide), Hamilton [13] montre que le sex-ratio
(n—1)/2n devrait étre observé. Il a été montré par la suite (voir Bulmer et Taylor [4])
qu’en fait le sex-ratio (n—1)/2n est une stratégie qui, lorsqu’elle est adoptée par toute
la population, est protégée contre 'invasion éventuelle de toute autre stratégie. Un
sex-ratio ayant une telle propriété est dit optimal au sens ESS (de l'anglais Evolu-
tionary Stable Strategy).

Nous avons rassemblé dans le tableau 0.1 la plupart des résultats obtenus jusqu'a
présent, incluant ceux obtenus dans la présente thése, en ce qui concerne le modele
LMC et ses variantes. Ce tableau contient les sex-ratios optimaux au sens ESS ainsi
que les références correspondantes pour les divers modeles étudiés. Le parametre
n représente la taille des groupes, T représente le nombre de rejetons par femelle
et, & moins d’avis contraire, T' est supposé infini et le sex-ratio est contrdlé par les
femelles. On dira qu'il y a régulation si les femelles inséminées d’'un méme groupe
compétitionnent entre elles pour occuper les n sites disponibles.

Dans le premier chapitre, nous développons une méthode introduite a 1’origine par
Taylor [26] sous certaines hypotheéses restrictives sur les individus mutants et permet-
tant de déterminer les sex-ratio critiques (c’est-a-dire ceux qui sont potentiellement
ESS). Nous étendons 'application de cette méthode a la situation générale ou I'intro-
duction d'un géne mutant, S, dans une population diploide dont le géne commun
est R, détermine deux sex-ratios mutants distincts (celui provenant de ’homozygote
SS et celui provenant de ’hétérozygote RS). Aucune hypothese de récessivité ou de
dominance des génes R et S n'est alors nécessaire a la détermination des sex-ratios
critiques. Nous avons, de cette fagon, évalué les sex-ratios critiques pour les modéles
6 et 7. Nous avons également déterminé analytiquement ce que Bulmer [3] avait

trouvé numériquement dans la situation ol la migration des males et des femelles se



fait avant ’accouplement. Nous distinguons deux types d’immigration: I'immigration
uniforme, c’est-a-dire que chaque groupe regoit la méme proportion d’immigrants; et
I'immigration proportionnelle, ol chaque émigrant est remplacé par un immigrant de
méme sexe. Les résultats, pour la plupart originaux, sont présentés aux tableaux 1.1

et 1.2.
Si une grande majorité des individus de la population adoptent une stratégie suf-

fisamment proche de la stratégie ESS et qu'un mutant est avantagé lorsqu'il adopte
une stratégie encore plus prés du ESS, alors on dira que la stratégie ESS est également
CSS (de I'anglais Continuously Stable Strategy). Au chapitre 2, de nouvelles condi-
tions d’optimalités ESS et CSS sont développées. Suivront les vérifications de ces
conditions pour tous les modeles traités au chapitre 1.

Dans le chapitre 3, nous supposons que deux génes déterminant le sex-ratio sont
présents dans la population & n'importe quelle fréquence. Une équation différentielle
est proposée pour décrire 1’évolution de la fréquence d'un des deux genes dans une
population soumise & la mutation réciproque ainsi qu’a la migration. Pour des fins
mathématiques, nous considérons une population haploide et hermaphrodite, c’est-a-
dire que chaque individu produit les gameétes des deux sexes. Le sex-ratio représente
dans ce cas la proportion de gameétes males produits. La présence de mutations nous
assure de |’existence d’un équilibre polymorphique (c'est-a-dire un équilibre ou les
deux génes sont représentés), et 'optimalité est mesurée par la proportion des deux
genes que l'on retrouve a ’équilibre. Cette méthode consistant a approcher un modele

discret par un modéle continu, a été utilisée par Kimura [16] pour étudier 'évolution

d’un caractére altruiste. A notre connaissance, aucune étude du sex-ratio par les
équations de diffusion n'a été faite jusqu'a ce jour.

Rappelons que le modéle LMC suppose que chaque femelle produit un trés grand
nombre de rejetons. Qu’advient-il lorsque cette hypothese contraignante est relachée?
Nagelkerke [23] s’est intéressé a la question et obtient de nombreux résultats numériques.
Nishimura [24] s’est en plus intéressé  |’effet de la stochasticité du nombre de rejetons
par femelle (T') ainsi que du nombre de femelles co-fondatrices d’une femelle tirée au
hasard dans la population (N). Il obtient une approximation lorsque ces variables

n’ont pas de trop fortes variances. Dans le chapitre 4, nous présentons le résultat de



Nishimura et déterminons de fagon exacte le sex-ratio optimal au sens ESS dans la
situation raisonnable ol le nombre de rejetons est de loi de Poisson et N est de loi
quelconque. De plus, nous éclaircissons certaines ambiguités quant au lien entre la

définition de N par Nishimura et la taille d'un groupe n.

Modele Particularités Sex-ratio ESS Références
1- RAD, | haploide, diploide "2;1 Hamilton [13]
Bulmer et Taylor [4]
__ (n-1)(2n-1)
haplo-diploide nln = 1) Bulmer et Taylor [4]
controle femelle
haplo-diploide (n—1) Bulmer et Taylor [4]
n(4n — 1)
controle mile
Karlin et Lessard [14]
n aléatoire ”;y— L (haploide, hermaphrodite)
pin = E[n|n > 1]t " Nunney et Luck [25]
(haploide, diploide)
haploide, diploide résultats Nagelkerke [23]
T < oo numeériques
haploide, diploide résultat Nishimura [24]
T, n aléatoires approximatif | (voir chapitre 4, page 109)
donné par (4.6)

T4, est I'espérance de la taille des groupes non-vides



Modele Particularités Sex-ratio ESS Références
1- RAD; haploide, diploide résultat exact Chapitre 4
(suite) T de loi P()), n aléatoire | donné par (4.24) page 121
2- RAM;Reg diploide (n=2) calculs Bulmer (3]
haploide (n = 2, 3, 4) numériques
« Qe n—1
diploide 5 Taylor [27], Frank [12]
(modéle additif)"
haploide (n = 2)} résultats exacts Chapitre 1
donnés par (1.19) pages 38 et 40
et (1.20)
. n-1
3- RD;AD; haploide T Werren [31]
4 RD;AReg haploide 2’;‘_11 Bulmer [3]
5- RD,, AReg haploide 2nn- 1 Charnov [6]
6- RM,AD; haploide, diploide E;%E—gﬂ Karlin et Lessard [14]
(modeéle avec dominance)?

'Dans le modele additif, le sex-ratio assacié a I’hétérozygote est la mayenne des sex-ratios associés
aux deux homozygotes.

$Deux types d’immigration sont considérés.

}Dans le modéle avec dominance, on suppose que le géne mutant est dominant, c’est-a-dire que
le sex-ratio associé a I’hétérozygote est le méme que le sex-ratio associé a I'homozygote pour le géne

mutant.




Modele Particularités Sex-ratio ESS Références
6- RM.AD; haploide, diploide Tableau 1.1 Chapitre 1
(suite) haplo-diploide B=1-M, page 33
" » " n-— 1 + Mm »
7-RM,, AReg haploide, diploide T Karlin et Lessard [14]
haploide, diploide Tableau 1.1 Chapitre 1
haplo-diploide B=1-M, page 33
8-RMn,M;AReg haploide, diploide calculs Bulmer (3]
haplo-diploide (r = 1, 2) [ numériques
haploide, diploide Tableau 1.2 Chapitre 1
haplo-diploide (n = 1, 2) page 62

Tableau 0.1: R: reproduction, A: accouplement, Reg: régulation, D;: dispersion
compléte des femelles, Dy,: dispersion complete des males, M;: migration partielle
des femelles (proportion d’émigration des femelles), My,: migration partielle des males
(proportion d'émigration des méles), T: nombre de rejetons par femelle et n: taille

des groupes.




Chapitre 1

Sex-ratio critique dans des
populations structurées

Considérons une population constituée d’une infinité de groupes colonisés par N
femelles inséminées. Chaque femelle a ses rejetons & I’intérieur du groupe auquel
elle appartient et, suivant un schéma bien précis qui peut varier selon le modéle
étudié, il y a accouplement des rejetons. Les femelles de la nouvelle génération, une
fois inséminées, se dispersent partiellement ou complétement pour finalement reformer
des groupes de taille N. On suppose que les générations sont séparées sans chevauche-
ment et que toutes les femelles sont inséminées, chacune d’elles ayant un trés grand
nombre de rejetons.

Nous entendrons ici par stratégie adoptée par un individu, la proportion de males
(ou sex-ratio) daus la progéniture de cet individu. On suppose que toute stratégie est
déterminée génétiquement.

Le but de ce chapitre est de déterminer, pour les différents modeles, un sex-ratio
qui, lorsqu'il est adopté par toute la population, est protégé contre I'invasion de
n’importe quel autre sex-ratio. Un tel sex-ratio sera dit stable au cours de I’évolution
ou de fagon plus abrégée ESS (de I’anglais, Evolutionary Stable Strategy).

Les hypothéses génétiques sont les suivantes: A un locus donné, on suppose qu'il
y a deux alléles possibles R (représentant le géne résident) et S (représentant le gene
mutant) et que les deux génotypes des parents, formés a partir de R et S, déterminent
un phénotype qui est le sex-ratio (la proportion de males) parmi les rejetons. On dira

que les femelles ont le contrdle du sex-ratio si seul le génotype de la femelle détermine



le sex-ratio et, inversement, on dira que les males ont le controle du sex-ratio si seul
le génotype du partenaire male détermine le sex-ratio.

Nous traiterons successivement de populations haploides, diploides et haplo-
diploides. Les individus de populations haploides ne transportent qu’un seul géne
au locus qui nous intéresse, alors que les individus de populations diploides, dont
les chromosomes viennent par paires, en ont deux. Pour ce qui est de populations
haplo-diploides, les males sont haploides tandis que les femelles sont diploides. On
retrouve ce phénomene chez certaines espéces d'insectes. Dans ce cas, les oeufs non
fertilisés deviennent des males alors que les oeufs fertilisés deviennent des femelles. Les
maéles ne transportent alors qu’un des deux génes de leurs méres au locus considéré,
tandis que les femelles, provenant d’oeufs fertilisés, héritent d’un géne de chacun des
parents. On peut également parler de populations haplo-diploides lorsque le locus qui
nous intéresse est situé sur le chromosome sexuel X d’une population diploide. Les

males étant XY et les femelles XX,
Supposons tout d’abord que les femelles soient haploides et aient le contréle du sex-

ratio (la situation étant analogue lorsque les méles ont le contréle du sex-ratio). Dans
ce cas, les femelles portant le géne R adopteront la stratégie r (c’est-a-dire auront une
proportion r de males dans leur progéniture), tandis que les femelles portant le géne
S adopteront la stratégie s. Si les femelles sont diploides alors les femelles portant les
génotypes RR, RS ou §S adopteront respectivement les stratégies r, t ou s avect = r,
t=sout=(s+r)/2selon que § est récessif, dominant ou additif. Lorsque nous le
pourrons, nous traiterons le cas plus général oli nous ne faisons aucune hypothése sur
le type d’action des génes constituant le génotype, la stratégie résidente r est alors
confrontée a deux stratégies mutantes s et .

Dans la premiére section du chapitre, on établit une procédure pour déterminer les
stratégies critiques, c’est-a-dire celles qui seront potentiellement ESS. On remarquera
que la méthode est valide non seulement pour la détermination du sex-ratio, mais pour
tout autre type de stratégie déterminée par les génes a un locus. Cette méthode sera
ensuite appliquée aux trois modéles suivants: dans le modeéle I, on suppose que seule
une fraction 3 des rejetons femelles de chaque groupe s’accouplent avec les rejetons

méles de leur groupe d’origine, les autres s’accouplant au hasard dans la population;



dans les modéles II et I, on suppose qu’il y a migration partielle des individus aprés
'accouplement (migration partielle des femelles une fois inséminées, modele II) et

avant I’accouplement (migration partielle des rejetons males et femelles, modeéie ).

1.1 Méthode générale

Supposons qu’il y ait n types de groupes dans la population dont n — 1 contenant au

moins un gene mutant S. Ceux-ci sont appelés groupes mutants. Soient
t
& =(z1,Z2,.-,Tn-1)

le vecteur des fréquences des groupes mutants dans la population et z, =1 - z; —

Ty —+++ — Tp-1. Supposons que, d’une génération a la suivante, on ait

2 = T(z)

= Mz + termes d’ordres supérieurs en &,
az}

n-1
(8
0z; |, i j=1

est la matrice de linéarisation autour de 0, le vecteur ayant des 0 partout, de la

transformation 7 : {0,1]*~! — [0,1]*~.

Définition On dira que le gene mutant S s'éteint lorsque rare si

klim T*z2 =0  pour tout @ > 0 suffisamment prés de 0,
—00

ol T* désigne la k° itérée de T.

On recherche une stratégie r (déterminée par le géne R) qui sera protégée contre
l'invasion de n'importe quel géne mutant S. Autrement dit, peu importe la stratégie
s (avec s # r) adoptée par les individus portant au moins un géne mutant S, le géne
S s’éteindra lorsque rare.

Notons A(r,s) le rayon spectral (c’est-a-dire le module de la plus grande valeur

propre en module) de la matrice M = M(r,s), et supposons que, pour tout (r,s),



M > 0 avec MF > 0 (c'est-d-dire que toutes les entrées de la matrice M sont
non négatives et toutes celles de M¥* sont strictement positives) pour un certain
k > 1. Alors la théorie de Perron-Frobenius (voir Karlin & Taylor [15]) nous assure
que A(r,s) > 0 et qu'il existe deux vecteurs positifs n(r,s) et §(r, s) satisfaisant a

n(r,s)'é(r,s) =1et

n(r, s)' M(r,s) = Xr, syn(r, s)', (L.1)
M(r,s)§(r,s) = A(r, s)&(r, 8). (1.2)
De plus, on a
Mk

W — TI(T’a 3)5(7‘1 3)2'

A I'aide de cette théorie, on peut montrer que A(r,s) < 1 entraine que S s'éteint

lorsque rare. En effet, considérons la norme définie sur R™~! donnée par

=]t = n(r,s)'Ie|,

ol |&| = (g1}, .-+, |Ta=1]). Il est facile de vérifier que || -|| est bien une norme. D’autre
part, on a
IT(=)l = n(rs)|T(z)|
= 1(r,s)'T(2)

= n(r,s)Mz +o(||z])

= Ars)n(r,s)z +o(llz|)

= Al )=l + ofllzl)),
o o(]|z||) désigne une fonction petit ordre de |||

Puisque A(r,s) < 1, on peut choisir § et ||| suffisamment petits de telle sorte
que of||z]))/||=| < 6 et A(r,8) + & < 1. Pour un tel 2, on a
[T(=) < Alr,s)l|] + 6l
= (Mr,s)+9)|=|

< =l



et donc T*(z) — 0 lorsque k — oo pour tout @ suffisamment petit, c’est-a-dire que
S s'éteint lorsque rare.

On cherche alors une stratégie r satisfaisant a
AMrys) <1  pour tout s #r.

Puisque A(r,r) = 1, une condition nécessaire, en supposant suffisamment de régularite,

est
a
a)\(r,s) = 0 (1.3)
et
d* .
@/\(r,s) . <0. (1.4)

En résolvant (1.3), nous obtenons les stratégies critiques. Le développement qui suit
permet de trouver une autre condition pour obtenir les stratégies critiques. Nous
nous concentrerons au prochain chapitre sur les stratégies critiques qui satisfont a la
condition (1.4).

En dérivant d’abord 1’équation (1.1) par rapport & s puis en multipliant a droite

de chaque terme par &(r, s), on obtient successivement

ad

sy My, o [g’;mf,s)] = [2atrs9| atrs o) et

et

2o | M, sie,s)+ 105 [ M) et

= [ 2300 o€t ) +300) | st )

En utilisant (1.2) et le fait que 7(r, s)*€(r, s} = 1, on obtient

a
a—s)«(r,s) =n(r,s)’ l%M(T, 3)] £(r,9).



Donc, par continuité, on a

9 \(rvs)

0s

. [a%M(r, ) ] ¢

a=r

ou
n=n(rr) et  §=§(rr)
sont des vecteurs propres positifs & gauche et a droite de M(r,r) associés & la valeur

propre A(r,r) = 1 et satisfaisant & n'€ = 1. La condition

Js

s=r

d
7 [—M(r,s) £=0, (1.5)
qui a déja été proposée par Taylor [26] et qui permet d’obtenir les stratégies critiques,
a 'avantage que les mémes vecteurs propres 7 et § peuvent servir pour résoudre (1.5)
dans les cas de récessivité ou de dominance, ainsi que pour certaines variantes des

modeles étudiés.

Cas ol une stratégie r est confrontée & deux stratégies s et ¢
Supposons que les individus adoptent les stratégies r, s et ¢ selon le nombre de génes
mutants S portés par ceux-ci. C'est le cas par exemple dans une population diploide
ol les individus hétérozygotes SR adoptent la stratégie ¢, tandis que les individus
homozygotes RR et SS adoptent respectivement les stratégies r et s. On dira alors
que les genes R et S sont co-dominants.

La matrice de linéarisation associée a la récurrence ' = T(z), dépendra alors des
stratégies r, s et £. Si A(r,s,t) représente le rayon spectral de la matrice M(r, s, t),

alors les stratégies critiques seront celles qui satisfont aux deux conditions suivantes:

a

x,\(r,s, t) = 0
et

a

a/\(r, 3, t) smter =0.




1¢

En reprenant les arguments précédents, on obtient les stratégies critiques tout sim-

plement en résolvant les équations

[g—-M (r,8,t ,—t_r] £§=0 (1.6)
et
7' [g—t-M(r,st ‘_t_r]e 0, (1.7)

ou 7 et § sont les vecteurs propres i gauche et & droite de la matrice de linéarisation

M(r,r,r) associés a la valeur propre A(r,r,r) = L.

1.2 Modele I

On considere un trés grand nombre de groupes formés de NV femelles inséminées. Suite
a la reproduction, les rejetons femelles choisissent un partenaire male a l'intérieur de
leur groupe avec probabilité § et choisissent un partenaire méle au hasard dans la
population avec probabilité 1 — 5. Les femelles inséminées se dispersent ensuite dans
la population et reforment au hasard des groupes de taille N.

Plusieurs hypothéses supplémentaires sont & considérer. En effet, la population
peut étre haploide, diploide ou encore haplo-diploide, le géne mutant S peut étre
récessif ou non, et enfin, le sex-ratio peut étre contrélé par les femelles ou par les

males.
On trouvera une liste des résultats obtenus dans cette section au tableau 1.1.

Dénotons par (Z,7) une femelle inséminée avec i génes S dans son génotype et j

genes S dans le génotype de son partenaire male.

1.2.1 Population haplo-diploide

Counsidérons le cas d’une population haplo-diploide, ol les oeufs non fertilisés devi-
ennent des males et les oeufs fertilisés des femelles. Ceci correspond également au
cas oul le géne qui nous intéresse est lié au chromosome sexuel X dans une population

diploide dont les femelles sont XX et les males XY.
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Contréle par les femelles - cas S récessif

Supposons que les femelles aient le contrdle du sex-ratio dans la progéniture et que le
gene mutant S soit récessif. Donc les femelles inséminées de types (2,1), (2,0), (1,1)
et (1,0) auront une proportion s de males, tandis que celles de types (0,1) et (0,0)
auront une proportion r de mailes. Nous traiterons plus loin le cas ou les génes R et
S sont co-dominants et le cas ou le contrdle du sex-ratio dans la progéniture se fait

par les males.

Etant donné la rareté du gene mutant §, on peut supposer que chaque groupe a
au plus une femelle inséminée mutante, c’est-a-dire contenant au moins un geéne S

chez la femelle ou chez son partenaire (les groupes en contenant plus d’une étant en

proportion négligeable). Il y a alors six types de groupes:

(2,1),(2,0),(1,1),(1,0),(0,1),(0,0),

ol (,7) est un groupe colonisé par N —~ 1 femelles inséminées non mutantes (0, 0) et
une femelle inséminée mutante (¢, ;) avec i + j 2> 1. Définissons z(i, j) la proportion

de groupes de type (i, J) et
z = (z(2,1),2(2,0),z(1,1),2(1,0), 2(0,1))
le vecteur des fréquences des groupes mutants. On a
£(0,0) =1 —-z(2,1) - z(2,0) — z(1,1) = z(1,0) — z(0, 1).

Soit
z' = (2'(2,1),2'(2,0),7(1,1),2'(1,0),2'(0,1))

le vecteur des fréquences des groupes mutants a la génération suivante. On a alors

2(,0) = N[BgIcE 1)+ + BGic(0,0)

+ termes d'ordres supérieurs en @,
ol
P((,::{)) = proportion de femelles inséminées (¢, 5)

provenant d’un groupe (k,[) avant dispersion



et

C(k,l) = proportion des femelles inséminées

provenant de tous les groupes (,!).

A titre d’exemple, calculons P((zl":)).

Rappelons qu’un groupe de type (2,0) est constitué d’une femelle inséminée de
type (2,0) (c’est-a-dire que la femelle est de génotype SS au locus considéré et son
partenaire male porte le géne R) et de N — 1 femelles inséminées de type (0,0) (c’est-
a-dire que les femelles sont de génotype RR au locus considéré et leurs partenaires
males portent le géne R). Les rejetons femelles de la mutante (2, 0) seront toutes de
génotype SR, le géne S provenant de la mere et le géne R provenant du pere. Les
rejetons males, provenant d’oeufs non fertilisés, porteront tous le géne de leur meére S.
Evidemment, les rejetons femelles et les rejetons males des N — 1 méres non mutantes
(0,0) auront tous le génotype RR chez la femelle et le génotype R chez le male.

Puisque le sex-ratio est contrélé par les femelles, alors la femelle inséminée mutante
(2,0) produira une proportion s de rejetons males et une proportion 1 ~ s de rejetons
femelies, taudis que les N — 1 autres femelles produiront chacune une proportion r
de rejetons males et une proportion 1 — r de rejetons femelles.

Donc, suite a I’accouplement, la proportion de femelles inséminées de type (1,0)

dans un groupe de type (2,0) sera donnée par

P((zl"(%) = proportion de rejetons femelles de génotype SR
dans un groupe de type (2,0)
x [ B x proportion de rejetons males de génotype R
a I'intérieur d’un groupe de type (2,0)
+ (1 = B) x proportion de rejetons males de génotype R
dans la population |

- (1-3) B(N - 1)r
T (1=-8)+(N-1)1-7) 3+(N_1)r+(1—ﬂ)(1—1’s) ,




ol Ps représente la proportion de males S dans la population, c’est-a-dire

Pg

_ s[2(2,1) + 2(2,0)] + (r/2)[z(1,1) + (1, 0)}
s+ (N = Drlle(2,1) + 2(2,0)] + Nr[z(1, 1) + 2(1,0) + 2(0, 1) + 2(0,0)]

De maniere similaire, on trouve

P = =) +(21\-/- j)l)(l = :s+(£s_ e TA=AR 5]’
Panl = 109 +(21~7 j)1)(1-r) :s[jr(j(vN_-l)lgr*(l‘ﬂ)(l‘P 5)]’
Py = (1_§§V+—(113(.1.I)f1)-r) :s+(1€rs- Dy TR 5
G e E () :s+u€s_ 1),~+(1—f’>”s:’
Fao = (1_£1)V+_(2(if)<rl)_r> :s+(1€8-1)r+(1'ﬂ)P5:’
R = o[-,

P(z‘o) _ 1 .,3(2N—1)
un = 9N | 2N

F(L-B)L- Ps)] ,

1 [ 8
Py = SN -2-ﬁ+(1—ﬂ)Ps],

P10 1 [B(2N -1)
L) = 9N | 2N

FL=p)(1 Ps)] ,

roy = (BB v-,

any _ 1 [8
H = o [ +U-0R.

1 [B@2N -
P((ll.'(;))) = 3N ﬂ(Q—Nl)Hl—ﬂ)(l-Ps)],

oy _ @N-1)(5




1
Poy = (1= B)Ps,
1
Poy = yB+(1-A1-Ps),
b _ (N-1
Pon = —y—(1=B)Ps,
Poa = (1=B)Ps.

Les contributions des groupes sont données par

C(ij) =

\
ou

[(1—s)+ (N = 1)(1 = r)]2(i, )

K(z)
N(Q —r)z(2])

K{z)

sinon,

si (2,]) = (21 1)’(210)

K(®) = [(1-s)+(N=1)(1-7)][=(21)+2(2,0)]

On peut maintenant calculer la matrice de linéarisation autour de 0 de la transfor-

mation

+N(1 = r)[z(1,1) + 2(1,0) + (0, 1) + z(0,0)].

' =Tz = Mz + termes d’ordres supérieurs en z.

On trouve

M(r,s) =

3

(N-1)p
+(1 -8

pu

(1 -pu

(N—-1)p
+(1 - B

B
v
2N - 8
W
s B
N 4N
IN—-B 2N -8
N 4N
N-B 2N-B
4N




ou

Bs (1-s) s

p=—r——, u= etv=-—,

T s+ (N-1)r' (1-r) r

Pour déterminer les sex-ratios critiques, il suffit de résoudre 1’équation (1.5). Les
vecteurs propres positifs & gauche et & droite, i et &, de la matrice M(r,r) associés

4 la valeur propre A(r,r) =1 et dont le produit scalaire est 1 sont
7=¢(3,2,2,1,1) (1.8)

et
€ =(B%2B(N - B),4B(N — §),4(N — B)(4N - 3B),2(N — B)(4N - 38)),(1.9)
oll ¢ est une constante positive.
D’autre part, on a que la matrice ggM (r,s)] dans ’équation (1.5) est donnée

par la matrice suivante:

g(1-2r) B ]
(1—r)Nr _ N°r 0 0 0 0
b L _Al-2) 0 0 0 0

N (1-r) (1—r)Nr
-2 _ 6 o,

0 (1—r)Nr ~ Nr 0
8 1 B(1 —2r)
0 M i=n a-nn 000
N-1? (1- BIN-12 (1-
L ﬂ(mr) 4 rﬁ) (Nzr) 4+ rﬂ) 0 0 0

Donc ’équation (1.5) devient

,=,] §= e (N - B){(2N — B) — Nr(4N - 8)] = 0.

[0
" [b?M(”s) Nr(l—1)

Pour 8 > 0, on trouve le sex-ratio critique

L ON-B)(N-8) 1 BN -2

N(4N - §) 2~ 2NN - 8)




En posant 3 = 1, on retrouve le modéle LMC (de 1’anglais, Local Mate Compe-
tition) proposé par Hamilton [13] et r = (2N — 1)(N — 1)/N(4N — 1) (Bulmer &
Taylor [4]). Lorsque 8 = 0, les femelles choisissent leur partenaire male au hasard
dans la population et on trouve r = 1/2. En fait ce résultat pouvait s’obtenir sim-
plement en remarquant que dans cette situation il n’y a aucune interaction entre les
membres d’'un méme groupe et on se trouve avec une population infinie avec des ac-

couplements aléatoires. Or on sait déja que pour ce modele r = 1/2 (Hartl & Brown

1970).

Controle par les femelles - cas R et S co-dominants

Evidemment on a supposé ici que le géne mutant S était récessif. Que se passe-t-
il lorsque R et § sont co-dominants? Il est relativement facile d’obtenir le méme
résultat, car seules quelques modifications sont nécessaires, les vecteurs propres 9 et
€ restant identiques peu importe le mode d’action de S sur le génotype. Nous allons
montrer que le sex-ratio critique

__N-gN-p)
NGN = B)

(1.10)

est obtenu quelle que soit la valeur du phénotype associé a I’hétérozygote SR.
En effet, si on suppose que les femelles inséminées de types (2,j), (1,;) et (0,5)
produisent une proportion s, t et r de males respectivement, alors la condition pour

un sex-ratio critique devient (voir la fin de la section 1.1),

7' \%M(r,s,t) ] §=0 (1.11)

s=i=r

et

7 [%M(r, 3,t) ] §=0, (1.12)

=t=r



avec 7 et £ donnés par (1.8) et (1.9). On trouve la matrice

pu 0 T 0 0 -
P\ U
(1-pu 0 (1 - 5) 5 0 0
0 Pl PL
M(r,s,t) = i 1 4
P\ U o\ &
0 (-pe (1-5)3 (1-3)5
(W-mp  W-vp W-1E o140
Hi=flo  +H1-Bp +H1-B +(1-f)

ol

= Bs p = bt u—(l-s) 4= u—ietz';--E
PRy Vg L iy v P s L g s

Les matrices %M(r,s,t) et %M(r,s,t) des équations (1.11) et (1.12)

s=i=r a s=i=r

sont respectivement

ﬁ(l_?ﬁﬂlwer 0 vl
s~ SRR
0 g(l-:)f\rrl"z\ﬁr °ol

0 Nﬁ"r—(lif‘)—g(l-:ﬁ;l v
e U



et

B(1 —2r) B
0 0 4(1 —r)Nr ~ 4N?r 0
B 1 B(1 —2r)
0 0 4N?r  2(1—r) 4(1-r)Nr 0
o o Bu-) 8 BL-2) B
4(1-r)Nr 4N?%r 4(1-r)Nr 4N?r
o o B L Bu-%) IR (s
4N 2(1-r) 4(1-7)Nr 4N?r 2(1-r) 4{1-r)Nr
0 o BW- (-8  NN-28)+8 FN~-1-r(N-1)
2N?r 2r 2N?r 4(1 —r)N?r

Avec les vecteurs propres 7) et & donnés par (1.8) et (1.9), les équations (1.11) et
(1.12) deviennent

Be
,=z=r] €= N (V- AN = B) - Nr(aN - )] =0

o | 2 M

et

c

7| Mt

On voit immédiatement que ces deux égalités sont vraies lorsque r est donné par

(1.10).

Contrdle par les femelles - avec régulation

Une variante du modele I est intéressante. On suppose que les femelles inséminées de
chaque groupe entrent en compétition pour 'occupation des N sites disponibles (par
contrainte d’espace ou de nourriture) pour ensuite se disperser. Dans cette situation,

tous les groupes ont la méme contribution et on dira qu'il y a régulation. En répétant

(=]



les calculs précédents en remplagant C(k,{) par z(k,{), la matrice M(r, s,t) devient

7 ]
pw 0 vy G 0
p\ w
(1 - p)w 0 (1 - 5) 5 0 0
0 p meo oy
M(r,s,t) = P 1 n
p\ W p\ W
0 - (1-3)7 (-3)7 !
W-wp W-wp W-af  w-2E 0
Hi-fp  +1-Bp  +(1-B)3 +(1-p)3
avec
_ Bs B
PE Sy (N -1 P T IN =D (1.13)
8 .t
v= ;7 U= ;a
we N(1-3) o e N(1-¢)
T=s)+ (N =D =7) T+ =00 =7
Par ailleurs, les matrices %M(r,s, t) et %M(r,s,t) sont données par
BN-1)(1-2r) ]
o) 0 000
(N = 1)(Nr +B(1 - 2r))
Nir(l--r) 0 000
B(N — 1)(1 = 2r)
0 Nir(l-r) 000
(N -1)(Nr+8(1-2r))
0 N 1) 000
1 B(1-2r—2N+3Nr) 1 B(1-2r—2N +3Nr)
S D) N e ) 000




et

B(N —1)(1 —2r) T
( 00 4N?r(1 —r) 0 0
(N —-1)(2Nr + B(1 - 2r))
00 N1 - 1) 0 0
00 BN —1)(1 -2r) BN = 1)(1 -2r) 0
4N¥r(1—r) 4N?r(1—r)
00 (N=-1D@2Nr +5(1-2r)) (N=1@Nr+8(1-2r)) 0
4N3r(1 — 1) 4N3r(1 1)
1 B(1-2r—=2N+3Nr) 1  B(1—-2r—3N+4N1)
00 ot TSN o T T AN —7) 0

En résolvant les équations (1.11) et (1.12) avec i et § donnés encore une fois par (1.8)

et (1.9), on trouve dans les deux cas un sex-ratio critique donné par

o (@N-f(N-)
@N - AN —B) +2N(N 1)

Contrdle par les males

Supposons maintenant que les males aient le contrdle du sex-ratio. Alors les femelles
inséminées de types (2,1), (1,1) et (0,1) auront une proportion s de males, les autres

ayant une proportion r de méles. Les matrices obtenues dans les cas sans régulation



et avec régulation, respectivement, sont données par

et

M(r,s) =

(N~-1)p
+(1 =B

(N —w)p
+(1 - B

zlw o

IZ
2|1
=

N-§
N

|
L~

ou p, u, v et w sont donnés par (1.13).

AN
IN -8
N
IN -8
IN




. ... 0 : ,
Les matrices des dérivées a—M(r, s)|  sont, pour ces cas respectifs, données par
s

=r

su-2)_ 8, Ba=wm B
(1~r)Nr N?r 4(1 -r)Nr 4N?r

B 1 _pu-w B 1 __pu- .

Nxr ™ (1-r) {(1—r)Nr 4N 2(1—r) 4(1-r)Nr

pl-2r) B
0 0 4(1—r)Nr ~ 4N?r 00
0 B 1 B(1 ~ 2r) 0 -1

O v 21-r) 41-r)Nr =~ (1-r)
BIN-1? (1-8)

BN =17  (1-)

N2r r 0 oN'r T 2 0 0
et
B(N = 1)(1 - 2r) 0 B(N = 1)(1 —2r) 0 0
N2r(l-r) 4N?r(1 — 1)
(N-=1)(Nr + 5{1 - 2r)) 0 (N —1)(2Nr + (1 — 2r)) o 0
N%r(l -r) 4N?r(1 -r)
BN —1)(1 —2r)
0 0 4N?r(1 -r) 0 0
0 0 (N —=1)(2Nr + (1 - 2r)) 0 —-(N=-1)
4N (1 —r) N(1-r)
1 B(l—2r—2N +3Nr) 1  p(1—2r—2N+3Nr)
I r Nir(l —r) bt 2N?r(1 —r) ° ’ .

Contrairement aux populations haploide et diploide, ol la ploidie est la méme chez
les males et les femelles, le sex-ratio critique ne sera pas le méme que celui obtenu
lorsque la femelle a le contréle du sex-ratio. En effet, en résolvant 1'équation (1.5)

avec 1) et § donnés par les équations (1.8) et (1.9), on obtient comme sex-ratio critique

__BW-p)
~ NN -§)



et

BN - B)
B(N —B)+2(N - 1)(2N - B)

r=
pour les cas sans régulation et avec régulation respectivement.

1.2.2 Populations haploide et diploide

Etant donné que les males et les femelles ont le méme nombre de genes au locus
considéré, le mode de transmission des génes aux rejetons des deux sexes est identique.
Pour cette raison, un argument plus direct que le précédent nous permet d’identifier

les sex-ratios critiques.

Population haploide - sans régulation

En un premier temps, considérons le cas haploide sans régulation. Notons f(,j) la
fréquence des femelles (¢, 5) dans la population. Comme précédemment, on suppose
que le géne mutant S est rare de telle sorte qu'il y a au plus une femelle inséminée
mutante (c’est-a-dire ¢ + j > 1) par colonie.

Suivant la démarche proposée par Karlin & Lessard [14] et Bulmer & Taylor [4],
posons ¥(¢,7) la fréquence du géne S transmis a la génération suivante par toutes
les femelles inséminées de type (¢, j). La fréquence de S chez les femelles (3, j) étant

[( + 7)/2]f(¢, ), on cherche & déterminer la stratégie r telle que

wid) < (B52) f6.d), pour tout s #,

avec inégalité stricte pour au moins un couple (¢,7). La fréquence du geéne mutant
S diminuera alors d'une génération a la suivante, provoquant ainsi son extinction

éventuelle.

Si on suppose que les femelles ont le contréle du sex-ratio {le cas inverse étant
obtenu simplement en remplacant ¢ par j et vice-versa), alors les femelles (1,7) et

(0,7) auront une proportion s et r de males respectivement.



Puisque chaque rejeton regoit un géne de la mere et un gene du pere, on a

$(L,3) = 561(L,7) + 38a(0L)

ol ¢,(1,5) est la fréquence de S transmis a la génération suivante par les rejetons
femelles de meres (1,5) et ¢o(1,5) est la fréquence de S transmis a la génération
suivante par les rejetons males de méres (1, 7).

En ne conservant que les termes linéaires, on obtient

#1(1,7) = fréquence attendue de S chez un rejeton femelle de mere (1, 7)

x proportion de rejetons femelles provenant de meres (1, 5)

() R

et

¢2(1,7) = fréquence attendue de S chez un rejeton male de mere (1, ;)

x proportion de femelles fertilisées par les rejetons males de meres (1, 7)

147 X s l-8)+(N-1)(1-r) 3
(T)f(l’])[ﬂs+(N—1)r (1-r) +1-8)7

D’ou on trouve
N LT\
w(1,3) = (—L) £t d)atr9),

avec

) s (1-8)+(N-1)1-r)
s =T PPy iv =1y 1-r

+(1- ﬂ)f -
Par ailleurs en remplagant s par r, on obtient

#(0.) = (£) £0.3).
On a donc

#(13) < (52) £(1,5)  pour tout s # ¢



o

si et seulement si

g(r,s) <2 pour tout s #r. (1.14)
Or,on a
9 _ 1 N-1 1 (1-8)
5599, = (1—1-)”[ Nr N(l—r)] L
_ (N—=B)—-2Nr _
= Ne(i=r) 0 (1.15)
si et seulement si
_(N=-58)
TTToN

et on retrouve le résultat qu'ont obtenu Karlin & Lessard [14] pour le cas diploide

avec S dominant.

Population diploide - sans régulation - cas R et S co-dominants

Comme pour le cas haplo-diploide, on s’attend & ce que le sex-ratio critique soit le
méme peu importe le degré de dominance du géne mutant S. C’est ce que nous allons

tenter de montrer ici.

Supposons que les femelles inséminées (2, ), (1,7) et (0, ;) aient un sex-ratio s,
t et r. Considérons (7,7} et f(,7) tels que définis précédemment et remarquons

que, contrairement au cas haploide, la fréquence de S chez les femelles (i, ;) est

[ +5)/4] £, 5)-

On cherche r satisfaisant

Y(i,j) £ (1—:—1) fGa,n, pour tous s,t telsque s #rout#r, (1.16)

avec inégalité stricte pour au moins un (z,5). On a

AT SRS S
@D(%J) = §¢1(21]) + '2'452(1,])3



avec

#1(4,j) = fréquence attendue de S transmis a la génération suivante

par les rejetons femelles de meres (i, )

_ (’_ﬂ) £, 5)ka(r, 8, 8,4)

4
et
¢2(¢,7) = fréquence attendue de S transmis a la génération suivante
par les rejetons males de meres {1, 1)
RANT .
= (-—4—-‘1) [, 5)ka(r, s, t,1),
ou
(1-8)/(1—7) sit=2
ky(r,s,t,i)=¢ (1-t)/(1-r) sii=1
1 sit=90
et
( 3 (1=8)+(N-1)1-r) s ..
—B)= =9
Py t=n) TL=B)T i
kz(TSti):{ t (]."‘t)+(N—1)(1—T') t ..
3O ly 1- - =1
Py ooy 1= tA=A)7 i
\ 1 Si i = 0
Donc
.. t+ g\ L. .
¥(i,j) = (TJ) f(i,5)g(r, s,,2),
ol

g(r, s, t,t) = ki(r,8,t,1) + ka(r,s,1,1).

L’équation (1.16) est satisfaite si et seulement si g(r,s,t,i) < 2 pour tous s,¢ non
tous deux égaux a r, pour au moins un (7,7). Or

a d
5;9(1‘,3,t,2) = ag(rs S,t,l)

s=t=r s=t=r



et est donné par I'équation (1.15), qui est satisfaite si et seulement si

(N -8)
N

Tr=

Population haploide - avec régulation

Si on suppose maintenant qu'il y a régulation, alors chaque groupe contribue également
i la population au moment de la dispersion des femelles inséminées. Pour le cas

haploide, on a

#(irj) = 561(6,4) + 562007
ol
i+J Nf( §)(1 - s) co
5060 (5 )[(1-s)+(N—1)(1-r)] =t
iJ)=
(32) r.d) iz
et
N .
| (%l)f("”[ﬂs+(zvs-1)r+(1‘5)'] di=l
¢2(iaj =
(%) £, 5) sii=0,
Dans ce cas, !'inégalité
#lid) < () fG,),  pour tout s £+

est satisfaite pour au moins un couple (z,7) si et seulement si

_ N(1 -3s) Ns
i) = Ty == s -r

+(1—ﬁ)§<2.

Ona

_(N-B)-r2N-8-1) _

Nr(l-r) 0

d
ag(ra 3)

a=r



si et seulement si
-
AN-p-1
Donc r = (N — 8)/(2N — B — 1) est le sex-ratio critique. De maniére similaire au
cas sans régulation, on trouve le méme sex-ratio critique dans le cas de populations

diploides avec R et S co-dominants.

1.2.3 Tableau récapitulatif et interprétation des résultats

Examinons tout d’abord le modéle LMC tel que proposé par Hamilton [13] (corre-
spondant au modéle I sans régulation avec 8 = 1). Les sex-ratios critiques obtenus
sont (N — 1)/2N pour le cas de populations haploides ou diploides (Hamilton [13]),
(2N —1)(N —=1)/N(4N =1) et (N —1)/N(4N —1) pour le cas de populations haplo-
diploides avec contréle du sex-ratio par les femelles et par les males respectivement
(Bulmer & Taylor [4]). On remarque immédiatement que le sex-ratio est biaisé en
faveur des femelles, et de nombreux biologistes ont tenté de trouver les causes de ce
biais.

Maynard Smith (1978) a attribué ce biais au fait qu'il y a une certaine proportion
d’accouplements entre fréres et soeurs. Il a été montré par la suite que cette explica-
tion ne pouvait a elle seule justifier le biais observé en faveur des femelles. Pour ce
faire, Charnov [6] considére le modéle LMC en excluant la possibilité d’accouplements
entre apparentés et découvre un sex-ratio critique qui est encore une fois biaisé en

faveur des femelles.

Suivant Hamilton [13], Charnov [6] montre que le biais peut étre dii a une forme de
sélection de groupe, le sex-ratio étant un équilibre entre la sélection a I'intérieur des
groupes (favorisant un sex-ratio 1/2 pour le cas de populations haploides ou diploides)
et la sélection entre les groupes (favorisant les groupes ayant plus de femelles).

Un autre principe a été suggéré par Bulmer & Taylor [4] et s’énonce comme
suit: le sex-ratio sera biaisé en faveur du sexe ayant le moins de compétition entre
apparentés. Ils attribuent alors le biais observé en faveur des femelles, pour le modele
LMC, a la compétition entre les males apparentés pour s’accoupler. Selon ce principe,

lorsque 8 croit, une plus grande proportion de femelles s’accouplent a I'intérieur de



haplo-diploide | controle | sans régulation r= g_zl}\(’-(-fNiVﬁ;ﬁ
femelle
. _ (2N-B)(N-§)
avec régulation | r = (ZN—B)(N-8)¥2N(N=1)
contrdle | sans régulation = 1\[;(:1,\1__[.3[3)
male
’ . — ﬁ(N"ﬁ)
avec régulation | © = BIN—-B)+2(N-1)ZN—F)
haploide contréle | sans régulation r= va—f-v'g'
et maéle ou
diploide fernelle
avec régulation r= ——"—2,{,"_“,,_1

Tableau 1.1: Liste des sex-ratios critiques obtenus pour le modele [ avec régulation et

sans régulation, répartis selon la ploidie des individus ainsi que le sexe contrélant le

sex-ratio. Les valeurs de r ont été déterminées quelle que soit la stratégie adoptée par
les hétérozygotes RS (cas diploide et haplo-diploide avec contrdle par les femelles).
Rappelons que [ représente la proportion de femelles qui s’accouplent avec les males
du méme groupe.

leur groupe, provoquant ainsi une plus forte compétition entre les males apparentés.
On s’attend donc a ce que r, comme fonction de 3, décroit avec 3. C'est en effet ce
que ’on observe dans le tableau sauf dans le cas d'une population haplo-diploide avec

contrdle du sex-ratio par les males, ol I'inverse se produit (r croit avec 3).

1.3 Modele II

On suppose que la population est constituée de groupes a l'intérieur desquels N
femelles inséminées se reproduisent. Suite a 'accouplement des rejetons a !'intérieur
des groupes, une proportion d (d > 0) des femelles inséminées se dispersent au hasard
dans la population, tandis que les autres demeurent dans leur groupe d’origine. Les

femelles entrent alors en compétition pour I’occupation des N sites disponibles.



Jusqu’a maintenant dans ce chapitre, la dispersion des femelles était totale, de telle
sorte qu’il était raisonnable de supposer que chaque groupe soit colonisé par au plus
une femelle inséminée mutante et au moins N — 1 femelles inséminées non mutantes
(c'est-a-dire ne contenant aucun gene mutant dans son génotypes ni dans celui de
son partenaire male). Sauf peut-étre pour des valeurs de d trés poches de 1, cette
hypothése devient invraisemblable et nous sommes dans |'obligation de considérer
séparément tous les types de groupes possibles: les groupes ne contenant aucune
femelle mutante, ceux en contenant exactement une, ceux en contenant exactement
deux et ainsi de suite. Par exemple, pour N = 2, il y a 10 types de groupes dans
le cas de populations haploides, 21 dans le cas de populations haplo-diploides et 36
dans le cas de populations diploides, ce qui engendre des matrices de dimensions 9,
20 et 35 respectivement.

Pour les cas de populations haplo-diploides et diploides, les calculs sont faramineux
et nous avons été dans l’incapacité de résoudre le probleme analytiquement. C’est
pourquoi nous nous sommes concentrés aux populations haploides avec N = 2.

Comme auparavant, on dira qu’une femelle inséminée est de type (z,7) si elle
posséde ¢ genes mutants S dans son génotype et j génes S dans celui de son partenaire
male. Dans le cas ol les individus sont haploides avec 2 femelles fondatrices par

groupe, il y a 10 types de groupes que 'on numérotera de la maniere suivante:

{1, (1,0} {1,100} {(1,10,0,1} {(1,1),(0,0} {(1,0),(1,0)}

! ! ! ! !

1 2 3 4 5
{(1,0)1(0,1)} {(1,0)1(0,0)} {(0,1)1(0,1)} {(0,1)1(0,0)} {(0,0)1(0,0)}

6 7 8 9 10

ot {(1,%2),(%3,%4)} est un groupe formé d’une femelle inséminée de type (iy,%2) et

d’une femelle inséminée de type (i3, i4).

1.3.1 Immigration proportionnelle

Supposons que toutes les femelles inséminées qui quittent leur groupe sont remplacées
par des immigrantes, de telle sorte que tous les groupes aient la méme proportion

d’immigrantes aprés migration.



Si on suppose que les femelles ont le contréle du sex-ratio alors les femelles
inséminées de type (1,7) auront une proportion s de males tandis que celles de type
(0,7) en auront une proportion r, avec j =0 ou 1.

Suivant la méthode décrite a la section 1.1, posons # = (z;,23,...,z9)" le vecteur
des fréquences des groupes mutants et soit £j0 = 1 — 2y — -+ — g la fréquence du
groupe non mutant. Déterminons tout d’abord la matrice de linéarisation M(r, s).

On a, pour 7 représentant un groupe {(¢1,%2),(13,%4)},

z! = proportion des groupes de type ¢ a la génération suivante

10
= ) Piz;

j=1

ou P} représente la probabilité qu’un groupe de type j devienne un groupe de type ¢

a la génération suivante. Or,
Pi = (14 (i1, 2) # (i3,ia))) [dPC) 4 (1 = d)Pf+ ) [dPUsi0) 4 (1 — d) P

ou Pj(""""‘“) est la proportion de femelles inséminées de la nouvelle génération de type
(ik,ik+1) produites par un groupe j, Pl i+1) est la proportion de femelles inséminées

de la nouvelle génération de type (fk,%k4+1) chez toutes les émigrantes, et

1 si E est réalisé
0 sinon.

I(E) = {

Par ailleurs, si C, représente la taille relative des groupes de type n avant migration,

alors
( 2(1 - 8)z, _
K[z] n=125
_J(A=s)+(1=r)wn _ _
Cn=¢ Kia] n=34,67T
2(17—[;-;])& n=8,9,10




avec

K[a:] = 2(1- S)[Il + 7+ :L'sl + [(1 - 3) + (1 - 7')][1.‘3 + x4 + zg + m-(]
+2(1 ~ r)[zs + z9 + Z10}

et

10
P(ik.ikn) — Z P'(‘ikv"k-bl)c’n.

n=1
Donc, pour i représentant un groupe {(i1,%), (é3,%4)}, on a

= (14 IG ) # (i) Yoo (43 PG, + (1= )
i=1

n=1

10 ..
x (d 3 PsRIC, +(1- d)P}’“"‘)N

n=1
et en utilisant le fait que Pl((';"i’) = 0 pour tout (%1,13) # (0,0), on obtient

!
3zi

0z

(14 X((41,42) # (23,14))) [(dPl(é"i’] +(1 - d)Pr(nil.i:)) (dpl(éa.id +(1- d)P'S:‘;.n“))

—-8)+(1-
21—1)

(-3 u
+(G= tme 1,250 +

xd (Pl(cl;h‘.ﬂpga.ii) + Pl ""’P,f,"’ ,i,))] )

r) I(me {3,4,6,7}) + Ime {8,9}))

Il nous suffit maintenant de calculer les proportions de femelles inséminées de type

(i,7) provenant d’un groupe k. On obtient:

PO = 1, PO — g, POV _ g, pOY = g,
P = _1%, PO 13—6’ pOY = %, pOY 11_6’
PO — i 1 PO - i, POy _ i, PO i’
PO = i , PO :11_, POY = i , pOO - i’



P-‘SO.I)

P7(o,u]

e e
=0, P39 =0, PGV =0, PR =1
((1(_1?;2/(21)(—1?7? (”‘s(i/f)’] ( f; lorsque s —r)
S0 (] L)
0 082] 3 )
_(1(_1/32))11(: Z)r) | (j/flr] ( 116 lorsque s = '")
) [ (= e 1)
T(x-Slg-r)J .s:-r: (=il°’sq“”=’)’
vt ] (23 tomee =),
=) o] (e s =0),
2] 42« e ),

@ (_1/..,2))g-1 (I f.) = : t(i/rg)s] ( 136 lorsque s = r)
SRS ]2 ).
B (0302 )




M(r,s){ aux annexes A et B.

=T

On trouve les matrices M(r,r) et

ds
A 'aide du progiciel de calcul symbolique MATHEMATICA, on a déterminé les

vecteurs propres a gauche et & droite de la matrice M(r,r). Ceux-ci sont donnés par

n=c(43,3,222121) (1.17)
pour un certain ¢ > 0 et

€ = (61,62, 62064165, 25, 67,65, &1)" (1.18)

avec

e = (Lo d)2(—145 + 246d — 1954% + 724° — 18d*)
17 16d(—20 — 170d + 10842 + 63d® — 54d* + 9d°)

571

6 = (1 — d)?(10 — 6d + 3d?)
27 (10 4 90d — 9d? — 3643 + 9d*)

f‘h

6y = (105 + 76d — 9842 + 60d® — 154*)
' T 410 + 90d — 9% — 364 + 9d)

671

6\ = 13(1 - d)*(5 + 6d — 3d?)
5 7 16(10 + 90d — 94 — 36d° + 9d*)

&

L'équation (1.5) devient

. 1 (145 +204d — 664 — 364° +9d*)(2 — d — 6r +2dr) _
el T 8r(1—7)(2—d)(10 +90d — 942 — 363 +9d%)

d
7' [ESM(M)

ol K est une constante non nulle. Mais cette expression est vraie si et seulement si
2-d

L (1.19)

Lorsque d = 1, toutes les femelles se dispersent et on sait déja que dans cette
situation le sex-ratio critique est r = (N —1)/2N (Hamilton [13], Bulmer & Taylor 4]),

c’est-a-dire 1/4 pour le cas qui nous intéresse (N = 2).

1.3.2 Immigration uniforme

On suppose ici que les émigrantes se répartissent uniformément dans les groupes et

que les femelles ont le contrdle du sex-ratio. Dans ce cas, la proportion d’émigrantes



(c’est-a-dire les femelles qui quittent leur groupe) n'est pas la méme que la proportion
d’immigrantes (c'est-a-dire les femelles qui proviennent de ’extérieur du groupe). En
effet, aprés répartition des immigrantes, un groupe de type j aura une proportion
d’immigrantes donnée par

5 = T =0

ol
2(1 - s) sij=1,2,5
Mij={ (1-s)+(1—r) sij=3,4,6,7
2(1-r) sij =8,9,10
et
10
M=2Mkmk.
k=1

Donc, en reprenant le cheminement décrit a la section précédente, avec

Pio= (14 1((iny52) # (i) [f(d)PE) + (1 = fi(d)) P

x [£i(d) PB4 (1 - fi(d)) PI>),

on obtient, pour 7 représentant un groupe {(71,72),(i3,%4)},

0 0 o
zh = (1+1((i1,z‘2)¢(i3,i4)))i:[(f,-(d)lgP,sﬁ-‘ﬂc,.ﬂl- f,—(d))PJ-(“"’})

X (fj(d) f: PHEHC, +(1- fj(d))P}‘“'“’)] z;.
n=1

Lorsque (i1,2) # (0,0) # (13,44), on a

2
= (L ((inyiz) # Gisyie)) ( T T r)) Pl plis

O

z==0



et lorsque (i3,%4) = (0,0), on a

i o

= 9pls)

m

M, (1 - d)M,, 2d(1 —r)
[2(1 —r) " (1-d)M, +2d(1 -r) ((1 —d)M,, +2d(1 - 7)

z=0

(1 - dM, 00
(1 - d)Mp +2d(1 —r)P’(" ))]

Si s = r, tous les groupes ont la méme taille apres reproduction et on se raméne au
cas ou f;(d) = d. La matrice M(r,r) (donnée dans 'annexe A) ainsi que les vecteurs
propres a gauche et a droite de M(r,r) sont les mémes que ceux obtenus dans le cas
de dispersion proportionnelle. Par contre, la matrice des dérivées, que ['on trouvera

a I’annexe C, est grandement modifiée et 'équation (1.5) devient

[ M(r,s)

£ (145 +204d — 66d2 — 364° + 94")(4r — 1)
8r(1 — r)(10 + 90d — 942 — 364 + 9d%)

ol K est une constante non nulile et 1 et € sont donnés par (1.17) et (1.18}.

Cette égalite est satisfaite si et seulement si

r=

(1.20)

N

1.3.3 Remarques

Si on suppose une immigration uniforme, le sex-ratio critique est 1/4 et ne dépend
pas de d, la proportion de femelles inséminées qui se dispersent. Bulmer (1986) a
montré ce fait numériquement. Il montre également qu’il y a peu (cas diploide ou
haplo-diploide} ou pas (cas haploide) de changement du sex-ratio critique lorsqu’on

fait varier la valeur de d.

1.4 Modele I

Dans le modele II, la migration se produisait aprés 'accouplement des rejetons. Nous
traiterons maintenant le cas ou les individus, males et femelles, se dispersent avant
qu'il y ait accouplement. Plus précisément, suite a la reproduction des N femelles

inséminées a l'intérieur des groupes, une proportion d; des rejetons femelles et d; des



r

rejetons males de chaque groupe se dispersent au hasard dans la population. Par la
suite, les rejetons s’accouplent a I'intérieur de leur groupe et les femelles, maintenant
inséminées, entrent en compétition pour I’occupation des N sites disponibles.

Comme pour le modeéle II, I’absence de dispersion compléte nous contraint & de
petites valeurs de N. On étudiera ici deux types d’immigration: I'immigration pro-
portionnelle, ou chaque individu qui émigre est remplacé par un individu du méme
sexe provenant de la population entiére, et I'immigration uniforme, ol tous les groupes
recoivent la méme proportion d’immigrants.

Un résumé de tous les résultats obtenus dans cette section se trouve au tableau
1.2.
On supposera que les femelles ont le controle du sex-ratio et on dira qu’une femelle

inséminée est de type (z,j) si elle posséde ¢ genes mutants S dans son génotype et j

genes mutants S dans le génotype de son partenaire male.

1.4.1 Cas N=1

Considérons tout d’abord le cas ou N = 1. Alors chaque groupe est constitué d’une
seule femelle inséminée. Supposons qu'il y ait n types de groupes numeérotés de
1 & n, le n® étant colonisé par une femelle inséminée non mutante (0,0). Soient
2 =(z1,...,201) et & = (2],...,2,_,)" les vecteurs des fréquences des groupes
mutants (c’est-a-dire les groupes colonisés par une femelle mutante (, j) aveci+j > 1)

de deux générations successives. Pour ¢ = (7;,%2), on a

n

2= Y (fild)P" + (1 = fildr)) Pl (0u(d2)@” + (1 — 9(2))QR) z

k=1

ol P! et P*t représentent la proportion de rejetons femelles 7, parmi les femelles pro-
duites par un groupe k et celle parmi toutes les immigrantes. Q3 et Q™ représentent la
proportion de rejetons males i, parmi les males produits par un groupe & et celle parmi
tous les immigrants. fi(d;) et gi(d2) correspondent aux proportions d’immigrants
femelles et males respectivement dans un groupe & aprés dispersion.

Pour déterminer la matrice de linéarisation M(r,s) associée a la transformation



r

/

' = T, il suffit de calculer les dérivés 9%
oz;|,_

On trouve

ozl
3z,-

3 [(52) (P + - A PE) (onee)® + 1 - (@)

k=1

+zka% [(Fe(dn) PP +(1 = feld))PE) (g(d)@* + (1 - gk(dz))Q?)]]

=0

= (fild)P" + (1 - [i(d)P}) (9:(d2)Q" + (1 — g;())@Q7)|__, (1.21)

+ 53‘ [(#(d)P™ + (1 = @) P) (gn(da)Q + (1 - 9n(da))Q2)]

Population haploide

Si les individus sont haploides, alors il y a 4 types de groupes:

(1,1) (1,0) (0,1) (0,0)
Ll !
1 2 3 4

Les groupes 1 et 2 produisent une proportion s de males tandis que les groupes 3

et 4 en produisent une proportion 7. On a

(1 = s}z + (1/2)22] + (1 = r)[(1/2)z3]

R T | P g g P
po = 1=9)(1/2)zs] + (1 —r)[(1/2)2s + z4]
(1 =3)[z1+22] + (1 —r)[z3 + z4]
Q' = s[z1 + (1/2)za] + r((1/2)zs]
s[zy + z2] + r{za + z4]
g0 = 172z +7((1/2)7 + 24

slzy + T2 + rlzs + 74



P1‘=Q§=1s P;':Qfl’:o,

P =Q;=1/2, P =03=1/2,
PSI=Q:IQ=1/21 P30=Qg=1/21
Pl=Q)=0, PP=Q%=1.

Si 'immigration est proportionnelle, alors pour j =1,2,3,4, on a
fild) = dy et gi(dz) =da.
Si 'immigration est uniforme, alors

N dy M

) =oxra-an, ¢ 9N mra- g

ol

_J(Q=-s) sij=12 _Js sig=12
N’_{(l—r) sij=3,4" M; = r sij=34"

q 4
N = ZN;;.’L‘;: at M= ZMka.

k=l k=1

Donc la matrice

oz,

)3
z =0/ j,j=1

M(r’s)=(3:‘

est donnée dans le cas d’immigration proportionnelle par

(-dyi-g) UGliod) (-dd-d)
di(1 = dy) + dyu (1“1*)4(1“2)”1,'2: (1—d1)4(1+d2)+

4 +d’§ 4

I di(1l —dz) + dgv

(1 —d2)(1 +dy) v (l-dz)(1+dt)+ 2



et dans le cas d'immigration uniforme par

. ; (1-di)(1 —dy) (1—di)(l —dy)
(1 ~di)(1 ~ do) 4 4
dy(1 ~dy) + dyu (L= d)(1 +ds) + d1E (1=di){1+ ) + 4
i 2 1 )
Q{1 —dy) +dp Q=)0¥d) g0 (1-d)1+d) &
[ 4 2 4 2
ou
(=8 s s dy i d
ta=y T dl—dl+(1—dl)u ° dz—d2+(1—d2)”'

On remarque que lorsque s = r, ces deux matrices coincident, de telle sorte que
les vecteurs propres & gauche et a droite, 7) et £, de la matrice M(r,r) seront les
mémes peu importe le mode d’immigration considéré (proportionnelle ou uniforme).

On vérifie directement que

n=c(2,1,1)

pour un certain ¢ > 0 et

6—(3(—1 —1) 11)‘
“\2\d, +d; - did; VA

sont des vecteurs propres a gauche et a droite de la matrice M(r,r) associés a la
valeur propre 1.
Donc, selon la méthode décrite au début du chapitre, le sex-ratio critique devra

satisfaire la condition (1.5), c’est-a-dire

d
'?‘ [aM(ra 3)

=

Or, si 'immigration est proportionnelle, alors

0 0 0
a —dl —dl
5;M(r,s)’:= 1-r) 2(1-r)
d, d,
L r 2r 0.



et

oMo |e=;

si et seulement si

1
=+ (g —ag )] =0

Td+dy

D’autre part, si 'immigration est uniforme, alors

a

-a—;M(T,s) o =

(1 ~ a)(dz — (d1 +da)r) (1~ a)(dz = (di + da)r)
r(I=7) 4r(1-7)

di(l +da(1 — d1)) + -(1-a)dy di(2+4(1+dp)(1-dy)) ; —(1-a)d;

(r-1) r 4(r-1) 4r 0

d2(1+d1(1—d2))+(1—a)d1 b2+ (1+d)1-d) (1-a)d
r (1-r) 4r 41 -r) ]

avec a = d; + dy — d1d,, et

=0

3 c(da(2 = d) = r(dy(2 = dy) + da(2 — d2))
"[as (r:9) le . 2r:1—r)(:11+d21—d1d22) :

si et seulement si
_ dx(2 - dp)
di(2—-dy) +da(2~dy)

Remarquons que r = 1/2 lorsque d; = d; et que le sex-ratio critique est en faveur

du sexe le plus mobile.

Population diploide

Dans une population diploide avec une seule femelle inséminée par groupe, il y a 9

types de groupes correspondant aux 9 types de femelles inséminées:

(22) (1) (1,2) (2,0) (0,2) (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)
O S T T A
1 2 3 4 5 6 1 8 9



En supposant que les femelles ont le contrdle du sex-ratio et que le gene mutant
S et le gene résident R sont co-dominants, les groupes de types 1, 2 et 4 auront une
proportion s de males, les groupes de types 3, 6 et 7 auront une proportion ¢ de males

tandis que les autres en auront une proportion r. Par |'équation (1.21), on a pour

i = (i1, 12)
oz} i i i i
oyl = (BEP+(1 = fd)BY) (0:()Q" + (1 - ai()QP)]
9 d )P + (1 = fo(dy)) P22 d3)Q + (1 — go(d,))Q%
-y Jo(d )P + (1 — fo(d1))F5') (98(d2)Q" + (1 — go(d2)) Q5
2 z=0
avec
d si immigration proportionnelle
fildi) = 4N
ANt (=N, si immigration uniforme
et
d, si immigration proportionnelle
9i(dz) = d, M
G+ (=M, si immigration uniforme
ol

(1—s8) sij=1,2/4 s sij=1,24
N;={ (1-t) sij=3,6,7, M;={t sij=3,67,
(1=r) sinon r sinon
9 9
N = Z Nizi et M= z Mz,
k=1 k=1
Par ailleurs,
(1 = 8)[z1 + (1/2)z2] + (1 = &)[(1/2)z3 + (1/4)z]
(1= s)[z1 + T2 + z4) + (1 — t)[z3 + T6 + T7] + (1 — 7)[z5 + T3 + 79|

(1 = 8)[(1/2)z2 + za] + (1 = £)[(1/2)z5 + (1/4)z6 + (1/2)27] + (1 — r)[zs + (1/2)s]
(1 = s)[z1 + 22 + z4] + (1 = r)[z3 + 6 + 7] + (1 —7)[25 + 28 + Zo]

P =

P =

P = 1-P' - P}



slz1 + (1/2)zs] +¢[(1/2)z3 + (1/4)z]

Q" = s[z1 + T2 + Z4) + t[zs + T6 + T7] + 725 + 28 + 29|’
pr = (/222 + 24 +1{(1/2)zs + (1/4)26 + (1/2)27] + rlas + (1/2)z]
sz + T2 + 24] + t[za + T6 + 27| + 775 + T8 + 2] ’

Q = 1-9'-Q",
P=Qi=1, Pl =Q1=0, A=Q=0,
P} =Qi=1/2, Py =Q;=1/2, P =Q3=0,
P} =Q3=1/2 P =Q3=1/2, P =Q5=0,
P{=@Qi=0, Pl=Qi=1, PP =@ =0,
P{=@Q5=0, Pi=Q;=1, Pp=Q3=0,
P¢=Q5=1/4, Py =Qs=1/2 Fg = Qg =1/4,
P =@7=0, P =Qr=172, P =Q7=1/2
P ==, R=Qi=12,  R=@=172
Py=0Q3=0, Py =Q;=0, P=Qs=1,

et les matrices de linéarisation M(r, s,t) dans les cas d’immigration proportionnelle
18y g prop

et d’immigration uniforme sont données successivement par



et

ou

2b(s)

2¢(s)

l—a l-a
l—a 2 1
l-—a l-a
0 4 4
l-a 1-a
0 4 4
2b(s) b(s)  b(t)
2c(s) c(s) ct)
l—a 1-a
0 4 4
0 b(s)  b(t)
0 c(s) ct)
1-a(s) 1-a(t)
4
1-a(s) 1-4é(t)
4
1-a(s) 1-a(t)
4
b(s) b(t)
&(s) &(t)
1—a(s) a(t)
4
b(s) B(t)
é(s) é(t)

0 0 —= 0 0
l1—a
0 0 —/— 0 0
l-a
0 0 — 0 0
0 0 d¢) 0 0
0 0 et) 0 0
l—-e¢a 1—-a 1—-a
l—-a l—a 1 1 1
Ms) o 2d(t) f(t) I“
l+a
2¢(s) a  2e(t) gft) 1
1—at)
0 0 — 0 0
0 o lzat 0
g
0 o =20 0
g
0 0 d(t) 0 0
0 0 &) 0 0
. 1-a(t) 1-a(t) l-a
l1-éd(s) 1—a 2 1 1
o%s) o  2() i) > e
2%(s) o  2(t) () ° 1’“




=

49

- _ dl . _ dz
di(s) = dy +(1-d){=8’ h(s) = e L=d)T (1.22)
a=d, +d; — ddy, a(s) = dy(s) + da(s) ~ dy(s)da(s),
o) = a-— d1(12‘“ (:::')’ ba) = a(s) — (d.x(.;) ~ d 1= )’
c(s) = ﬂél;f), is) = a(s) - (ci:_;z(s) - dzf’),

(1-di)(1+3d) +4di Gz (1~di(s))(1 +3dx(s)) + 4y =2
d(s) = 16 , d(s)= 7 ,
e(s) = (1-dy)(1 Tﬁsdl) +ddy &) = (1= dy(s))(1 TﬁsJI(s)) +4dat

- Ll_‘_-‘l -_ ] i (1-s

£(s) = (1-dy)(1 +:2) +2dy 575  f(s) = (1 —di(s))1 +:’z(s)) + 2d, =
o(s) = (1-4dy)(1 :dl) + 2d2$’ i(s) = (1 -dy(s))(1 :Jl(s)) 22

Les vecteurs propres a gauche et a droite de la matrice commune M(r, r,r) associés

a la valeur propre 1 sont donnés par
n=c(43,3,22211)

pour ¢ > 0 et

e = (£l 1 521 Ei.'s E3a 53!453, E‘l’ {4)13

L)
ou

6 = (1 —dy)(1 — d3)(3 - dy.— dy + d1d3)
! 16(1 + dy + dy — dyd3)(d, + dg — didy)’

(L —-di)(1—dy)
4(1+dy +dy — didy)’

E3 = 1/4s

6 = 1 + 10d; + 5d% + 10d; — 10d3d; + 542 — 10d,d? + 5d2d?
! 41 = d)(1 - d3)(1 + dy + dp — dydy) '

b =




De plus, si 'immigration est proportionnelle, on a

d
EM(T‘,S,t)

s=t=r

et

—M(r,s,t)

s=t=r

0 0
0 0
0 0
—d, —d;
(1-r) 2(1-r)
o 4
2r
0 0
""dl
0 2(1 ~r)
da
0 o
[0 0 0
0 0 0
0 0 0
_dl
0 0 2(1-r)
dz
0 0 5
0 0 0
—d
0 0 2(1-r)
d2

0 0 0 o0
0 0 0 o
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0o 0 0
0 0 0 0
—-d,
1= 0 0 0
o9 0 o
-
0 0 0
0 0 0
0 0 0
—d,
4(1-r) 0
d
y™ 0
0 0 0
0 ~d, —d,
20—r) 2(1-7)
dy d;
O % %




Donc, les conditions

W | oM |e=0

s=t=r

et

e

| FMOs

s=t=r

sont satisfaites si et seulement si

6(3 + d1 + dg - dldz)(dz - dlr - dgr)

=0
87‘(1 - 1’)(1 + d1 + d2 - dldg)(dl + dg - dldz)

et
6(3 + d1 + dz - dldg)(dg - dﬂ' - dg?‘)

=) —d )=o) (1 + s+ o —dodg) ~

Or, ces deux derniéres conditions sont veérifiées si et seulement si

- d1+d2.

r

Si par contre on considéere 'immigration uniforme, on obtient

C fi(r) 4fi(r) O 0 0 O
0 4fi(ry) 0 0 0 0

0 4f(r) 0 0 0 0

P 2fa(r) fa(r) O 0 0 0
-a—-M(r,s,t) =

s m=r | 2fi(r) for) 0 0 0 0

0 4fi(r) 0 16fi(r) O 0

0 fa(r) 0 2fa(r) O O

0 fi(r) 0 2fs(r) O O




et

a
"a‘{M(T,S,t)

avec
filr) =
ha(r) =
fa(r) =
far) =
fs(r) =
Jo(r) =

fa(r) =

s=t=r 0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

4i(r) 0 0 fi(r)

4h(r) 0 0 2A(r)

4fi(r) 0 0 2fi(r)

falr) 0 0 fur)

fa(r) 00 f5(r)

4filr) 0 0 4/i(r) 4A(r) O
f(r) 00 2filr) felr)
f(r) 30

(1 - dl)(l - dg)(dg - T(d1 + dg))

16r(1 — 1) ’

—dy(1 + dy(1 — dy))

—dy(1 —dy)(1 - d2)

2(1 —-r)

2r

dy(l+d(1=dy)  di(l = di)(1—da)

or

—di{4 + (1 =di)(1+3d2)) 3dy(1 —di)(1 —do)

2(1L —r) !

]

16(1 —r) 167

da(4 + (1 — d)(1 + 3dy))

3dy(1 = dy)(1 — d)

16r

~di(2+(1—-di)(1+dy)) da(l - d1)(1 — dp)

16(1 —r)

41-r)
d2(2 4 (1 — d2)(1 + dy))

4r

di(1 —dy)(1 —ds)

4r

4(1-r)

et les équations (1.6) et (1.7) deviennent respectivement

1

)

?

2fs(r) fo(r) O

6(3 +dy +dy — dldz)(d2(2 - dz) - T(d1(2 - dl) + d2(2 - dz))) -

81‘(1 - 1‘)(1 +d +d; — dldg)(dl +d; — dldz)

(1.23)



et

6(3 + dl + d2 - dldg)(dz(z - dz) - r(d1(2 ad d[) + d2(2 - dg)))

2r(l1 —=r)(1 —dy)(1 = dp)(1 +dy + d2 — dldz) =0.

Mais ces deux égalités sont vraies si et seulement si

d2(2 - dy)
di(2~-d\)+d2(2—dp)

r=

Pour les deux modes d’immigration, on retrouve les résuitats obtenus dans le cas
d’une population haploide, et ce quelle que soit la stratégie adoptée par les femelles

hétérozygotes RS.

Population haplo-diploide

Il y a 6 types de groupes:

(2,1) (2,0 (1,1) (1,0) (0,1) (0,0

L T S
1 2 3 4 5 6

En supposant que R et S sont co-dominants, les groupes 1 et 2 auront une proportion
s de males, les groupes 3 et 4 auront une proportion ¢ de males tandis que les groupes
5 et 6 en auront une proportion r. La matrice M(r, s, t) est déterminée par |’équation

(1.21) avecn =6 et

( d si immigration proportionnelle
M=y  .w
| &iN +(1 - d)N;

si immigration uniforme,

( d; si immigration proportionnelle
gi(da) = 4 4,7
| ;M + (1 — da)M;

si immigration uniforme

avec

Ni={ (1-t) sij=34, M=t sij=34,

(1—s8) sij=1,2 3 sij=1,2
(1-r) sij=5,6 r sij=35,6



3] 6
N= E Nezi et M= Z Mz,
k=1 k=1

ainsi que les proportions suivantes:
(1=s)z: + (1 - 2)[(1/2)zs]
(1= s)er + 22 + (L — t)[za + 4] + (1 = 7)[z5 + z6]’

(1= s)zz + (1 - )[(1/2)23 + (1/2)z4] + (1 — r)zs]
(1 - 8)[.’31 + .'B-g] + (1 -— t)[:l!;; + :L'4] + (1 - 1‘)[.‘1:5 + .'1‘,'6],

J

Pt =

P’ = 1-P' - P2,

s[a:l + 1:2] + t[(1/2)$3 + .'L'4]

Q' = s[zy + za] + t[zs + a4] + rlzs + 74’

Q" = 1-q,
P =1, P! =0, PP =0,
P? =0, P} =1, P =0,
P =1/2, Py =1/2, P =0,
P? =0, Pl =1/2, P =1/2,
P2 =0, Pl=1, P2 =0,
P} =0, P! =0, P =1,
Q=1 =0, Q:=1,
Q3 =0, Q3 =1/2, Q3 =1/2,
Qi=1/2, Qi=1/2, Qs =0,



Les matrices M(r,s,t) obtenues en supposant une immigration proportionnelle et

une immigration uniforme sont données respectivement par

-

l-a
4

et
(1_as) o Lo 4&“) 0 o0
26(s) 0 f(t) 0 0

2¢(s) 2¢(s) é(t) g(t) 0]

3

ol a, b(s), ¢(s), etc, sont donnés par (1.22).
Les vecteurs propres positifs a gauche et a droite, 1 et &, de la matrice M(r,r,r)
(qui est commune aux deux types d’immigration) associés a la valeur propre 1 sont

donnés par

n=c(3,2,2,1,1)}

et

E_((l-dl)(l—dg) 1| 1+3d +3d, — 3did; 1+3dl+3a’2—3d1d2)’
T\ +dy—didy)' 2 1—dy—dy+didy 20 —dy—dy +didy) )

avec ¢ > (.

Par ailleurs, si on suppose une immigration proportionnelle, on a



0 0 0 0 o]
—'dl
) 0 0o 0 0
O My =] O 6 0 0 0
63 Y s=t=r
~d,
0 =7 0 0 0
-dl ﬁ 0 0 ¢
r r
et
0 0 0 0 0
—d;
0 0 ) 0 0
a _|o o o 0 0
3tM(r’ s’t),m:r =
—d, —d;
0 0 21-r) 2(1-r) 0
0 0 & )
L r
Donc,
7 [iM(r s,t) E=10
68 Y s=t=rd
et
7' -a—M(rst) =0
at T s=t=rd

si et seulement si

C[dg(]. + dl + dg - dldz) - T(2d1 -+ dz(l + dl + dg - dldg))]

=0
4r(1 — r)(dy + d; — didy)

et

C[dg(l +d+d; - d1dg) —1’(2d1 + dg(l +dy +dy —- dldg))] _
r(l—r)(1—-di)(1 —d3)

=0.

36



Mais ceci n'est possible que lorsque r est donné par

,e dy(1 4+ dy + d; — d1d3)
2y +do(1l +dy + dz — did)’

D’autre part, si on suppose une immigration uniforme, alors

F16fir) 0 0 0 07
2%(r) 0 0 0 0

%M(r,s,t) =| o 16f(r) 0 0 0

s=l=r

0 200 0 0 0

L 2fa(r)  2fa(r)

(=]
(=1
<

et

[0 0 4fi(r) 0 0]

(=

0 0 fs(r) O
0 4fi(r) 4A(r) O
0 0 fe(r) fo(r) O
L0 0 fa(r) falr)

I
o

d
SMrs)

s=t=r

(=]
L

avec fi, fa, fe et fr donnés par (1.23). Donc,

17‘ [%M(r,s,t) ’=‘=r] =0

et

7 I:%M(r»sat) ] §=0

a=t=r
si et seulement si

c[dx(2 — d2)(1 + dy + da — dyda) —~ 7(2d1(2 — dy) + d2(2 — da)(1 + d; + d ~ dyd;))]

(1 —r)ds + &5 — didy) =0




et

c[da(2 — d2)(1 + dy + d; — didy) —~ r(261(2 — di) + d2(2 — da)(1 + dy + dy — dyd2))]
r( =r)(1 -di)(1 —dp)

=0

si et seulement si

_ dg(2 — dy)(1 + dy + dy — dydy)
24,(2 — d)) + do(2 — do)(1 + dy + dz — didg)”

T

1.4.2 Cas N=2 (Population haploide)

Puisque chaque groupe est colonisé par deux femelles inséminées et qu'il y a quatre
types de femelles inséminées dans une population haploide, alors il y a 10 types de
groupes:

{(1,1),@,n} {(1,14(L0)} {(L1)(0,1)} {(1,1),(0,0)} {(1,0),
l l l l l
1 2 3 4 3
{(1,0)1(0,1)} {(1,0)1(0,0)} {(0'1)1(0,1)} {(1,0)1(0,0)} {(0,0)1(&0)}
6 7 8 9 10

(1,0)}

Pour i représentant un groupe formé des femelles inséminées de types (1, i2) et (is,14),

on a
2 = (1 + ({12, 42) # (ia,34)) ; (fild) P + (1= fuldi))P) (ge(da) @+

(1 - gu(d))Q}) (feld )PP + (1 = uld)PE) (gn(d)Q + (1 - gr(d))QE) 3

oll, comme pour le cas N = 1, P{* et P" représentent la proportion de rejetons
femelles ¢, parmi les femelles produites par un groupe k et celle parmi toutes les

immigrantes. QP et Q% représentent la proportion de rejetons males i, parmi les

males produits par un groupe k et celle parmi tous les immigrants. C’est-a-dire,

P'=

(1 = 8)[2z1 + 23+ 24 + 25 + (1/2)(322 + z6 + 27)] + (1 — r)[(1/2)(23 + T6 + To) + 23]
2(1 — s)[zy + 22 + z5] + [(1 —8) + (L = r))[zs + 24 + 26 + 27] + 2(1 — r){zs + 29 + 10}’




PP = 1-P,

_ s[2z 23t 20+ 25+ (1/2)(322 + 26 + 27)] + 7([(1/2) (23 + 76 + 70) + 24

1
? 2s[zy + T2 + z5] + [s + r][za + 74 + 76 + 27] + 2r{28 + 29 + Z10]
Qo = 1_Q11
P11=Qi=17 P:):Q?:Ov P21=Q%=3/41
— 0% = A=)+ (1/2)(1-r) o (1/2){1-7)
==l K=" ia-n B u 9+a-
_ (1-—3s) _ (1-r) _ s+ (1/2)r
P"l_(l—s)+(l—r)'P'?_(1—3)+(1—r)’ Qs = s+r
(1/2)r s r
ng s+r’ Q:=s+r: Qg=s+r,
P =Q;=1/2, P =Qs=1/2, Py =Qs=1/2
_ 0 _ _(1/2)t —s) _{1/2)1-s)+(1-r)
F==1/2 P71_(1—s)+(l—r)’ i (I—s)+(1=-r) '
2 2
I - UBetr P=Qi=1p,
P =Qs=1/2, Py =Qs=1/4, Py = Qg = 3/4,
Py =@l =0, Pp=Q%=1
Ona
bz
3.'!_,'::0_

(L + I((in,i2) # (ia,ia)) [(F(0)P™ + (1= fi(d))PP) (95(d2)Q™ + (1 — 5(d2))QF)
x (fi(d)P® + (1 - fi(d))PE) (9:(da)@™ + (1 - g;(d2))Q}) — (diP" + (1 - dy)P)

(2Q% + (1 - 2)QB) (P + (1 - d1)P3) (42Q" + (1 - &2)Qi)

s (P ) (6" + (1 - )Q5) (4P + (L~ )B3) (60" + (1 - )@



+d; (6%62‘*) (1P + (1= dy)Pt) (di P + (1 - di)Pi) (@™ + (1~ &2)Qi)

+dl( a P‘G) (@™ + (1~ dr)Qip) (drP" + (1 = ) Piy) (4aQ™ + (1 - Q%)

dz;
P i i i i i i
ou
d si immigration proportionnelle
fild) = & L
GN+ (= d)N, si immigration uniforme,
d; si immigration proportionnelle
gi(dz) = N f
_ S, .
G+ (L= dM, si immigration uniforme
avec

2(1 - 3) sij=1,2,9 25 sij=1,2,5
Ni=¢ (1=58)+(l-r) sij=346 |, Mi={ s+r sij=346 ,

21 —r) sij=8,9,10 2r siyj=28,9,10
10 10
N = Z: Nz, et M= E Mz,
k=1 k=1

Avec l'aide du progiciel de calcul symbolique MATHEMATICA, on peut cal-
culer, pour chaque mode d'immigration, la matrice M(r, s), la matrice de ses dérivés

a [ 3 Y - . »
—M(r, 5)|s=r ainsi que les vecteurs propres a gauche et & droite de la matrice neu-

0s

tre M(r,7) associés & la valeur propre 1. En résolvant ensuite ’équation (1.5) dans
chacun des cas (immigration proportionnelle et immigration uniforme), on obtient

respectivement

(10— 3d\) +14d; + dE(1 ~ dy) — dyda(6 — )
1d,(7 - 2d1) + & + 20d; — & — d1dy (8 — dy + dy)




et

- d1(10 - 3d1) + d2(22 - 5dg) - dg(‘l» - dg) - d]dg(s —2d; — 2d; + dldz)
T 18d1(2 — dy) + 2d3(14 — 3dy) + B(4 — dy) — 3(4 —dy) —8dyd;

1.4.3 Tableau des résultats et remarques

Bulmer [3} a déterminé numériquement le sex-ratio critique en supposant une disper-
sion uniforme des immigrants. Pour N = 1, nos résultats confirment ceux de Bulmer
dans le cas de populations haploides et diploides. Pour ce qui est du cas de popula-
tions haplo-diploides, nos résultats ne coincident pas tout a fait avec ceux de Bulmer.
Nous avons calculé le sex-ratio critique dans le cas général ol le géne mutant S et le
géne résident R sont co-dominants, et il s’avere le sex-ratio critique ne dépend par du
mode d’action du géne S sur le génotype. Bulmer, par contre, y montre une légére
différence. Par ailleurs, bien que pour de grandes valeurs de d; et d,, les valeurs du
sex-ratio critique sont trés proches de celles de Buimer, 'inverse se produit lorsque
d; et d, sont petits. Par exemple, pour d; = d; = 0.001, Bulmer trouve un sex-ratio

critique d’environ 0.535 tandis que notre formule nous donne 0.3338.



N =1 | haploide | dispersion 2;433
et proportionnelle
diploide
H : da{2—da
dispersion PTRE NTr A
uniforme
: : da{1+dy +da—d)da)
haplo- dispersion TR S R

diploide | proportionnelle

da(2=da Y1 4dy +dp—dy dz)

dISI?CISIOD T3 (3—d1 )42 (2—d3 )(1+d1 +d2 4 d3)
uniforme
B " . . d; (10-3d; }+14dy 443 (1-d3 }—-d1 d2(6—d; )
N =2 | haploide dispersion 13 (7-24,) +& +20d; ~ B —d1 &y (8—dy +d2)
proportionnelle

. . d1(10-3d} ) +d2(22—5d3) ~d3 {4—d2)—d) d2(8~-2d) —2da +d1 d3)
dispersion 184, (2-d) )+ 207 (14—-3d3 ) +d5 (4—dy ) ~d3 {4—dz)—8d1 d
uniforme

Tableau 1.2: Liste des sex-ratios critiques obtenus pour le modéle Il répartis selon la
ploidie des individus ainsi que le mode de dispersion des immigrants. Les parametres
d, et d; représentent respectivement les proportions de rejetons femelles et de rejetons
males qui émigrent avant de s’accoupler.



Chapitre 2

Optimalité du sex-ratio critique
dans des populations structurées

Dans le chapitre précédent, nous avons déterminé les sex-ratios critiques pour les
modeles [, I et II. Reste maintenant a vérifier si ceux-ci sont réellement optimaux au
sens ESS, c’est-a-dire si ce sont bien des stratégies qui ne peuvent étre envahies par
n'importe quelle autre stratégie, du moins localement.

Si on suppose qu'une trés grande majorité de la population adopte une stratégie
suffisamment proche de la stratégie ESS, un mutant aura-t-il avantage a adopter une
stratégie encore plus pres du ESS? Si tel est le cas, on dira que la stratégie ESS

est optimale au sens CSS ou tout simplement CSS (de ’anglais Continuously Stable

Strategy).
Par le suite, on pourra vérifier si les stratégies ESS ont aussi la propriété d’envahir
n'importe quelle autre, lorsqu’elles sont introduites en trés petites quantités dans la

population.

2.1 Meéthode générale

Supposons qu’a un locus donné il y ait deux génes R et S et supposons que les
phénotypes possibles soient r et s, r étant la stratégie résidente adoptée par toute la
population, et s étant la stratégie mutante, dont le géne responsable, S, est introduit
dans la population en trés petite quantité.

Considérons une infinité de groupes dont les types possibles sont numérotés de 1

an, les n — 1 premiers étant des groupes dits mutants, c’est-i-dire qu'au moins un

63



individu d’un tel groupe transporte au moins un géne mutant S au locus considéré.

Comme au chapitre précédent, supposons que d'une génération a l'autre on ait

e = T(z)

= Mz + termes d’ordres supérieurs en @,

ol £ =(1y,...,Tn-1) et &' = (z},...,2,_,) sont les fréquences des groupes mutants
4 deux générations successives, avec T, = l—z1— - — Ty etz = l—z|—-- .=z _,,
et M = M(r, s) est la matrice de linéarisation autour de 0 de la transformation 7.
Soit A(r, s) le rayon spectral de la matrice M(r,s). Supposons que les entrées de
la matrice M(r, s) soient non négatives, qu'il existe un entier £ > 1 tel que la matrice
M-¥(r, s) ait toutes ses entrées strictement positives, et que la matrice M(r, s) soit
sufisamment réguliére de telle sorte que A(r,s) soit dérivable deux fois et que ses

dérivées soient continues.

Alors par la théorie de Perron-Frobenius (Karlin & Taylor [15]), nous savons que
A(r,8) > 0 est une valeur propre simple de la matrice M(r, s).

De plus, A(r,s) est solution de I’équation
f(r,8,A) = det(A — M(r,s))=0.

En dérivant f par rapport a s, on obtient

af afai

I R 2.1

9s T oxds = O (1)
ou le premier terme de gauche représente la dérivée de f par rapport a s en supposant

A constant.

Tentons de déterminer le signe de of lorsque s = r.

aA

Or, dans le corps des nombres complexes, C, le polynéme caractéristique f peut
s’écrire sous la forme

(A= A1) X (A= Ag) X === X (A = Anct), (2.2)

ou Ay,...,Aq—1 sont les n — 1 racines de f.



On peut supposer sans perte de généralité que A\, = A(r, s), le rayon spectral de

la matrice M(r, s). Donc, en dérivant I’expression (2.2) par rapport a A, on obtient

g—{ = 53:\-(A—/\l)x()\—Ag)x----x(A—A,,_l)]
= (%(A—Al)]x(,\—/\z)x---x(/\—)\n_l)

A= ) X = 2) x5 (A= hoct)]
= (A=A X X (A= Anot)

+(/\—A1)X% (A—AQ)X"'X(/\‘“An_[)].

Or, lorsque s = r, A = A(r,7) = A\; =1 et par conséquent

a
‘a-'Af: . = (1 - Ag) XrweX (1 - An—l)-
Par ailleurs, A; = 1 > |A;| pour tout j = 2,...,n - 1 car le rayon spectral de la

matrice M(r,r) est 1. De plus, la valeur propre 1 étant simple, aucune autre valeur

propre n'est égale a 1, ce qui nous assure que

of

| 7O

a=r

Si \; est une valeur propre réelle, alors (1 — A;) > 0. Si A; = a + ib, avec b # 0, est
une valeur propre complexe, alors X; = a — ib est également une valeur propre et

(1=X)x(1=2X) = 1= =X +A}
= (1-a)*+0® > 0.

Donc

of
-a-x > 0. (2.3)

s=r

Les équations (2.1) et (2.3) seront cruciales pour la détermination des conditions

d’optimalité ESS et CSS.



2.1.1 Condition d’optimalité ESS

Définition Soit r* une stratégie critique. On dira que r* est une stratégie localement
ESS, ou tout simplement un ESS local, si pour s suffisamment prés de r*, la stratégie
r* est protégée contre |'invasion de n’importe quelle autre stratégie s. On dira que r*
est un ESS global ou simplement ESS si ceci est vérifié pour tout s # r*,
Soit 7* une stratégie critique. Alors r* est un ESS local si
9
347 A(ry ) . <0.

On remarque que si cette derniére condition est satisfaite alors A(r*,s) atteint
un maximum lorsque s = r*, Malheureusement, ceci ne nous permet pas d’affirmer
qu'il s'agit d’'un maximum global. C’est pourquoi la propriété qu'a r* d'étre protégé
contre l'invasion de n'importe quel autre stratégie s, n'est vérifiable que localement,
c'est-a-dire pour s au voisinage de r*.

Dans le chapitre précédent, nous avons déterminé les sex-ratios critiques a i’aide
de I'équation (1.5). Une autre condition pour déterminer de tels points critiques a
été proposé par Bulmer & Taylor [4] en utilisant les équations (2.1) et (2.3) et en

remarquant que

B_A =0 si et seulement si g =0.
08 s=r=r* as smr=r*
Dong, la condition
af 0
.5; s=r=r* - b_‘s.det([ - M(r, S)) s=r=rv - 0,

qui est équivalente aux équations (1.3) et (1.5), permet également d’obtenir les
stratégies critiques.

En dérivant une seconde fois |'équation (2.1) par rapport a s, on obtient

0.

oo oron & o far, aron]
as[as+axas +63X3/\[38+0A38 =



Vi

a .
Lorsque s =r =7*, on a — = 0, d’ot
] 1)

ds
&f A} O/ R
ds? a=r=r* ds? s=r=r* aA a=yr=r* o
Donc, au point s =r =7*,0n a
(&)
2\ ds?
9st afy’ (24)
7))\
2
Utilisant ceci et I'inégalité (2.3), le signe de a?k(r, s) sera le méme que le signe de
a*f , , :
~ 54 On obtient donc le résultat suivant,
Résultat 2.1 La stratégie critique r* est un ESS local si
*f
1| >0 (2.5)

ot f = det(I— M(r,s)).

Cas oli une stratégie r est confrontée a deux stratégies s et ¢

On suppose maintenant que la stratégie résidente r est confrontée a deux stratégies
mutantes s et £.

Comme décrit a la section 1.1 du chapitre précédent, la stratégie critique, r*, est

obtenue en résolvant les équations

=0

s=t=r=r*

a
g)‘(rs 3, t)

et

9
a)\(f‘,s,t) =0.

s=t=r=r*
La stratégie r* sera un ESS local si, lorsque s=t=r=r*,ona

82A 2agtx [ A)°
— <0 et (51!_63) >0, (2.6)

as? XN Th



c’est-a-dire que A(r*,s,t) atteint un maximum local au point s = ¢t = r*.

De facon similaire au cas unidimensionnel, on montre aisément que, lorsque s =

9% f & f
82 (ﬁ) 0%\ ("é?)
ds? ~ [(Of A TR
(%) (&)
8 f
82\ (%)

atds (g)

t=r=r",

|
pq g

et

a\

En utilisant une généralisation de 'inégalité (2.3) au cas ol f dépend de s, ¢ et 7, on

obtient le résultat suivant.

Résultat 2.2 Si la stratégie résidente r est confrontée ¢ deuz stratégies mulantes s
et t, alors le sex-ratio critique r* est un ESS local st
&f 8 f 9% f 8 f 2
_— >0 t —— = | = >0, 2.7
st | _,__.. “  |3s7or ~ \otos (21)

s=ti=r=r*

ot f = det(I — M(r,s,t)).

2.1.2 Condition d’optimalité CSS

Définissons tout d’abord ce que nous entendons par stratégie CSS dans la situation
ol la stratégie résidente r est confrontée a une seule stratégie mutante s. Dans la
situation plus générale ol r est confronté & deux stratégies mutantes s et ¢, une telle
définition n'a pas encore été établie. Pour cette raison, la condition CSS sera vérifiée

en supposant S récessif.

Définition Une stratégie ESS ou localement ESS, r*, sera dite stratégie continiment
stable ou CSS, s'il existe un € > 0 tel que pour toute stratégie r au voisinage-e de r*

(c’est-a-dire a l'intérieur de la boule centrée en r* et de rayon €), il existe un § > 0



tel que pour toute stratégie s au voisinage-6 de r, on a
A(r,s} > A(r,r)  siet seulementsi |s—r*| <|r—r*|.
Théoréme 2.1 (Eshel, 1983) Soit r* une stratégie localement ESS.

i) Une condition nécessaire pour que r* soit une stratégie CSS est qu’au point
q
s=r=r"on ait
9? 9?

mA(T‘,S) + 5'9;/\(7',8) S 0.

(ii) Si Uinégalité est stricte, alors r* est une stratégie CSS.

Eshel [7] a montré ce théoréme en utilisant une fonction de bénéfice v(z,y) dont

toutes les dérivées secondes sont continues.

Nous allons maintenant tenter de trouver une autre condition pour avoir un CSS.
Pour ce faire, considérons les deux développements en série de Taylor suivants. Pour

0 assez petit,on a

9 g 9? 92
|, we] relgpe e v
et
ad a 9* 9?
E;A(r,s) _— = a)(r,s} . +0 [a—ﬂ-/\(r,s) + -aTa;/\(r,s)] L + o(9).

En additionnant ces deux expressions, on obtient

9 \rys)

i}
9s + —A(r’s)

+2A(r,2) 2

or

d
= aA(T, 8)

s=r=r*+4 s=r=rr4 s=r=r* a=r=r*

2 2 2 2

a d 7] d
+40 [@A(r,s) + mk(r, s)+ Fk(r, s) + mA(r, s)] . + o(8).

Or, puisque XMr,r) =1 pour tout r € (0,1), alors la dérivée directionnelle de A{r, s)
sur la diagonale (c’est-a-dire lorsque s = r) est nulle. De plus, cette dérivée direc-

tionnelle, DA(r, s), dans cette direction est donnée par

+ sin(x /4) %)\(r, 3)

=T

DX(r,s)|,o, = cos(x/4) %,\(r,s)

=r



~~Xr,3)

B8]+ St

a=r

i

Etant donné que 7* est une stratégie localement ESS, on a
q gl

= 0.

a9
-a—‘;/\(r,S) s=r=r* - 0,

et donc nécessairement
a
51-:)\(7‘,3) . = 0.

Doy, on a

0 9 i i
0=0 [6 =Mr, s) + Err —A(r,8) + -a—rz-A( 3)+ Fyrm —A(r, 8 )]s=r=r" + o(6)

pour tout # suffisamment petit. Par conséquent on obtient |'égalité suivante,
d? " 9* g
[3 ZA(ry8) + —-arasA(r,s)l . = - [-aFA(r,s) + -—-——asar)\(r,s)] L (2.8)

Puisqu’au point s = r =r*, on a —A(r,s) = 0, alors a ce point on a

ar
& £
2 2
W,\(r,s) = ——%'ff—— et a—f—a;A(r,s) = __ag_?s__. (2.9)
() (&)

En utilisant ceci ainsi que les égalités (2.4) et (2.8), on obtient le résultat suivant.
Résultat 2.3 Soient r* une stratégie localement ESS et f =det(I — M(r,s)).

(i) Une condition nécessaire pour que r* soit CSS est qu’au point s =r = r* on ait

0°f  &f - 3’f Pf

i <

Be? + — 3rs 2 >0 (ou de fagon équivalente e 03 3 < 0).
(ii) Si au point s=r =r* on a

32f o*f . . *f 9

el a ER >0 (ou de fagon équivalente ) + Fym < 0),

alors r* est une stratégie CSS.
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2.1.3 Remarque

Soit r* une stratégie localement ESS.
Si r* est également CSS, on pourra vérifier si cette stratégie a également la pro-
priété d'envahir n’'importe quelle autre stratégie suffisamment proche de 7*. Pour ce

faire, il suffira de vérifier la condition

2

WA(T,S) >0,

s=r=r*

qui, par (2.9), est équivalente a la condition
d*f

57 <0, (2.10)

sTrarek
avec f =det ({ - M(r,s)).
Dans le cas ol r* n’est pas CSS, une telle propriété ne peut étre satisfaite par r*.

En effet, par le théoréme 2.1(ii) et I’égalité (2.8), on a

2
2 - 'a_r_a;A(r:s)

62
S5 (r9)

et
5 d?
- L=
67‘2)‘(1', 8) s=r=r* - 31’33““ S) a=r=r*
Donc,
5 9
& —-—
or? A("’ 8) =r=r* ~ As? A(r, 8) a=r=r*

Mais puisque r* est une stratégie localement ESS, alors

<0

s=r=r*

a’l
@A(T‘, 3)

et par conséquent,

62
a—rz'/\(?', 8) <0.

s=r=r*

C’est pourquoi r* ne peut en aucun cas avoir la propriété d’envahir n’importe quelle

autre, lorsque r* n'est pas une stratégie CSS.



2.2 Modeéle I

Revenons au modéle I tel que décrit au début de la section 1.2. On suppose que suite
a la reproduction des femelles inséminées, une proportion B des rejetons femelles
s’accouplent avec les rejetons males de leur groupe, tandis que les autres s’accouplent
au hasard dans la population. S’il n'y a pas de régulation, les rejetons femelles,
maintenant inséminées, se dispersent et reforment des groupes de méme taille N.
Si par contre il y a régulation, les rejetons femelles entrent en compétition pour
I'occupation des N sites disponibles avant de se disperser.

Nous avons déterminé au chapitre 1, les sex-ratios critiques pour chacune des

variantes de ce modele. On trouvera la liste de ceux-ci au tableau 1.1. Vérifions

maintenant si ces sex-ratios critiques sont réellement des ESS locaux, et si tel est le
cas, vérifions s’ils sont ou non des CSS.
2.2.1 Population haplo-diploide

Controéle par les femelles - sans régulation

Dans cette situation, le sex-ratio critique est donné par

. 2N =BV -p)
NGN-B)

Pour savoir si r* est un ESS local, il suffit de vérifier la condition (2.7) avec M(r, s,t)

donnée a la page 21.

Or, avec 'aide de Mathematica, on trouve, pour N > 2

32

= 8s?

&f

392 det (I — M(r,s,t))

s=t=r=r* s=i=r=r*

= [BH4N - B)*(16N° - 16N* + 6N'8 — 8N*B — 13N°4* + 18N §*
~INPE — NG+ 2Nt~ 8)] [ [BN(N - BY(N - BFH2N® + 2N - ¥
>0

et



(0]

afrf (#f\
0s? 92 (636t

= [B(4N - B)4(8N* — 10N + 10N*B — 6N?8 — 11N?B? + 9N S* + 2N B° — 26°)

s={=r=r*

(16N° — 16N* + 6N15 —8N38 — 13N33% 4 18N? 4% — 2N? 3% - 2N 5°
+2N8* - 8] / [16N*2N — BP(N — B(2N* + 2NB - 67
— ([8*(4N — BY*(—2N° + 6N? — 10N? B + 6N + 4NB* - 367)’]
/ [64N2(2N — B)*(2N? + 2B - 5]
> 0.

Donc, pour N > 2, r* satisfait aux conditions (2.5). Alors par le résultat 2.2, r*

est un ESS local.
Vérifions maintenant si r* est un CSS lorsque le gene mutant S est supposé récessif.

Dans ce cas, M(r,s) = M(r,s,r). On obtient, toujours a |'aide de MATHEMATICA,
avec f =det (I - M(r,s)),

62_f + _3_2;[_ - ﬁ(4N — ﬂ)a > 0
ds2 ' 0sdr|,_ _., 16(4N1—2N3B -6N?p2+5NGE -4 "

et donc par le résultat 2.3, r* est un CSS. Cette condition est également vérifiée
lorsque § est dominant.

De plus, puisque

af
or?

= —[(4N - B)*(64N" — 160N° + 8ONS — 56N° 42 — 44N 5 + 328N*5°
—108N33° — 245N38* + 112N% 8% + 65N?3° — 34N °

~5N B +36°)] / (V2N — B)*(N ~ )*(2N? +2NB - 5]



< 0,

alors r* a aussi la propriété d’envahir n’'importe quel autre sex-ratio suffisamment

proche de r*, lorsque celui-ci est introduit en tres petite quantité dans la population,

Controle par les femelles - avec régulation

Dans ce cas, le sex-ratio critique est

. ON-B(N-B)
T EN-B(N-B)+2N(N-1)

Avec la matrice M(r, s,t) donnée a la page 23, on a pour N > 2,

ﬂ
ads?

5
= ﬁdet(l M(r,s,t))

s=t=r=r* s=t=r=r*

= [B(4N? — 2N — 3N + B?)*(BN® + BN®B — 40N* ~ 2N*5° + 8N B + 28N 5°
+N3F® — ON?B° — AN?G* — ANB® + 6N B* + NB° — §°)]
[ [B2vev = )N — BN - Y]

> 0

et

afaf [ 8fF\?
0s? 017 (asat)

= [BAN? = 2N — 3N + ) (2N° + 2N°F — 10N?8 + N*8% + 3N + 4N B?

s=t=r=r*

—NB% — B%)(8N® + 8N — 40N*B — 2N*B? + 8N3B + 28N°6? + N34°

—9N?F® — AN?B* ~ ANS® + 6NB* + NB° - §°)]
/ (128N (N — 1)2(2N = BN — 8]

_ ([54(21\/2 — 6N +4NB — B2(4N? - 2N - 3NB + 5*)'] / [1024812(20 — 5)4])

> 0.



Donc pour N > 2, r* est un ESS local. D’autre part, pour S récessif, on a

>0, (2.11)

Ff  #f]  _ _BUN?—2N —3NB+B
ds? t dsor| _ _.

B9s? ~ 32NN - 1)(N - B)(2N - B)

et donc r* est un CSS (pour S dominant, cette derniére condition est également vraie).
De plus, r* a la propriété d’envahir n’importe quel autre sex-ratio voisin de r*. En
effet, r* vérifie ’équation (2.10),

&f

52| = - [BAN?-2N — SN+ FY(16N® — NG+ BN+ 32N

~13N*6° — ANG® + 6N — )] [ [32N8(2N ~ BN - )]

< 0.

Contréle par les males - sans régulation

Etant donné que les méles sont haploides, les males portant le géne S auront une
proportion s de rejetons males tandis que ceux portant le géne R en auront une
proportion r.

Le sex-ratio critique, que l’on retrouve au tableau 1.1, est donné par

«_ BN -p)

" T NuN -8y
Pour montrer que 7* est bien un ESS local, il suffit de vérifier la condition (2.5) avec
f =det (I — M(r,s)) et la matrice M(r,s) donnée a la page 25. On obtient, pour
N 22,
*f

ds?

[(4N = B)P(16N® — 8N* — 12N*8 — 4N + N°3* + 6N*4?

VPG~ ANG® — NG+ 6] [ [BN(N - BY(aN® - 2NB + %]
> 0.

Donc, au moins pour N > 2, r* est un ESS local. Ce sex-ratio ESS local est également

un CSS qui a la propriété d’envahir n’'importe quel autre sex-ratio proche de r*. En



effet, on a

[QZ_f L2 @N-fEN-p

9s? * Bsdr|,,_.  168(N - B)(4N? —2NB + §?)

et

62f 2 6 ] 4 4 3 32 3
) = - [(4N - B)*(32N° ~ 88N°B + 8N + T6N* 42 + 4N°5? — 33N

~6N?8° + 3N?8' + ANB* + NB° — §°)|

/ [BNB(N — BY(4aN® ~ 2Ng + %]

< 0

Controle par les males - avec régulation

On a le sex-ratio critique suivant,

. BN - )
BN = B)+ 2N — 1)(2N — B)

r

En reprenant les calculs avec la matrice M(r, s) donnée & la page 25, on obtient, au

H —_— -_—
pomt s =r =7r"%,

2
% = [(4N2 ~4N ~ NB + 26 — B%)*(16N° — 16 N* — 20N + 8N°

FIN*G? — AN?B + 2N"G° — 1ANB® — NB* + 38") / (B2 (N - 1)
(2N = BN - B)7]
> 0.

Donc r* est un ESS local. par ailleurs, toujours au point s = r = *, on a pour N > 2

6*f + ?f (4N —4N ~NB +28 — g%
ds* " dsdr — 32NB(N - 1)(N - )

>0,



et, par le résultat 2.3, r* est un CSS. De plus, puisque

f

7

= —[(AN? — 4N - NB +28 ~ B7)}(32N° — 88N*j

s=rird

8N + 68N°4 — AN"4? ~ ON*6° — 10NB* + 36°)]

[ [32n*B(2N - B (N - 8]
< 0,

alors r* a également la propriété d’envahir n’importe quelle autre sex-ratio voisin de

r*,

2.2.2 Populations haploide et diploide

En ce qui concerne les populations haploide et diploide, nous avons déterminé le sex-
ratio critique sans avoir recours a la méthode décrite a la section 1.1 du chapitre
précédent.

Plus précisément, nous avons comparé la fréquence du géne mutant § a deux
générations successives et nous avons montré qu'il y avait décroissance de cette

fréquence lorsque

g(r,8) < 2,
ol
_[(1=s) s (l-9)+(N¥N=-1(1-r) s
s = Ty (=) ta=A;
dans le cas sans régulation, et
_ N(1-3s) Ns 3
s =g —ui=n Psrw—nr TP

dans le cas inverse.

Nous cherchons donc un sex-ratio r* de telle sorte que g(r*,s) < 2 pour tout s

suffisamment proche de r* (nous aurons alors un ESS local). Pour ce faire, nous avons



s 7

déterminé au chapitre précédent le sex-ratio critique r* en résolvant ’équation
p p q q

7]
é'gg(rss) . =0.
Nous avons trouvé
V-5 o
IN dans le cas sans régulation
7'* = )
_(N-B) L
IN—B-1 dans le cas avec régulation.

En dérivant une seconde fois la fonction ¢ et en évaluant au point s = r = r*, on
g p ’

obtient dans le cas sans régulation,

L, __I6NB(N - 1)
9s2”"’ (N + B)(N - B)*

s=r=r*

Si N = 1, cette derniére expression est nulle et donc r* n’est peut-étre pas un ESS
local. Par contre cette quantité est négative pour N > 2. Nous avons donc un
maximum local de la fonction g(r*,s) au point s = r* et par conséquent r* est un

ESS local. Dans le cas avec régulation, on a pour N > 2,

Pyl o 22BN 4 A1+ 5) - 4NB)
529" - NA(N —)(N - BF

<0,

s=r=r*

et donc r* est un ESS local.
Pour déterminer si r* est également un CSS, il suffit d’utiliser le théoréme 2.1

appliqué a la fonction g(r,s). On obtient, au point s = r = r*,

s
9 & N? — g2
ﬁg(r,s)-i-@g(r,s) =

dans le cas sans régulation

_ 3
__ (2N (1+5)) dans le cas avec régulation.

N(N*-N(1+8)-8)

Ces deux quantités étant négatives pour N > 2 alors r* est un CSS dans les deux cas.



De plus, r* a également la propriété d’envahir n’importe quelle autre sex-ratio

suffisamment proche de r* car

16N(N? — 2N + )

>0 égulati
92 ( ) (N + ﬂ)(N _ ﬂ)g sans regulation
—g\r,s =
or2
s=r=r* 2(1 - 2N +ﬂ)2(2N2 + ﬂ + ﬂz —4Nﬂ) ' .
N2(N — B)? > 0 avec régulation.

2.3 Modeéle I

On suppose qu’apres la reproduction des femelles inséminées, suivi de l'accouplement
des rejetons a !'intérieur de leur groupe, une proportion d > 0 des rejetons femelles,
maintenant inséminées, se dispersent au hasard dans la population. Les autres
femelles demeurent dans leur groupe d’origine. Il y a deux types d'immigration possi-
ble: I'immigration proportionnelle, c’est-a-dire que toute femelle qui quitte son groupe
est remplacée par une immigrante; et I'immigration uniforme, ou chaque groupe regoit
le méme nombre d’immigrantes. Une fois la migration terminée, les femelles de chaque

groupe entrent en compétition pour 'occupation des N sites disponibles.

2.3.1 Immigration proportionnelle

Nous avons obtenu le sex-ratio critique

Or, au point s = r = r*, on obtient a I'aide du logiciel de calcul symbolique Maple,

|'identité suivante.
f &
Frie a;det(f - M(r,s)) =
d(3d° - 334® + 109d" — 9% — 521d° + 605d* — 337d° + 2181d* — 1590d — 3480) (d — 3)?
512(d — 4)*(d — 2) !

qui, pour d > 0 est positive. Donc r* est un ESS local. Par ailleurs, au point



s=r=r"ona

O°f  8%f _ d(3— d)*(435 + 467d — 402d* — 42d° + 63d° — 9d°)
352 " Bros (2 —d)(d—d) ’

qui est une quantité positive lorsque d > 0, et donc par le résultat 2.3, r* est un CSS.

De plus, I'équation (2.10) est vérifiée, car

&f _

ort

d(3d® — 27d7 + 55d° + 137d° — 643d* + 4954° + 1589d? — 2041d — 1740) (d — 3)?

512(d — 4)? <0.

2.3.2 Immigration uniforme
Dans cette situation nous avons obtenu le sex-ratio critique

=

1
Z!
qui est optimal au sens ESS local et CSS. En effet, au point s = r = r*, on obtient &
I’aide de Maple, les quantités strictement positives suivantes.
Rf &

35~ Bs?

det(] — M(r,s)) =

d (3480 + 2692d — 3229d® + 3364° — 975d* + 942d° — 434° — 18847 + 634° — 6d4°)
1152

et
f *f _ d(290 + 263d — 3364 — 6d4° + 54d* — 94°)
ds? ' Ords 96

La conclusion suit ensuite des résultats 2.1 et 2.3. De plus, r* = 1/4 a également la

propriété d’envahir n’importe quel autre sex-ratio voisin de r*, puisque

f _
art ~

d(3480 + 3620d — 48354 — 480d® + 2271d* — 11584° + 43d® + 188d™ — 63d® + 6d°)
1152

est négative si d > 0.



81

2.4 Modeéle I

Si on suppose maintenant qu’une proportion d; des rejetons femelles et qu'une pro-
portion d; des rejetons males émigrent avant 1’accouplement. Comme auparavant,
on dira qu’il y a immigration proportionnelle si chaque émigrant est remplacé par
un immigrant du méme sexe, et on dira qu’il y a immigration uniforme si tous les
émigrants de chacun des deux sexes se répartissent uniformément dans les groupes.
Les rejetons s’accouplent ensuite a |'intérieur de leur groupe et les rejetons femelles,
maintenant inséminées, entrent en compétition pour occuper les N sites disponibles.

Bien que nous ayons pu déterminer le sex-ratio critique dans le cas ot N =
2, c'est-a-dire lorsqu'’il y a deux femelles fondatrices par groupe, aucun des deux
logiciels Maple ou Mathematica n’a été capable de calculer le déterminant de la

matrice M(r,s). C’est pourquoi nous ne présentons ici que le cas N = 1.

2.4.1 Population haploide - cas N=1

Pour les cas d’'immigrations proportionnelle et uniforme, nous avons obtenu au chapitre

précédent les sex-ratios critiques suivants.
* __ d2
dy +dy

r (2.12)

et

. d2(2 - dp)
di(2-d))+ds(2- dg)'

r

(2.13)

Si on suppose une immigration proportionnelle, alors pour M(r,s) donnée a la
page 43, on obtient,
?T{ = aa—:zdet(l - M(r,s)) =0,
et on ne peut rien dire quant a la propriété ESS du sex-ratio critique.
Par contre, si I'immigration est uniforme, r* = da(2 — d3)/(d1(2 — d1) + d2(2 — d3))
est un ESS local et est également un CSS. En effet, & I'aide de la matrice M(r,s)

donnée a la page 44, on obtient lorsque s = r = r* les expressions positives suivantes.

a2f 8
w = gs—zdet(l - M(f‘, 8))



((di(2 = dy) + dg(2 — do))2(4(dhs + do) — 4(d? + &) + (&5 + &) + 12(d%d, + d2dy)

~2(d3dy + ) + (265 + Bl) — 16y - 82)) [ (2uda(2 - r)P(2 - )

et

Pf  Of _(@di(2—d)+d(2-dy)°

0s? 61‘63 - 4d1d2(2 - dl)(2 - dg)

D’autre part, r* a également la propriété d’envahir tout autre sex-ratio voisin de
r* lorsque celui-ci est introduit dans la population en tres faible quantité. Ceci se
démontre tout simplement en remarquant que la dérivée seconde de f par rapport a

r, évaluée au point critique r*, est négative. Or,

Pf &
orz Bt

= —((di(2—di) + da(2 — ) (4(ch + do) = &(d? + ) + (&} + ) —~ 8(d2dp + d3d)

—det(I — M(r,s))

+(d3dy + &) - (i} + d3d?) + 8dy dp + 8d3d}))

T~

(2d1dx(2 - d1)*(2 - d2)?)

<0 .

2.4.2 Population diploide - cas N=1

Les sex-ratios critiques pour les cas d’immigrations proportionnelle et uniforme sont
donnés respectivement par les équations (2.12) et (2.13). Comme pour une population
haploide, on ne peut rien dire sur le sex-ratio critique dans le cas d’immigration
proportionnelle car la dérivée seconde de f =det(l — M(r,s,t)) (avec la matrice
M(r,s,t) donnée a la page 48) par rapport a s est nulle,

Par contre, si I'immigration est supposée uniforme, on a au point s = 7 = r* les
inégalités suivantes, pour S récessif.
6"'f
57 = (G2~ 1) + dp(2 ~ &))" (12(ds + d) ~ 20(d} + ) + T(} + )

+2(d} + df) — (& + d3) — 64dyd; + 72(d1d} + didp) — 8(dyd3 + ddy)
—16(did; + dyd) + 41 + didy) ~ 48d}d} ~ 34(d}d3 + d}d3) + 36(d}d} + d}d3)



—6(d?d5 + d5d3) + 64d3d3 — 33(d3dh + did3) + 4(d3d + &3d3)

F12d05 — (did + d3d)) / (32ya(2 - d1)2(2 - 45)?) > 0,

62f+ o*f
ds? = Ords

+4(dyd3 + didy) — 2(cdj + didy) — 8dyd; — 4(d3d5 + d}d}) + (did3 + did})

= (dh(2— d) + do(2 — a))* (6(dy + dz) — T(d? + d2) + (df + )

+10d22) / (64dvds(2 — d1)(2 — d3)) > 0,
et

az
B—r{ =~ (dy(2 ~ d1) + da(2 — d))* (12(dy + dp) — 20(? + ) + 7(d§ + o)
+2(d? + di) — (&8 + d5) + 8dydy — 36(dyd3 + d2dy) + 17(dyd3 + d3d)

~2dyd} + didy) + (did5 + dEdy) + 80d2d2 — 10(d2d3 + d3d3) — 16(d3d2 + did?)

+2(d3d3 + did3) — 3833 + 27(d5d} + didy) — 3(d3d] + did})
~12dd3 + (did§ + d5d) / (32d1a(2 — ) X(2 - da)?) < 0.

Donc en vertu des résultats 2.1 et 2.3 ainsi que de ’équation (2.10), on conclut que
r* donné par (2.13), est un ESS local (du moins pour S récessif) qui est CSS et qui
a également la propriété d’envahir n'importe quel autre sex-ratio voisin de r*. Nous
avons refait ces calculs dans le cas ou S est dominant, et nous trouvons les mémes

conclusions.

2.4.3 Population haplo-diploide - cas N=1

Si 'immigration est proportionnelle, le sex-ratio critique est

. _ d-;(]. + dl + dg - dldg)
2d, +dy{1 + dy + dy — didy)’

En utilisant la matrice M(r, s) située a la page 55, pour S récessif on obtient au point
s =r =r*, la quantité négative suivante,

0*f _ _(1 —d)*(1 = d2)*(1 + d3)*(2dy + dz — dyd3)?
0s? 32 '
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Donc en vertu du résultat 2.1, r* n’est pas ESS.

Par ailleurs, si I'immigration est uniforme, le sex-ratio critique est donné par

- d3(2 ~ d3)(1 + dy + dy — drdy)
2d1(2 - dl) + d2(2 - dz)(]. +dy +dy — dldg)’

r*

et si I'on considére le cas général ol le géne mutant S et le gene résident R sont

co-dominants, on obtient au point s = r = r*,

2
O (1= )1 = da)—h + 28 ~ 2~ 2o — 4 3+ — o)’

(16dy — 12d3 + dd? + 8d; + 16d,d; — 152d%d; + 160d3d; — 48did; — 4d3d,
+4d5d; + 8d3 — 128d,d2 + 336d3d3 — 288d>d2 + 60did2 + 36d5d3 — 164543
—6d3 + 80d,d3 — 182d2d3 + 1194343 + 47d}dS — 83d5d3 + 254545 — 4d}
+8d,dj — 14d3d; + 61d3dy — 111d}d}y + 79d3d} — 194543 + 2d; — 8d,d;
+22d3d; — ATd3d3 + 57didy — 33d3d5 + Tdd5 — 2d3dS + Td3dS — 9didS

543 - d35)) / (321da(2 — )2 — do)2(1 + dy + dy — dy)?)

Pour dy > 0 et d; > 0, cette quantité est strictement positive. Pour que r* soit
localement ESS, il faut aussi que le déterminant de la matrice Hessienne de f soit
positif, c’est-a-dire que la deuxiéme condition de I’équation (2.7) soit satisfaite. Or,

au point s =r =t = r*, on trouve |’expression suivante.

Pforf [\
33{ Bt{ - (8tc'{s) = = (1~ d0)*(1 ~ o) (~4dy + 2df — 2y — 2y — d} + 31}

+di — did3)*(~4 + 12d; — 6% — 4d; + 12d; — 14d,d; — 4d?d; + 10d3d; + 3d>
~10d1d + 1543d3 — 8d3d? — df + 4dy & — 533 + 2433)?)

/(10242 — d1)*(2 - d)*(1 + dy + dy ~ dady)*)

+((1 - di)(1 ~ dp)(—4dy +2d2 — 2d; — 2dd; — &3 + 31 &2 + o — dy &3)"

(16d} — 16d; + 4d} + 24d, d; — 80d3d; + 64d3d; — 28d3d, + 16d°d; — 4d%d,



+8d2 — 56d\d% + 124832 — 13643d2 + 122d}d?% — T4d3d + 1645 d2 + 26d, d3
—1164%d3 + 2294343 — 2434} d3 + 129d3d3 — 25d5d; — 6d3 — 8, d} + 105d3d3
—228d5d3 + 224d}d} — 106d;d) + 19d5d; + 2d5 + 8d1d; — 54d2d; + 103d3d;
~93did; + 41d3d5 — Td5d5 ~ 2d, 5 + 93 — 16435 + 14d}dE — 6d5d5 + d5df)
(—16d, + 12d5 — 4d?} — 8d; — 16d,d; + 15242 dy — 160d3d; + 48d1d; + 4did,
—4d3d; — 842 + 1284, d3 — 336d2d3 + 288d3ds — 60d}d2 — 3643d2 + 16d7d5
+6d3 — 80d1d3 + 182d3d3 — 1194343 — 47d}d3 + 83d3d3 — 25d3d; + 4d}
—8d,d} + 14d3d} — 61d3d% + 111d°d2 — T9d3d2 + 19453 — 24 + 8
-22d3d; + ATd3d5 — B7did; + 33dd; — 1d3d; + 2d2ds — Td3d5 + 9didy

—5d3d5 + &%5)) / (29643d3(2 — dh)4(2 — dz)*(~1— d — d; + drda)?) > 0.

Donc r* est un ESS local peu importe la stratégie adoptée par les femelles hétérozygotes

SR. Par ailleurs, pour S récessif, on a la quantité positive suivante,

Of , BF _ (1=d)(l ~ dy)(des +2d ~ 2} + d} + 2y ~ 3 —  + dy)®
632 67‘68 - 32d1d2(2 - d])(? - dg)(l + dl + dz - d}dg) '

Par le résultat 2.3, on en conclut que r* est CSS (nous avons également vérifié cette
condition dans la situation oi S est dominant). Maintenant, on peut vérifier si r* a
aussi la propriété d’envahir n’importe quelle autre sex-ratio au voisinage de r*. Pour

ce faire, il suffit de vérifier I'inégalité (2.10). En effet, on a

a2
a_rj: = - ((1 — di)(1 — dp)(—4d; + 2d} — 2d; — 2d1dp — &3 + 3dydl + dy — did3)?

(16d, — 12d2 + 4d} + 8d; + 24d,d; + 88d3d; — 116d3d; + 36d}d; + 4d}d;
—4d3d; + 8% + 72d,d3 — 336422 + 2924342 — 56did3 — 3645 d2 + 1645 d>
—6d3 — 98d,d3 + 24643 d3 — 145d3d3 — 47d}d3 + 83d3d3 — 25d4%d3 — 4d}
+28d,d} — 26d3d} — 49&3d3 + 111d3d} — T943d3 + 19883 + 2d5 — 24, d5
—14d3d3 + 45d3d5 — 5Td S + 3335 — Td8d5 + 238 — Td3dS + 9didS



av

—5d}d5 + d$ds)) / (32d1d(2 - di)*(2 — d2)*(1 + dy + dy — d1dp)?) <.

2.5 Remarques

Considérons tout d’abord les sex-ratios critiques associés au modele I, tels que décrits
au tableau 1.1. Pour NV > 2, tous les sex-ratios critiques sont localement ESS et CSS.
Pour N = 1, on ne peut rien dire dans le cas de populations haploide et diploide,
et dans le cas d’une population haplo-diploide avec régulation. S'il s’agit d’une po-
pulation haplo-diploide sans régulation alors, lorsque les femelles ont le contréle du
sex-ratio et 8 € (0, 1),
. _2=p0-8)
(4-48)

n’est pas un ESS local. Par contre, si les males ont le controle du sex-ratio, alors pour
A€ (0,1),

r* = ﬂ(l _:B)
(4-48)

est localement ESS et est CSS.
Pour ce qui est du modele II, les deux sex-ratios critiques obtenus dans les cas

d’immigrations proportionnelle et uniforme,

sont des ESS locaux et CSS, pour d > 0. Bulmer [3] a vérifié, dans le cas d'immigration
uniforme, que r* = 1/4 est localement ESS en examinant A(r, s) au voisinage du point

d’équilibre (r*,7*). On remarque que pour tout d,

9-d
23 —d)

ZZ)

c’est-a-dire que moins de femelles sont nécessaires lorsqu’il y a immigration propot-

tionnelle, pour garantir la protection contre I'invasion d’'un mutant. Lorsque d = 1, les



deux sex-ratios critiques sont égaux. Ceci s’explique par le fait que lorsque toutes les
femelles se dispersent, il n’y a aucune distinction entre les deux modes d’immigration.
Finalement, le modéle Il nous apporte des résultats surprenants. En effet, dans

le cas d’une population haplo-diploide, le sex-ratio critique

. da(1 +dy + dy — didy)
2d, +dy(1 + dy + d2 — didy)

n’est pas ESS si 'immigration est proportionnelle. Mais lorsque I'immigration se fait

uniformément, le sex-ratio critique

_ d2(2 — dp)(1 + dy + dy — dydp)
S —d) Fh2— D)1+ 4+ d; —didy)

r*

est localement ESS ainsi que CSS. Pour des populations haploide et diploide, on ne
peut malheureusement rien dire sur I'optimalité du sex-ratio critique. Par contre, des

simulations pourraient nous éclairer a ce sujet.



Chapitre 3

Etude du sex-ratio optimal par des
équations de diffusion

La méthode décrite aux deux premiers chapitres ne s’applique qu’a la situation ou le
géne mutant se retrouve en trés petite proportion dans la population. Nous pourrions
maintenant nous intéresser au cas ot il y a deux sex-ratios distincts cohabitant dans
la population. Toutes les simplifications dues & la rireté d’un des deux sex-ratios
étant maintenant inappropriées, nous sommes dans |’obligation d’utiliser d’autres
méthodes pour résoudre de tels problemes. Une autre différence essentielle avec les
modeles traités auparavant sera I'ajout d’une nouvelle force évolutive: la mutation.
Cette derniere nous assure ’existence d’un équilibre polymorphique, c’est-a-dire un
équilibre oli les deux génes considérés sont présents dans la population.

Colwell [8] montre qu’un sex-ratio biaisé en faveur des femelles résulte d’un équilibre
entre deux forces sélectives: la sélection individuelle, favorisant un sex-ratio de 1/2;
et la sélection de groupe, favorisant les groupes les plus productifs, c'est-a-dire ceux
produisant le plus de femelles. Colwell considére le modele LMC (Local Mate Com-
petition) tel que proposé par Hamilton [13]. Il suppose que la population est diploide,
que chaque groupe est colonisé par N femelles inséminées et qu’apreés reproduction
suivi d’accouplement, les rejetons femelles se dispersent pour ensuite reformer les
groupes de la génération suivante. Colwell travaille avec les phénotypes et il mesure
|'avantage qu’ont les femelles de phénotype A sur les femelles de phénotype B, par
la proportion de copies de genes que l'on retrouve a la génération suivante et qui

proviennent de telles femelles. Le probléme lorsqu’on travaille avec les phénotypes au
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lieu des génotypes est qu'il est trés difficile, voir impossible, d’obtenir une équation
de récurrence pour la proportion de femelles de type A. Malgré ce que laisse sous-
entendre Colwell [8] 4 la fin de son article, il n’a pas établi de récurrence et par le fait
méme il ne peut parler d’équilibre polymorphique.

Supposons que la seule information dont nous disposions a une génération donnée
soit la proportion d’individus de type A. Quelles seraient alors les hypothéses nous
permettant de déterminer cette proportion & la génération suivante, ou du moins
en connaitre sa distribution? On supposera, pour simplifier, que la population est
haploide de telle sorte que chaque individu de type A posséde uniquement le géne A et
ne transmet par conséquent que le géne A. De plus, le fait de supposer que les femelles
qui colonisent les groupes sont inséminées nous oblige a tenir compte des génotypes
des partenaires méles. Or, les femelles n’ayant pas toutes la méme proportion de
males, la proportion de géne A peut étre différente chez les deux sexes. On supposera
donc que les groupes sont colonisés par NV individus hermaphodites, c’est-a-dire que
chaque individu produit les gameétes des deux sexes. Le sex-ratio correspondant ici a
la proportion de gamétes males produits.

Plus précisément, on considére une trés grande population haploide et hermaphro-
dite subdivisée en une infinité de groupes de taille commune N. On suppose qu'il y
a deux types d’individus: les individus de type A, portant le gene A et produisant
une proportion & de gameétes maéles; et les individus de type B, portant le gene B
et preduisant une proportion b de gamétes males. Chaque individu produit un tres
grand nombre de gamétes males et de gametes femelles. Lors de la production de ces
gamétes, on suppose que des mutations peuvent survenir: le géne A devenant B avec
probabilité u et I'inverse se produisant avec probabilité v. Les gametes des deux sexes
s’unissent ensuite pour former les individus haploides de la génération suivante, ceux-
ci héritant d’un des deux genes avec probabilité 1/2. On suppose que tous les gametes
femelles s’unissent & des gamétes males. Une fraction m des individus de la nouvelle
génération quittent alors leur groupe et sont remplacés par des individus choisis au
hasard dans la population entiére. Par contrainte d’espace ou de nourriture, seuls N
représentants de chaque groupe seront choisis pour occuper les N sites disponibles.

Nous supposons que la compétition entre les groupes se manifeste de la maniére



suivante: les groupes produisant le plus de gamétes femelles seront ceux qui pro-
duiront le plus d’individus a la génération suivante. De tels groupes auront alors
tendance & gagner en compétition contre des groupes de taille relativement plus pe-
tite, et par le fait méme, d’occuper le territoire. Plus précisément, nous supposons
que, durant un bref intervalle de temps entre la formation des nouveaux individus et
la migration de ceux-ci, un groupe possédant initialement une fréquence = d’individus
de type A s’éteint avec une certaine probabilité qui est inversement proportionnelle a
la taille relative du groupe, et on suppose que la recolonisation des groupes éteints se
fait en tirant des individus d'un groupe choisi au hasard parmi les groupes survivants.
Ce type de sélection de groupe a déja été considéré pour I’étude sur ’évolution d’un
caractére altruiste dans des populations structurées (voir Kimura [16] et Boorman et
Levitt [2]). Pour leurs modéles, la sélection de groupe se manifeste au tout début de
la génération, cette forme de sélection étant dépendante de la fréquence d’altruistes
dans les groupes. Pour notre modele, la valeur sélective, correspondant a la taille
relative, n’est pas influencée par la dynamique intra-groupe mais la différence de
productivité ne peut se manifester qu'aprés la formation des nouveaux individus et
avant I'échantillonnage. Notre modéle est essentiellement différent du modele LMC
tel qu’étudié par Colwell [§8]. La selection de groupe dont celui-ci fait référence se
manifeste lors de la migration (totale) des femelles inséminées. Dans notre modéle
par contre, la sélection de groupe se manisfeste sous forme d’extinction et de recoloni-

sation.

Kimura [16] montre que I'évolution d’un caractére altruiste ne peut se faire qu'a
travers la sélection de groupe. Pour ce faire, il utilise une approximation de son
modele discret par un modéle continu et obtient ainsi une équation de diffusion. A
la lumiére de ses travaux, et croyant fortement qu'un sex-ratio biaisé en faveur des
femelles peut évoluer via une certaine forme de sélection de groupe, nous allons tenter
d’adapter son approche a 1’étude du sex-ratio.

Ala premiére section de ce chapitre, on montrera comment un modeéle discret
peut étre approché par un modéle continu. L’équation différentielle obtenue (souvent
appelée équation “forward” de Kolmogorov) décrit la dynamique a 'intérieur des

groupes, et constituera une partie importante de ’équation différentielle régissant le



modele décrit plus haut. Un terme supplémentaire devra cependant y étre ajouté afin
de tenir compte de la sélection de groupe.

Dans les sections subséquentes, nous nous intéresserons a la distribution station-
naire (ou distribution & I’équilibre), qui nous permettra par la suite d'identifier un

certain sex-ratio “optimal”.

3.1 Equation “forward” de Kolmogorov

Il s’agit d’approcher un modéle discret par un modéle continu en effectuant un change-
ment d’échelle. Nous présentons ici les grandes étapes pour déterminer I'équation
différentielle associée au processus continu telles que présentées par Ewens [10].
Considérons une chaine de Markov sur ’espace des états {0,1,2,..., N}, de ma-
trice de transition P = (p;;) et d’état initial .
Posons ¢(i, k,t) = p}f,-), la probabilité de se rendre & I’état ¢ en ¢t générations en

partant de !’état £. On a

N
¢(j3kvt + 1) = z: ¢(37 kv t)Pij- (31)
rd

Considérons maintenant les proportions suivantes:

k i J
P= =95 et 2=N=z+6z,
et supposons que les changements d’états se font & des temps 6, 26t, 3¢, ..., avec

dt = 1/N. Supposons également que lorsque N — oo, ce processus converge vers
un processus de diffusion deux fois continiment dérivable par rapport a la variable
z et continliment dérivable par rapport a la variable t. Pour ce processus continu,

’équation (3.1) devient

Bzpt+60) = [ 8z, p,1)6(2,,80)d ()

Soit @(z) une fonction trois fois dérivable satisfaisant aux conditions initiales

Q(0) =Q(1) = Q'(0) =Q'(1) =0. (3.3)



En multipliant I’équation (3.2) par @(2) et en intégrant par rapport a z, on obtient

/; ' 0(2)6(z,p,t + bt)dz = jo 1 /0 L Q(2)d(2,p, )bz, 2, Bt)dzdz.  (3.4)

Or, le développement en série de Taylor de Q(z) autour de r étant donné par

Q) = Qe +62) = Q(e) + 8:'2) + L@z + O(15aP),

on peut remplacer @(z) par cette expression dans le terme de droite de I'équation

(3.4). On trouve

1 1 1p1
[ @)z pt+80)dz = [ Qa)g(a.ptiiz + [ [ Qe)b(z,p,t)6np(z, =, 5t)dads
t5 [ [ @"(@0(e.p,0)(627 80z, . 6)dadz
+0 (['[ 82,2, 1)(1621)°6(z,2, 8t)dads)
= ['Qegte,p 0z + [ Q@) Elbalaléa,p, )z
1 L 1] E 6 2 d
+5 || Q@) Eltba)<lp(a,p, t)de
+0 ([ BQszflelé(z,p, ids) .

Si les espérances conditionnelles sont de la forme

Eléz|z] = m(z)bt + o(ét), (3.5)
VAR(bz|z) = v(z)bt + ofét), (3.6)
E[l6zf’lz] = o(ét), (3.7)

avec m(z) et v(z) des fonctions deux fois continiment dérivables, alors en remarquant

que (E[6z|z])? = o(6t), on obtient

[a@stepitaz = [ Q@idteptide+8t [ Qeim(@blz,p e



+5 [ Q(e)u(e)olz, p i + ol

Or, en intégrant par partie et en utilisant les conditions initiales (3.3), on trouve

- /01 Q(z)%{m(3)¢(ms b t)}d.'!!

[ @eImie)étz, b )iz = QeIm(a)é(e,,0)]

/ Qz {m z)¢(z,p,t)}dz

et

[@()ote, i) = Qe 0] - [ Ve) o {vle)élzp0)de
= [@) 25 (0(e)otzp,t)}de - Q(z)%{v(z)rﬁ(x,p,t)}l

0

= [ 0@ 25 v(e)é(a.p. )i

D'oli on a

[ @@ 6le.p,t+ 81) — 2., 0 dz = 8t [ [ Qe H(2)dz] + o),
avec

1 3 d
H(:l!) = 5%-2'{0(2)¢(I,p,t)} - a{m(z)q&(z,p,t)}

En divisant maintenant par é¢ et en faisant tendre 6t vers 0, on obtient P’équation

[ Q) 2bta,p.t)dz = [ Qa1

Mais cette égalité est vérifiée pour n’importe quelle fonction @ deux fois dérivable et

satisfaisant aux conditions initiales (3.3). Montrons maintenant que ceci nous assure

que
at(’i) ()'

Nous reprenons ici la démonstration du lemme fondamental du calcul des varia-
tions, telle que proposée par Bolza [1]. Les hypothéses faites sur la fonction @ sont

légerement différentes mais la démonstration est essentiellement la méme.



Supposons que la conclusion soit fausse, c’est-a-dire que la fonction

f2) = gible,p, ) H(z)

soit strictement positive en un point zo de (0,1). Par continuité de f, il existe un
intervalle [a, b] de [0, 1] contenant zg et sur lequel la fonction f est strictement positive.

Considérons maintenant la fonction

(z—a)(z—b) siz€la,b]
Q(z) =
0 sinon.

Il est facile de vérifier que @ est trois fois dérivable et satisfait aux conditions initiales

(3.3). Dans ces conditions, on a

[ @ity >0,

ce qui contredit I’hypothése de départ. Donc f(x) = 0 et par conséquent, en omettant

p, on obtient ’équation de diffusion “forward” de Kolmogorov

2
2 bw )= 2 {o()olz, 0} ~ 2 (m(e)é(z. ) (19

3.2 Equation de diffusion associée au modéle

Soit z la proportion d’individus de type A dans un groupe et soit #(z,t) la densité
de probabilité de z a la génération t.
Nous nous intéressons a la variation de ¢ entre deux générations successives. Cette

variation peut étre due:
a) au changement de z a |'intérieur des groupes;
b) au changement de ¢ & travers la compétition de groupes.

a) On suppose que la dynamique & 'intérieur des groupes se fait de la maniere

suivante:

i il iii iv
. (L' . ()>:I:” ( )> " ( )>:L‘*



(i) Mutation: une proportion u des genes A se transforment en genes B et une

proportion v de génes B se transforment en génes A, ce qui est teprésenté par
u
A f— B

Donc on a

El2’ — z|z] = v(1 — z) — uz.

(ii) Union des gametes et formation des individus: les gameétes des deux sexes, femelle

et male dans cet ordre, se réunissent avec les probabilités ci-dessous.

My, = (z')2%a(1 — a)
[z'a + (1 — z)b][z'(1 — a) + (1 — 2’)(1 - b)]

z'(1 - z')b(1 - a)

Mis = e (=Wl —0) + (L= )= )]
Mos = 2'(1 —z")a(l — b)

ba [z'a + (1 = 2)][z'(1 — a) + (1 — z')(1 — b)]
Map = (1 —2)2b(1 — b)

o + (1= #)b[a(l — a) + (1 — )1 — 5]
Donc, la proportion d’individus de type A a la génération suivante sera

" = Maa+ (MAB+MBA)

(«')’a(l —a) +(1/2)= (1—-’5)[“(1-6)4*”(1*0)]
[z'a + (1 — 2)b)[z'(1 —a) + (1 — 2")(1 — b)]

et par conséquent on aura

o - o] = = 2eo bt - (U2) )
—h -4 - (-0

(iii) Migration: une proportion  des nouveaux individus émigrent et sont remplacés

par des individus pris au hasard dans la population entiere. D’ou on obtient

E[z" - z2"|2"] = m(z" — z").



(iv) Echantillonnage: on choisit N représentants au hasard pour former la colonie.

On effectue alors un tirage binomial de N individus dont une proportion z

Hr

sont de type A. La moyenne et la variance associées a cet échantillonnage sont

donc

et

E[x* — zI'"lxllI] - 0

:c’”(l _ a:'”)

VAR(z* - mmlzru) - n

Dans le but d’avoir des espérances sous la forme des équations (3.5), (3.6) et (3.7),

on supposera que les paramétres u, v, m ainsi que |a — b| sont tous des fonctions

O(1/N). On a alors

Ebz|z] =

ol

On a aussi

VAR(éz|z)

E[c* - zlz] = E[z* - 2" + 2" — 2" + 2" — 2’ + &' — zz]
E(E[z" - 2"|z"]|a] + E[E[z" - 2"|a"]|z] + E[E[z" ~ 2'|2"]|<]

+E[z' - z|z]

0+ E[m(z" — z")|z] + E

g'(1 —2')(a = b)[z'(a = b) — ((1/2) - ]| ]
[z'(a - b) + b][z'(a —-b) - (1-1b)]

+v(l -z} —uz

mE[ - 2"|z] + z(t —z)(b— a)[{()zcl(a_—b)b) —((1/2) - b)]

+v(l — z) —uz +o(1/N)
m(T - z) + sz(l — z) + v(l — z) — uz + o(1/N),

_ (a=b)((1/2) - b)
= (3.9)

= VAR(z* - z|z) = E[VAR(z* — 2"|z")|z] + VAR(E[z* — z"|z"]|z)

= %E[xﬂl(l _ x!ﬂ)lx] +0



- % + o(1/N).

Posons U/ = Nu, V= Nv,M =Nmet S = Ns. Alorson a

Elszla] = m(z)-jt—f+0(-1%[-),
VAR(6z|s) = v(x)%-i—o(%),

Bllgzfla] = o),

ou
m(z)=V(l-z)-Uz+ M(T—z) + Sz(1 - z)

et
v(z) = z(1 - z).

Donc |'équation différentielle qui gouverne la dynamique a l'intérieur d’un groupe est

donnée par |’équation (3.8), c’est-a-dire

2 b2 = 5 2 0(e)6te, ) ~ 2= fmle)g(a, ).

S'il o'y avait aucune compétition entre les groupes, ’équation de diffusion associée a

notre modele serait exactement celle-la.

b) La valeur compétitive d'un groupe se mesure par sa taille relative. Donc on a

_oz(l-a)+(l—z)(1-b)
_ (1=b)==z(a-b)
= U=t)-z@-p 4@

Le changement de ¢ par génération est alors

6¢($vt) = ¢($,t+1)—¢($,t)

_ (T —z)(a-b)
(1-5)—%(a—-0b)




g

- Sl e()
= c(z—z)+o(—-—-),
F= /0l 2d(z, )k et c= H

Si on pose C = Nc alors, la variation de ¢ associée & la compétition entre les groupes

est donnée par
a -
aqﬁ(z, t) = C(z ~ T)¢(z, t).

En réunissant ces deux types de variations, on obtient I’équation de diffusion

2
216(2,8) = 3 {0(2)(a, 0} - o {m(z)é(z, ) + Ol - )1,
ou
m(z) = V(1 - z) — Uz + M(Z - z) + Sz(1 — z) (3.10)
et
v(z) =z(1l - z). (3.11)

3.3 Distribution a I’équilibre

A P’équilibre, la fonction ¢ ne dépend plus de ¢ et par conséquent

a
-a—tqﬁ(a:, t)=0.
Donc, la distribution stationnaire, que I'on notera ¢(z), devra étre solution de I’équation
1 & _
3552 W(z)(2)} - —{m( )8(z)} + C(z - 7)é(z) = 0, (3.12)

ol m(z) et v(z) sont donnés par (3.10) et (3.11) respectivement. La distribution

stationnaire sera de la forme

é(z) = do(z) exp{y(z)},



ol ¢o(z) est solution de I'équation (3.12) lorsque C' = 0 et y(z) est solution de

’équation différentielle
v(z) [y"(z) + (¥'(2))’] + 2m(2)y'(z) +2C(c - ) =0, (3.13)
ol
m(z)=V(1-z)-Uz+ M(T-z)+ Sz(l —z)

et
v(z) = z(l — ).

En effet, en remplagant ¢(z) par ¢o(z) exp{y(z)} dans I'équation (3.12), on ob-

tient

1 9
0 = 575 {v(@)du(a) exp{y(z) }}——{m(z éol2) exp{y(2)}}

+C(z — T)do(z) exp{y(z)}

= 3 [ et (@@} + iy B unta)

+ exp{y(2)}o(z)ul2) (a o (%) )*e P g 5 ’¢°(”}]

- | etz merate) + exp{a(a) el 5|

+C(z — T)do(z) exp{y(z)}

= exp{y(2)} [(‘2'5—2{1’((-’5)%( )} - (@)}

a2 (2]
dy(z)

—m(z)do(z) 5% +C(z - E)qbo(:r)] .

( )

"f‘_{ (z)do(z)

Mais puisque ¢o(z) est solution de I’équation (3.12) avec C = 0, alors

1 6?
232 a5 (v(z)do(z)} — —-{m(-f)«ﬁo( )} =



et

2 {o(a)90(2)} = 2{m(z)do(z)).

Donc on a

2y(x 2)\? z
exp{y(z)}do(<) [v(;) (8;;2 4 (315(3: )) ) + m(a:)% +C(z -7)| =0,

et par conséquent y(z) est solution de ’équation (3.13).
Il nous reste maintenant & déterminer ¢o(z). Comme @o(z) est la solution de

I'équation (3.12) avec C = 0, alors

b%{p(z)%(d:)} = 2{m(z)do(z)}

et donc
do(z) x ﬁ exp {2/ T((:))dz} .
Orona
m(z)

|4 U T—2z
W) = /(?“(1—m)+Mx(1—r)+s)"”

Vf%da:-—Uf(liz)d:r+M':E/x(11_m)dz—-M/(1iz)dw

+Sz

V'“$+Uln(1—x)+M-/£1__2’¢)_L)2‘"

dz + Min(l - z)
+5z
= Vinz+Uln{l —z)+ MzZlnz(l —z) — 2MTIn(l - z)
+Mln(l - ) + Sz,
et donc on trouve

z2(V+M§](1 —_ z)2(U—ME'+M) exp {253}
z(l —z)

do(z) o



= z2(V+M5)—1(1 _ m)?(U+M(l—ﬂ)—l exp {283?} .
Par conséquent la distribution a l'équilibre est

#(z) = exp{y(z) + 25z}z>~}(1 — z)P-?
[exp{y(z) + 28z}z°1(1 — z)P-dz’

(3.14)

ot a =2(V + MZ) = 2N(v + mZ), B =2(U + M(1 - ©)) = 2N(u + m(L — %)), et
y(z) est solution de 1’équation différentielle (3.13) avec la condition y(0) = 0.

Il faut évidemment faire attention aux points singuliers z = 0 et z = 1. On peut
trouver y(z) au voisinage de ces points en exprimant y(z) sous forme de séries de

Taylor. On obtient, pour z au voisinage de 0,

y(z) = 4(0) + YOz + 31" O + .., 3.15)

ol §’(0) s’obtient en faisant tendre z vers 0 dans |’équation (3.13), qui donne

Cz
/ —
O =y

et 4”(0) s’obtient en divisant d’abord par z puis en faisant tendre z vers 0 dans (3.13).

On trouve dans ce dernier cas

V + Mz)y'(z) - CF _

T

0.

4(0) + ((0))} =2V + U+ M+ S)y/(0) +2C +2im

Mais, par la régle de I’Hopital, on a

N
lim (V + Mz)y'(z) - Cz

T T

= lim(V + M2)y"(z) = (V + Mz)y"(0),

et donc

_2AV+U+M-8)y'(0) - (4(0)) —2C

"
y'(0) 142V +2M7

De maniére similaire, on obtient pour z au voisinage de 1,

(@) = 3(1) =¥ (L =) + 5" ()1 = 2)* 4., (3.16)



iVa

ol
' - C(l"f)
et

") = 20 -2V +U+M+Sy(Q1) - @Q))?
yir= 1+20 +2M(1L - %) '

3.4 Sex-ratio “optimal”

Rappelons tout d’abord que la distribution de la fréquence du gene A est de la forme
#(z) o exply(z) +282}2 71 (1 ~ 2)",
ol y(z) satisfait a ’équation
2(1 - 2) [y"(z) + (¥'(2)) +25¥'(z)] +2[V(1 = z) - Uz + M(Z - 2)}y/(<)
+2C(z —7) =0. (3.17)

Au point neutre, c’est-a-dire lorsque y(z) = —2Sz, la distribution ¢ devient

oz - z)f-1
#le) = [ ze=1(1 - z)f-1dz’

(3.18)

avec a = 2N(v+mT) et 8 = 2N(u+m(1 —T)), et la fréquence moyenne 7 est donnée
par

« v+ mzT
atpf vtu+m’

T =

c’est-a-dire
v

utv

T =
Or, en remplagant y(z) par —2Sz dans I’équation (3.17), on trouve
—4S[V(l-z}-Uz+M(T-12)]+2C(z-%) =0,

et en remarquant qu’a ce point neutre on a T = v/(u + v) = V/(U + V), alors cette

derniére équation est vérifiée si et seulement si

~45 |V(1—2) —Uz-{—M(W)] Y (K:E(.L%V)f) -0,



si et seulement si

C c
=TI VIM T aterm
Posons D = ;‘::'{b—m+25. Alors
_ (b—a) (e = b)((1/2) - b)

b= a9 sorm 2 300

_ (b=a) 1 ((1/2) - b)

T | P ]
(b—a) ‘b(l+2N(u+v+m))—N(u+v+m)]
(1-10)| b(u + v + m) )

Donc, D = 0 si et seulement si @ = b ou bien b = N(u+v+m)/(1+2N(u+v+m}).
Considérons le sex-ratio

N(u+v+m)

= T aNutotm)

(3.19)

Prés du point neutre, c’est-a-dire lorsque D est prés de 0, y(z) = cz/(u + v + m) est
une bonne approximation de I'équation (3.17) et la distribution a 1’équilibre peut étre
approchée par

#(z) x P72 = z)P L,

Si D > 0, alors eP* croit de 1 2 ¢P a mesure que z croit de 0 a 1, donnant ainsi
plus de poids aux grandes valeurs de z. Ceci aurait pour effet d’augmenter la valeur

Dz

moyenne Z. Evidemment, I'inverse se produirait si D < 0, car e”* serait une fonction

décroissante de z, donnant plus de poids aux petites valeurs de z.

Tout ceci nous permet d’affirmer les choses suivantes:
(i) b* peut coexister de fagon neutre avec n'importe quel autre sex-ratio a;
(ii) Pour a pres de b et pres de b* on a:

e D>0(cest-a-direT>v/(u+v))sib>aetb>b* oub<aeth<b

o D <0 (cest-a-direT <vf(ut+v))sib*>b>aoub <b<a.



- N .

Cette derniere propriété signifie que lorsque les sex-ratios a et b différent légérement
du sex-ratio “optimal” b*, alors le sex-ratio b sera avantagé par rapport & a si b est plus
prés de b* que ne I'est a. Ce type d’optimalité rejoint en quelque sorte 'optimalité
CSS décrite au chapitre 2. Evidemment b* n'est pas optimal au sens ESS car #* peut
coexister de fagon neutre avec n’importe quel autre sex-ratio a sans I’extinction de ce

dernier.



Chapitre 4

Effets de la stochasticité des
parametres sur le sex-ratio optimal

Jusqu'a présent nous avons supposé que chaque femelle avait un trés grand nombre de
rejetons de telle sorte que toute femelle adoptant une stratégie r ait exactement une
proportion r de rejetons males. Lorsque ’on suppose que les femelles ont un nombre
fini de rejetons, alors cela introduit de la variance sur le nombre de males produits.
Nagelkerke {23] s’est intéressé a 'effet de cette variance sur le sex-ratio optimal au
sens ESS dans le cas du modéle LMC (Local Mate Competition). Si on suppose en
plus que le nombre de rejetons par femelle T' ainsi que le nombre de co-fondatrices
d’une femelle prise au hasard dans la population, N, sont des variables aléatoires,
zlors on se raméne au modéle étudié par Nishimura [24].

Dans la premiére section de ce chapitre, nous présentons briévement les résultats
de Nishimura que nous avons par la suite tenté d’améliorer par I'ajout d’un terme
néglige par celui-ci. Suivra ensuite quelques cas particuliers.

Nishimura ne tient pas compte de la possibilité qu’un groupe ne contenant aucun
male s’éteigne. Cette possibilité étant d’autant plus marquée lorsque T et N sont
petits. L’introduction de cette contrainte a fait |’objet d’études par Nagelkerke lorsque
T et N sont fixes. Si on suppose que T est une variable aléatoire de Poisson, alors il
est possible de calculer exactement le sex-ratio optimal. C’est ce que nous avons fait

a la derniére section de ce chapitre.
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4.1 Etude du sex-ratio optimal & la maniére de
Nishimura

Reconsidérons le modéle LMC suivant: la population est divisée en un nombre infini
de groupes. Chacun de ces groupes est colonisé par un certain nombre aléatoire de
femelles inséminées. Chaque femelle met au monde T rejetons. Ceux-ci s’accouplent
aléatoirement dans le groupe et les rejetons femelles fertilisées se dispersent ensuite
pour former d’autres groupes.

Soit N le nombre de co-fondatrices d’une femelle prise au hasard dans la popula-
tion. Nishimura [24] s’est intéressé a ’effet de la stochasticité des parameétres N et T
sur le sex-ratio optimal au sens ESS. Il suppose donc que T et N sont des variables
aléatoires de moyennes ur et uy et de variances o% et o%.

Supposons que toutes les femelles adoptent la stratégie r, c’est-a-dire que chacun
des rejetons a une probabilité r d’étre un male et (1 — r) d’étre une femelle. Intro-

duisons dans la population une trés petite quantité de femelles mutantes adoptant la

stratégie 7. Etant donné la rareté de ces derniéres, il est raisonnable de supposer que
chaque groupe contient au plus une femelle mutante. Définissons la valeur sélective
d’une femelle mutante, W, par le nombre de ses génes transmis a travers les rejetons

de celle-ci. On a

Y
a

(f+ F), (4.1)

Wi, f,M,F) = f+ =
(M, F) = 4 =2
ol i et f sont les nombres de rejetons males et femelles produits par une femelle
mutante et M et F sont les nombres de rejetons males et femelles produits par les ¥

autres femelles fondatrices de la colonie.

Le premier terme de (4.1) représente le nombre de rejetons femelles d'une mu-

tante et le second représente le nombre de rejetons femelles fertilisées par ses fils.

Evidemment, toutes ces variables sont aléatoires, c’est pourquoi nous associerons a
toute femelle mutante, la valeur sélective moyenne E[W].

Nous cherchons donc une stratégie r* qui soit protégée contre l'invasion de n’'importe
quelle stratégie mutante 7. Il faut donc déterminer le sex-ratio 7 de telle sorte que la

valeur sélective moyenne d’une mutante adoptant n'importe quelle stratégie # # r*



soit moindre que celle obtenue lorsque la mutante adopte la stratégie commune r*.

Un sex-ratio critique r*, qui sera potentiellement ESS, est solution de I'équation

9
S EW)| =0 (4.2)

F=r*
Déterminons tout d’abord E[W]. Pour ce faire, posons

g = (21,22, 23,84) = (7, f, M, F) et = (pin, s 0, F), (4.3)

Ol fsiy fy M €L pip sSont les espérances des variables m, f , M et F respectivement.

Le développement de Taylor de la fonction W autour de y est alors donné par

4 ow 1 & ’w
W) = W)+ l;(mi - #-’)a—wi(ﬂ) + 5‘_;1(%‘ — wi)z; - ﬂj)m(ﬁl
1 3 »;wW
ta '_'J_'Zk;l(ms — pi)(z; — g}k — #k)m(&) +een
Puisque E{(z; — ;)] = 0 pour tout i = 1,...,4, alors en prenant ’espérance on
obtient
EW(z)] = W( 5 54: El(z; — pi)(z; - _)]az_w( (4.4)
Z) = E) 2 = Ti— Bi)\Tj — Hj aziazj E) .
1 & 1%
t3r %Zk::l El(z: — miMe; — u)(zx - #k)lm(&) +
Ona
PW _ Zmlpitpr) W _
gt (i +um)P ' 0f2 7
PW _2alpjtur)  FW
OM? " (patpml ' OFT
et
o*w M P*w B

omdf  (ba +pm)? OMOF — (s +pm)*



Utilisons la notation o% pour désigner la variance de la variable X ainsi que oxy
pour désigner la covariance entre les variables X et Y. En conditionnant sur 7 ou

N, selon le cas, on obtient (voir Nishimura [24])
Bm = f"‘T! Hi= (1 - f)l“Ta

BM = TUNUT, pr = (1 —r)pnpr,
(4.5)

ok = (1 —Flur + 0}, ol = r(1 - r)unpr +r¥(pto} + pno),

057 =71 = F) (o} — ur), omr =r(1—r)un(0F — ur) + pioR.
D’ol, en ne gardant que les deux premiers termes du développement {4.4), on obtient

2pmlp; + #F))

EW] = uj+u—(l‘f+l‘i’)+ [m(— (i + a1

o + 0
2#1h(#j+#F)) ( pM )

+o? (————— +20, ;| —EM
M\ (i + pm)? P\ (g + m)?

2o (b )|

fud{(l =7) + (1 = r)un}
pr(f +run)

= pr(l —F)+

o2 rppun{(l = f)+ (1 = r)un}

—[#(1 = F)pr + 0

pr(F +run)?
+[r(1 = r)unpr + rPunod + rPofuf) f‘p%{(t;; (: ):rLIN;aT)PN}
+[H(1 ~ #)(a% — pr)] %
(L = r)in{o} = ) + (1 = o]

En résolvant maintenant I’équation (4.2), on obtient le sex-ratio critique donné par

o» = BTeN(L+ pr + pran)(L+ py) — ofen +oful + owpr
2uz(1 + pn)?
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qui, réarrangé sous la forme présentée par Nishimura [24], donne

N BN 1 ‘712‘) BTOY
o + 1- L) - FI°N | 4.6
2(1+pn)  2p17(1 + pn)? ["N ( #r)  (L+pw) o

A ce stade-ci, on remarque une erreur de transcription du résultat de Nishimura.
En effet, le dernier terme de (4.6) ne dépend pas de la variable T contrairement au

résultat (6) de Nishimura [24].

4.2 Ajout des termes du troisieme degré dans le
développement de la fonction E[W]

L’approximation (4.6) de Nishimura est bonne lorsque les troisiemes moments centrés
des variables N et T sont petits. Si on suppose que ceux-ci sont non négligeables
mais que les quatriemes moments centrés le sont, alors il est possible d’améliorer la
prédiction de Nishimura par I'ajout du terme de degré trois du développement (4.4).

Ce dernier est donné par

1§ PW
3 i'j,;ﬂ El(z; — pi)(zj — pi)(z — pie)] —aa:gﬁmjamk(&)°

Or, pour z; = m, f,M, F,on a

W PwW 0
dz;0fr  0z.0F

et puisque les variables 1 et f sont indépendantes de M et F, alors
E{(rh — 1) (M =y )?] = El(rh — i )JEI(M — ] = 0,
E{( — i )(F - pp)?) = El( — )l EICF - ue )] =0,
E[(M — pu)(th — pa)?] = E[(M — pae)| E[(h — pa)*] = 0,

E[(F — (= pa)?] = E[(F — pp)|E[(7 — pa)?] = 0.
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On obtient évidemment la méme chose en remplacant  par f . Par les arguments

précédents, il nous suffit donc de calculer 'expression

L Bl — a1 () + SEIM — e g )

. 3
Bl = ' = ] s+ B = )l 5y )
Or,on a

*W @ [MJF+F)] _ o[ 2MF+F)] _ 6M(f+F)
3 dm2 | (i + M)? | (h+ M)3 | (m+ M)’
Fw o [ wm(f+F) oi(f + F)] 6m(f + F)
M3 M2 | (m+ M)? aM (m + M) NCEY

oW _ 8 '_2M(f+F)] - M

afomz — 8f | (hm+ M) (h + M)®'

FW_ 8 [a(f+ F)] o
GFOM? ~ OF | (m+Mp| ~ (m+ Mp

En évaluant ces dérivées au point y et en utilisant les égalités (4.5), on obtient

3"’_W(E) _ brun((1—7) + (1 - r)un]
o3> pE(F + rpn )t
67((1 — ) + (1 - r)un]
6M3 (ﬁ) ph(F + rpy)?
(4.7)
»*Fw (W) = - 2run
afom? = wh(F+run)®’
AR
aFoME &) = F vy

Calculons maintenant les espérances. Pour ce faire, remarquons tout d’abord

que, conditionnellement sur T, les variables i et f sont de distribution binomiale de

parametres T', # et T', 1 — 7 respectivement. Alors,

E[m|T)=T%,



11l

VAR(RIT) = TH(1 - #)
et le troisitme moment centré d’une variable aléatoire binomiale est donné par
E[(m — E[m|T))*|T} = T#1 - #)(1 - 27).
D’ou,
E(m—pa)’] = El(h — E[m|T] + E[|T] ~ pa)’]
= E[(h — E[R|T])’] + 3E((h — E[|T])*(E[|T] - )]
+3E|(r — E[|T))(E[W|T] = p)’] + E[(E[RIT] - p)?]
= BlE{(h — EIT)IT] + SE(ERIT] - pa) Bl — ER{T)AT)
+3E((E[h|T) = pa)*El(rh ~ E[|T])|T]] + E[(E[R|T] - )]
= E[T#Q1 - #)(1 = 27)] + 3E[TH(1 — #)(TF — pn)] + E[(T# — pn)°]
= #(1 - #)(1 - 2F)ur + 37*(1 — Aok + P E((T - pr)’)-
Posons 67 = E[(T — pr)?]. On obtient alors
E[( ~ pn)) = #(1 = F)(L = % )ur + 331~ F)oh + 6. (48)

De maniere similaire, on trouve

El(— pa)*(f - j)] = E[E[(h - pa) (T — th — pr(1 — /) |T]]
= E[(T - (1 - #)ur) E(h — paIT) — Elta( — p)?)
= E[(T - (1~ Fur)El(h - pa)T]]

—E[(th — pa)?] = praol

E[(T - (1 - Aur)(TH(1 - #) + (T - pr)*)]

"

—E[(th — pa)*] — paoh
= #(1—#)E[TY - #(1 - )2 + FPE[T(T - pr)?)]
—#(1 = F)pror — Bl(m — ua)’] - paok

= #(1 =)o + Fuk — furod] + P (6 + prog)



—E((h — pa)*) = Fur[F(1 - #)pr + F203)
= #(1 —F)o} +#6r — E[(h — pn)°),

et par (4.8), on obtient
El(n - pa) (f = )] = #(1 = )[oA(L - 3) — pr(1 - 2) + 767, (4.9)

Par ailleurs, on a

N
M=Em,-

i=1

ol les m; sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de

méme loi que . avec 7 remplagé par r. Donc,

E(M—pu)®] = E[((M - Npn)+ (Npm — pu))’]
= E[(M - Npn)’] + 3E{(M — Npm)*(Npm — un)]

+3E[(M — Npm)(Npim = )] + E[(Nptm — paa)°]

N
= E[(Z(Tn, — pm))* )+ 3E[(M — Npm ) (Nptm — pvpm))

i=1

+3E[(M -— N[.lm)(Nl"m - ”Nﬂm)zl + E[(Nl-‘m - PNﬂm)G]

N N
= E[E[3(mi — )N + 3E[pm(N = pw)EY(mi = pm)*|V]]

i=1 i=1

N
+3E[uE (N — un) E[Y mi — N |N]) + 62 E[(N = un)?]

= E[NE[(m — pm)’]] + 3um EIN(N = un)on]] + pH E[(N — pn)?]
= unE[(m = pm)’] + 3pmonak + prén,
ou 6y = E[(N — pux)?]. Or, par (4.8) on a
E[(m = pm)®] = r(1 = 7)(1 = 2r)pr + 3r*(1 = r)of + r°6r,

et par conséquent

E[(M - um)®) = wnlr(l =r)(1 =2r)ur +3r*(1 —r)ot +r267]  (4.10)
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H3ruroR[r(l — rur + rlof] + riuzén.

Finalement, on a

E{(M — pu)*(F — pr)]

= E[E[(M = Nun)}(F — Nus)INJ| + E[E[(M - Npm)* (Vg — pr)|N]]
F2E(E((M = Npin)(Ntim — iy )(F = Nutg)IN]
F2E(E((M = Nun)(Ntim — prr)(Nas — )| N]
+E[E[(Npm — M) (F = Nug)|N]]
+E(E[(Npm — pu)*(Nps — pr)|N])

= E[E[(M = Npn)(F = Npg)IN)} + Elus(N = pn)E[(M — Npm)?|N]]
+2E(pn(N = pn)E[((M — Npm)(F — Nu;)|N]}
+2Euspm(N — pn ) E[(M — Nitm )|N]]

+E[u5(N = pn)E((F = Nup)|N)| + Elprpg(N — pn)?]
= E[Z;E = i) (fi = BN + g E[(N = gy ;E[ — pm)*|N]]
N

+2m E((N = pw) 3 El(mi — e )(fi = 1) IN)) + 12, 16

=1
= pnE[(m — i) (f — py)] + p1020% + 26m oK oms + plpsbn.

Or, E((m — pm)?(f — ps)] est donné par I'équation (4.9) en remplagant # par r. En

utilisant les équations (4.5), on obtient apres simplification,

E[(M = ) (F - pe)] = r(1—r)[(pnod + udod)(1 - 3r) - unur(l - 2r)

+runbr + Irprood + ruddy). (4.11)

En utilisant les équations (4.7), (4.8), (4.9), (4.10) ainsi que (4.11), nous sommes
en mesure de calculer le dernier terme de (4.4). Pour déterminer le sex-ratio cri-

tique, nous avons procédé de la méme maniere qu’a la section précédente en résolvant

I’équation (4.2). Nous avons obtenu, avec 'aide de MATHEMATICA, le sex-ratio
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critique suivant:

_ K+ VE? = 8ur(L + pn)* Bunpr(l + un) — 3unod(1 + un) + ckud(un — 7))
- 4p3(1 + pn ) (4.125

r*

ol

K = pnbr(1+pn) + 4enpr(1+ un) + pnpz(L+ on)® + dnpz + pvpz(1+ o)
+otuz(2un — T) — onpg(l + pn) = Spnor(L + un) — unpror(l + pn)’
+3uroos.

4.3 Quelques cas particuliers

(a) N aléatoire et T' = oo.

Dans ce cas,
K = pnT(1+pn)4+T(14pn)+ T (14 pn P+ 8T2 + 03 T2 (2pn = T) =03 T3 (1+pn)

et le sex-ratio (4.12) donne

K +/K? = 8T(1 + un)*3pnT(1 + p) + oX T2 (2un — 7))

To= AT3(1 + )t
BN ok oy

f1+pn) (T+un)p * (14 pn)?

+ fim K? —8T(1+ pn)'BunT(L + pn) + ofT?(2un = 7))
g 16T(1 + py)8
2
I ). (4.13)

2L +pun)  2(1+pn)?® 21 +pn)t

On obtient ainsi un sex-ratio légérement plus élevé que celui prédit par Nishimura,
(4.6).
(b) N fixé et T = oo.



Dans ce cas, 0% = éy = 0 et uy = N. On obtient exactement le sex-ratio optimal

du modele déterministe, c’est-a-dire

N _n-1

TAFN) . 2n

rt

olt n = N + 1 est le nombre de femelles fondatrices par colonie.
(¢) N et T fixés.

Puisque uy = N, ur = T et 0% = 6y = 0% = ér = 0, alors on obtient

e _ NE+TOA+N)+TH1+ NP
= 4T%1 + N)3

N4 +T(1+ N) + T3(1 + N)?)? — 24NT*(1 + N
+
4T*(1 + NP '

(4.14)

Nous avons comparé le sex-ratio r* obtenu a l'aide de cette derniére équation a
celui obtenu & P'aide de (4.6). Notre prédiction est légérement inférieure a celle de
Nishimura, surtout lorsque les paramétres N et T sont trés petits. A mesure que ['un
ou l'autre de ceux-ci augmente, la différence entre notre prédiction (4.14) et celle de
Nishimura (4.6) s’estompe.
(d) NV fixé et T de loi P(A).

Ici, uy = N, 0% = 6y = 0et pr = 02 = ). De plus, 67 = A. En effet, le troisieme

moment de la variable aléatoire T' est donné par

E[T%] = :%E[e""] = %(exp{x(e’ ~DP| = A 3N+ ).

0 s=0

Donc,

E[(T-AP] = E[T% - 3)\E[T? +3)ME[T] - X

AML+3A+2%) =320+ 2%) + 248
= A
Dans ce cas particulier, les formules (4.12) et (4.6) donnent exactement le méme

sex-ratio,
r= N
T2+ NY
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(e) N de loi P(v) et T de loi P(A).
Onapuy =0y =8y =vet ur = or = b7 = A. Le sex-ratio optimal tel que
proposé par Nishimura est donné par (4.6), c’est-a-dire

. V(2+v)

r = m (415)

Remarquons que, comme dans le cas précédent, ce sex-ratio ne dépend pas du nombre
de rejetons par femelle T'.
Le sex-ratio optimal déterminé par I’équation (4.12) est donné par
Ap[=44+ 20+ A+ 20 + 302 + )]

o= T EIF (4.16)

\/SUX’(’T — WY1+ 0) + M2 [—4 4+ 20 + XA+ A + 302X + 03]
* 1 40)R '

4.4 Calcul exact de E[W] lorsque T est une variable

aléatoire de Poisson

4.4.1 Cas ol N est une variable aléatoire quelconque
Remarquons tout d’abord que lorsque th+M = 0, la fonction W donnée par I’équation
(4.1) n’est pas définie. En fait, lorsque n + M = 0, le groupe en question ne con-

tient aucun rejeton male et un tel groupe ne peut alors survivre. A la maniére de

Nagelkerke [23], redéfinissons la valeur sélective d’une femelle mutante par la fonction

Wi, f,M,F)=

. f+X sim+M21
(4.17)

0 sinon,

ot X, désignant le nombre de rejetons femelles inséminées par les rejetons males de

la femelle mutante, est de loi binomiale avec les parametres f + F et /(i + M),

dans lecasol i + M > 1.



Sachant i, f, M, F et la formule pour I’espérance d’une variable aléatoire bino-

miale, la valeur espérée de W est donnée par

) fr=———(f+F) sim+M>1
Win fMF)={ T™tM (4.18)

0 sinon.

-

m

Si T est de loi P(), alors i est de loi P(A7). En effet, posons

X =

1 sile i° rejetons d’une mutante est un male
0 sinon.

Alors,
Ele®] = E[e'Tin®] = B[E[e! T X7

E[NL, B[S (T = E{(E[e*])")

Y 4 - . \T AT
= E[((l —-7)+ re‘) ] = TZ_:O ((1 -7+ re‘) Ti
= i [A((L - 7“),'*' fet)| = e r1-ftel]

=0 T!
- e,\i’(e‘—l),

qui est la fonction génératrice d’une variable aléatoire de Poisson de moyenne A#. De

la méme facon, on montre que f est de loi P(A(1 ~ #)). De plus, sachant que N
femelles non-mutantes produisent 7, ..., Ty rejetons, les variables aléatoires M et F
sont de distributions binomiales avec les parametres Sy, et Sy, 1—r respectivement,
ou

Sv=Ti+-+Tn.
Donc, sous I’hypothése que les variables T}, .. ., Ty sont de loi de Poisson de paramétre
A, on en conclut que M|N est de loi P(NAr) et F|N de loi P(NA(1 —r)). De plus, 2

et f sont des variables aléatoires indépendantes. Pour monter ceci, remarquons tout

d’abord que conditionnellement sur T, f = T — 2. On a donc,

P(h=k f=n) = E[P(r=k f=n|T)



= E[P(fa = k,T — i = n|T)]

o0 /\te-f\

= Y Plh=km=T-nlT =)=

t=0

0 t,=)
= Y Pm=kt=k+nT= he
=0 t!
Ak+ne-,\

= P(Th=k|T=k+n)(k+n)!

a Ak+ne-A

k+ . .
- (1)re-rar

(MW)ke™™ (A1 = #))re=20-7)
PR Al

= P(m=k)x P(f =n).

Pour montrer que, conditionnellement sur N, la variable aléatoire M est indépendante

de la variable aléatoire F, il suffit de remarquer que

M=§:m; et F=§:f;=i(T.~—mg),
i=1 i=1 i=1
ot les m; sont des variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson de moyenne
Ar. En reprenant la démonstration ci-dessus, on vérifie aisément que pour tout : =
1,...,N, la variable m; est indépendante de f;. Puisque m; est indépendante de f;
pour tout 7 # J, on en conclut que M est indépendante de F.

Nous pouvons maintenant calculer la valeur sélective moyenne E[W|N], ou W est

donné par I’équation (4.18). On obtient,

E[WIN] = E[W|m+M >1,NP(m+M > 1|N)
+E[W|i + M =0, N|P(2 + M = 0|N)

A

m

. ) S . '
m+M(f+F)|"‘+M > 1, N|P(h + M > 1|N)

= B(f+

Puisque, conditionnellement sur NN, les variables aléatoires 1, f , M et F sont mutuelle-

ment indépendantes, alors la variable f + F est conditionnellement indépendante de



. m N
la variable — D’ou, on a
m

+M

E[W|N] = [E[f] + (E = f -

)] (1— P+ M =Q|N)).

Or, par Lemire et Lessard [17], on sait que

E[m
E[#] + E[MIN]’

E[rh rM
Par ailleurs, on a
P(th + M = 0[N) = P(1h = 0)P(M = O]N) = e~ MF+N7),
On obtient donc,

'

E[W|N] = [A(l-f»)+( )(/\(l—r‘-)+AN(l—r))] (1 — e+

F+ Nr

= Ma-p =R oy, g

Calculons maintenant £[W)]. On a
EW] = E[EW|N]]

oo gy o]
Donc,
9 A(1 -7 - .
FEW| = E[% (,\ [(1—f)+r((1 :.‘):A";(l r))](l—e"\(""m))) g

_ L, N+ =7 . ~(N+1l)r—=(N+1)1-7)

= |- S ()

X (1 _ e-A(NH)r) + 2(1 _,’.)/\e-z\(NH]r]

_ l—r _ 1 _ o=AN+1)r
AE’[( 1+ . (N+1)r)(1 e )



P

= )ME [(—2 + (Nj-rl)r) (1- e-f\(N+1)r) +2(1- r)Ae-t\(N-H)r]

= =21 — e ME[e™]) + 20%(1 — r)e M E[e™V]

A N1 N -.\Nr])
+r(E[1+N] ¢ E[1+Ne '

Posons
et)=E[eN] o I(2)= / elo(t)dt. (4.20)
On a alors,
e=(N+1) T, z
_ N+t gy — N+ gy —
E[1+N _E[f_me dt]_/_mE[e | dt = I(z).

Utilisant ceci et le fait que

IR S
1+ N~ 1+ N’

on obtient aisément les équations suivantes:

E[e™™] = g(-Ar), (4.21)
E [HLN] =1-1(0) (4.22)
et
N a ar =ArN
E[—-1+Ne N = gle *”]-E[;H]
= ¢(=Ar) = eMI(=Ar). (4.23)
D’oi,
b%E[W] = 201 — e Mp(=Ar)) + 2X2(1 — r)e"Mp(=Ar)

r=*F



+é (1 - I(0) — e~ p(=Ar) + I(-—Ar))
= é [—21‘ +eMo(=Ar)(2r + 2hr(L = 7) = 1) + 1 — I(0) + I(-/\r)] .

On détermine le sex-ratio critique r* en résolvant I’équation

9
EW)| =0

F=r

Donc r* satisfait a ’équation

=2 + e p(=Ar*)(2r* + 2Ar* (1 = 1*) = 1) + 1 = I(0) + [(=)*) = 0,
(4.24)

ott et [ sont donnés par (4.20). Le sex-ratio r* sera optimal au sens ESS si en plus

r* satisfait a la condition

9
-a—r;;E[W] e <0.
Cette condition devient dans le cas général,
o2 _ 2\ N _Ar(N41) . e~ MH{N+1)
oW, = e [ - e (S

AL =2 — A 4 ,\r*z)E[e""*(N“)]] <0. (4.25)

Or, cette derniere condition est vérifiée si
1 =2 = A + Ar*? <0,

Done, pour montrer que le sex-ratio critique r* est optimal au sens ESS, il suffit de
vérifier la condition suivante:

(2+A)—\/4+/\2<r*<(2+)\)+\/4+/\2
2\ = = 2\ '

(4.26)

Remarquons que la limite supérieure est plus grande ou égale 4 1/2.



122

Si on suppose que chaque femelle a un trés grand nombre de rejetons, alors en
prenant la limite lorsque A — oo de I’équation (4.24) et en utilisant ’équation (4.22),
on obtient le sex-ratio critique

L_1o10) 1= B[]
-2 2

: (4.27)

Or, lorsque A est trés grand et que la taille des groupes est aléatoire, le sex-ratio
optimal au sens ESS a déja été déterminé par Karlin et Lessard [14] ainsi que par
Nunney et Luck [25]. Ils obtiennent le sex-ratio

p—1
‘7#* !

*—

(4.28)
ou u* est la taille moyenne des groupes non vides. A premitre vue, on pourrait croire
que les deux résultats (4.27) et (4.28) sont contradictoires, mais ce n’est pas le cas.
C’est ce que nous allons tenter de démontrer. Tout d’abord, revenons sur la définition
de la variable N. N représente le nombre de co-fondatrices d'une femelle prise au
hasard dans la population entiére. Si N* représente la taille d’un groupe, alors on a

la relation suivante:

P(N =n) = P(une femelle tirée au hasard dans la population provienne
d’un groupe de taille n + 1)
(n+)P(N*=n+1)

Sivolk + 1)P(N* =k +1) (4.29)
Donc, on a
E[_L_] — Yo P(N*=n+1)
N+1l 7 Tioolk+1)P(N* =k +1)
- P(N*2>1)
Tisolk + )P(N* =k +1)
1

Tivolk + 1)P(N* =k +1|N* > 1)

1
E[N*N* > 1]



et par conséquent

Le sex-ratio critique, déterminé par ’équation (4.24), est alors en accord avec la
littérature lorsque A est excessivernent grand.

D’autre part, lorsque A est trés grand, il est improbable qu’un groupe ne produise
aucun male. [l serait alors intéressant de comparer les approximations obtenues aux

deux premiéres sections au sex-ratio exact donné dans cette situation par (4.27). Pour

ce faire, considérons le développement de Taylor de la fonction f(N) = N :_ 1 autour
de la moyenne py. On a
1 1 N-py  (N—pn)®  (Nopn)

N+l av+1 (an+D? " (v +10  (un+1)*

En prenant l'espérance des deux cotés et en supposant que le quatriéme moment

centré de la variable N est suffisamment petit, on obtient alors 'approximation

E[ 1 ]~ 1 4 o% SN
N+1l 7 pv+1 (v +12 (v +1)%

Remplagant ceci dans |'équation (4.27), on trouve exactement 1'équation (4.13).

4.4.2 Cas ou N est fixe

Lorsque N est fixé, la fonction génératrice devient,
o(t) = E [eV] = e,

De plus,
e=(V+1)
N+1’

I(z) = /_ ; eo(t)dt =



D’ou on a,

1 AT (N+1)

—\p*) = o~ M*N _ —\r*) = )
e(=Ir*)=e ,  1(0) N+l et  I(—Ar*) N1l

On détermine le sex-ratio critique r* tout simplement en résolvant ’équation (4.24),
c’est-a-dire,

1+1)+N—
N+l " N+1~

—* e NN (9% L 2Ar* (1 - 1) — 0. (4.30)

Avec 1'aide de MATHEMATICA, nous avons résolu numériquement l'équation
(4.30) pour diverses valeurs de N et A. La liste des sex-ratios optimaux obtenus se

trouve dans le tableau 4.1.

4.4.3 Cas o1 N est de loi de Poisson de moyenne v

Si N est de loi P(v), alors

‘P(t) =F [etN] = eu(e‘—l)

et
T z (t~1)7° v(e*=1) _ -v
- ¢ _ topfet=1) 3y _ e’ _¢ ¢
I(z) -/—oo e‘p(t)dt f_w e'e dt [ ” ]_m > .
Donc,
1—e" e(e™¥=1) _ v
I(0) = » et I{=Ar) = ”

En remplagant maintenant dans 1’équation (4.24), on obtient

* _ _xrt-l
(21— 14+ 2rH(L = )t ey L€ )

. (4.31)

Avec I’aide de MATHEMATICA, nous avons résolu numériquement 'équation

(4.31) et les résultats sont résumés dans le tableau 4.1.



4.4.4 Cas oll N est de loi binomiale de parametres n et p

Si N est de loi B(n,p), alors la fonction génératrice des moments est donnée par

P(t) = (g +pe')™,
oi ¢ =1 — p. D’autre part, on a

z

(q + pet)"*!
n+1

(g +pe)™*! — ¢!
n+l '

I@)= [ ea+petydi=

-0

Dans cette situation, le sex-ratio critique r* devra satisfaire ’équation (4.24)

(1-(g+pemmy®)
p(n+1) (432)'

— 2 4 e (g4 pe )2 + 20 (L= 1) = 1) + 1 —

Le tableau 4.1 contient la liste des sex-ratios critiques obtenus en résolvant numériquement
I'équation (4.32). Nous avons fait également les calculs lorsque n est grand et p petit.
Les résultats étaient les méme que dans le cas oli V est supposé de loi de Roisson, ce
qui n’est pas surprenant car une variable aléatoire binomiale peut, dans ces cénditions,

éire approchée par une variable aléatoire de Poisson.

4.4.5 Cas ol N +1 est de loi géométrique de paramétre p

Dans ce cas, on dira que N est de loi géométrique décalée et on notera G4(p). Donc,

on a
tY=E t(N41)=t = D

ot ¢ =1 - p. De plus,

I(z)

1

/’ e‘go(t)dt:/z pe’ dt:/: P gu

-0 - 1 —qet 1-qu

P
= =In(1 — ¢€%).
q( qe’)

D’ot, on a



iV

et

I(=\r*) = -g In(1 — ge=").

Par conséquent, le sex-ratio critique r* sera solution de ’équation

=Ar*

—o 4 @ +2rt(1 =) = 1)+ 1+ Linp - Pin(1 - gy =0,

_re -
— =Ar*
L-ge (4.33)

La liste des sex-ratios obtenus en résolvant numériquement 1’équation (4.33) se trouve

au tableau 4.1.

4.4.6 Casou N+2 est de loi binomiale négative de parametres

2etp

Dans ce cas, on dira que N est de loi binomiale négative décalée et on notera

BN4(2,p). Donc, on a

p2
o(t) = Bt =

(1 - qet)?
et
x 2 2 * 2,r
e 1 e
I(.’It)"/ F 2 =L =t z’
o (1-—qu) q [l—qu], 1-gqe
Donc,
2
P
I(0) = =
(0) T—¢="
et
pZC-Ar*
I{=Ar*) = ——.
( A’r) 1_qe_’\rt

L’équation (4.24) devient alors,

2 ,=Ar* 2 ,—=Ar*

* p’e * p'e
- /= (2r"+ 20" (1 =) - 1)+l - p+ ————=10.
T =g (d=ri=1 1—gqe~¥ (4.34)

La liste des sex-ratios obtenus en résolvant numériquement 1’équation (4.34) se trouve

au tableau 4.1.
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4.4.7 Résultats et analyse

Dans tous les cas traités ici, la condition (4.26) est vérifiée et par conséquent tous les
sex-ratio énumérés dans le prochain tableau sont optimaux au sens ESS.

En guise de comparaisons, nous avons cru bon de rassembler tous les résultats en
un seul tableau, le tableau 4.1. Pour chaque valeur de la moyenne de N, dénotée
p, nous avons disposé les sex-ratios optimaux au sens ESS par ordre croissant de la
variance de N. Par exemple, lorsque la moyenne est 1, les variances associées aux lois
binomiale ( B), Poisson (P}, binomiale négative décalée (B.N;) et géométrique décalée
(Gy) sont respectivement 0.33, 1, 1.5 et 2. Evidemment, lorsque N est supposé fixe il
n'y a aucune variance. On remarque alors que le sex-ratio ESS diminu & mesure que
la variance augmente, sauf dans les cas oi A = 1 et A = 2, ou l'inverse se produit. De
plus, & mesure que la moyenne p augmente, une augmentation de la variance semble

favoriser les femelles pour presque toutes les valeurs moyennes de rejetons par femelle,

A

Nagelkerke [23] a obtenu des résultats similaires dans le cas oit ¥V et T sont fixés.
Qualitativement parlant, les résultats sont les mémes. Par contre, ceux de Nagelkerke
sont supérieurs aux nétres. Il semble alors que la stochasticité de la variable T favorise
également la production de femelles.

Nous avons dans ce chapitre déterminé explicitement le sex-ratio optimal au sens
ESS lorsque le nombre de rejetons par femelle T est de loi de Poisson de moyenne A.
Nous n’avons imposé aucune contraine sur la variable aléatoire N, qui rappelons-le,
représente le nombre de co-fondatrices d’une femelle tirée au hasard dans la popu-
lation. Ainsi, quelle que soit la distribution de N, le sex-ratio optimal devra étre
solution de I’équation (4.24). Si nous ne connaissons pas la loi de N mais plutdt celle
de la variable N*, représentant le nombre de femelles fondatrices d'un groupe, alors
il est possible de déterminer la distribution de N par la formule (4.29), et par le fait
méme d'en déterminer le sex-ratio optimal. Par exemple, si N* est de loi P(v) alors
il est facile de montrer que N est de loi P(v). De méme, si N* est de loi B(n,p) alors

N est de loi B(n —1,p).
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Moy. Loide N |A=1[A=2|X=3|XA=4|A=5|)A=10()—> o0

0 Fixé 0.443 | 0.396 | 0.358 | 0.327 | 0.301 | 0.218 | 0.000
1 Fixé 0.430 | 0.381 | 0.347 | 0.322 | 0.303 | 0.261 | 0.250
B(10,0.1) |0.433 | 0.388 | 0.356 | 0.331 | 0.311 | 0.253 | 0.188
P(1) 0.433 | 0.389 | 0.356 | 0.331 | 0.312 | 0.251 | 0.184
BN,(2,2/3) | 0.435 | 0.391 | 0.358 | 0.333 | 0.312 | 0.249 | 0.167
Ga(1/2) | 0436 | 0.392 | 0.359 { 0.334 | 0.313 | 0.246 | 0.153
f=2 Fixé 0.427 | 0.385 | 0.361 | 0.348 | 0.340 | 0.333 | 0.333
B(20,1/10) | 0.431 | 0.391 | 0.365 | 0.348 | 0.335 | 0.304 | 0.288
P(2) 0.431 | 0.391 | 0.365 | 0.348 | 0.334 | 0.301 | 0.284
BN,(2,1/2) | 0.433 | 0.394 | 0.367 | 0.347 | 0.331 | 0.285 | 0.250
G(1/3) | 0.435]0.396 | 0.368 | 0.346 | 0.329 | 0.275 | 0.225
p=3 Fixé 0.429 [ 0.396 | 0.382 | 0.377 | 0.376 | 0.375 | 0.375
B(30,1/10) | 0.431 | 0.398 | 0.380 | 0.369 | 0.362 | 0.349 | 0.345
P(3) 0.432 | 0.398 | 0.379 | 0.368 | 0.361 | 0.346 | 0.342
BNy(2,2/5) | 0.435 | 0.400 | 0.378 | 0.362 [ 0.350 | 0.317 | 0.300
Ga(1/4) | 0437 | 0.402 | 0.377 | 0.358 | 0.343 | 0.300 | 0.269
=1 Fixé 0.432 | 0.408 | 0.402 | 0.400 | 0.400 | 0.400 | 0.400
B(40,1/10) | 0.434 | 0.407 | 0.395 | 0.389 | 0.386 | 0.381 | 0.380
P(4) 0.434 | 0.407 | 0.394 | 0.388 | 0.384 | 0.379 | 0.377
BN,(2,1/3) | 0.437 | 0.407 | 0.388 | 0.376 | 0.366 | 0.343 | 0.333
Ga(1/5) | 0.439 | 0.407 | 0.385 | 0.369 | 0.356 | 0.320 | 0.300
p=5 Fixe 0.436 | 0.420 | 0.417 | 0.417 | 0.417 | 0.417 | 0.417
B(50,1/10) | 0.437 | 0.417 | 0.409 | 0.406 | 0.404 | 0.403 | 0.402
P(5) 0.437 | 0.416 | 0.408 | 0.405 | 0.403 | 0.401 | 0.401
BN4(2,2/7) | 0.439 | 0.413 | 0.398 | 0.387 | 0.380 | 0.363 | 0.357
Ga(1/6) | 0.441 | 0.412 | 0.392 | 0.378 | 0.367 | 0.336 | 0.321
% =10 Fixe 0.456 | 0.455 | 0.455 | 0.455 | 0.455 | 0.455 | 0.455
B(100,1/10) | 0.455 | 0.451 | 0.451 | 0.451 | 0.451 | 0.450 | 0.450
P(10) | 0.455 | 0.451 | 0.450 | 0.450 | 0.450 | 0.450 | 0.450
BN,(2,1/6) | 0.451 | 0.437 | 0.430 | 0.426 | 0.423 | 0.418 | 0.417
Ga(1/11) | 0.451 | 0.431 | 0.418 | 0.409 | 0.402 | 0.386 | 0.380

Tableau 4.1: Liste des sex-ratios optimaux au sens ESS obtenus lorsque T est de loi
de Poisson de moyenne A. La colonne de droite représente le sex-ratio obtenu dans le
cas ol A est excessivement grand.



Conclusion

Depuis son introduction en 1967 par Hamilton (13}, le modéle LMC a donné lieu
a de nombreuses études. L'insertion de parameétres au modéle original tels que la
migration partielle des mailes et des femelles avant et aprés accouplement, avec et
sans régulation, ainsi que des hypothéses sur la stochasticité de certains parametres

sont étudiés dans cette these.
Nous avons d’abord développé une méthode efficace de détermination des sex-

ratios critiques. Des conditions d’optimalité ESS et CSS sont également élaborées.
Cette méthode est par la suite utilisée pour déterminer les sex-ratios critiques pour
divers modeles faisant intervenir de la migration partielle. L'optimalité, et dans cer-
tains cas la non-optimalité, des sex-ratios critiques est vérifiée. Certains des résultats
obtenus rejoignent ceux obtenus auparavant par d’autres auteurs.

Considérons par exemple le modele LMC ou 'on permet & une proportion 1 -3 des
femelles de chaque groupe de choisir un partenaire sexuel parmi tous les males de la
population. Pour ce modele, les sex-ratios critiques ont déja été déterminés par Karlin
et Lessard [14] dans le cas de populations haploide et diploide avec dominance du géne
mutant S sur le géne résident R. La méthode nous a permis de trouver ce résultat
dans la situation plus générale oil le sex-ratio résident r (provenant de ’homozygote
RR) est confronté & deux sex-ratios mutants s (provenant de I'homozygote 55) et
t (provenant de I'hétérozygote RS), ainsi que dans le cas d’une population haplo-
diploide avec contréle par les males et par les femelles (voir le tableau 1.1). On
remarque tout d’abord que les sex-ratios optimaux au sens ESS sont presque toujours
biaisés en faveur des femelles. Pour 8 fixé, ce biais est d’autant plus marqué dans
des populations haplo-diploides. Ceci est probablement dii au fait que les méles ne

transmettent leurs génes qu'aux rejetons femelles. Bulmer et Taylor {4] attribuent le
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biais en faveur des femelles & la compétition entre males apparentés pour s’accoupler.
Donc une augmentation de 8, qui aura pour effet d’augmenter la compétition entre
males apparentés, devrait occasionner une diminution du sex-ratio ESS. C’est en effet
ce qu’on observe sauf pour une population haplo-diploide avec contréle du sex-ratio
par les males. Dans ce dernier cas, une augmentation de la compétition entre males
apparentés semble favoriser la production de males. .

Nous avons d’autre part déterminé analytiquement certains des résultats numériques
de Bulmer [3] dans la situation ol des proportions fixes de males et de femelles
se dispersent avant l'accouplement avec immigration uniforme, c’est-a-dire que tous
les groupes recoivent la méme quantité d’immigrants males et la méme quantité
d'immigrants femelles (voir le tableau 1.2). Bien que nos résultats coincident avec
ceux de Bulmer dans le cas de populations haploide et diploide, ce n’est pas ce qu'on
observe pour une population haplo-diploide. Plus les proportions d'immigration sont
petites, plus I'écart est grand. De plus, Bulmer relate de légeéres variations du sex-
ratio ESS selon le degré de dominance, nos calculs ne montrent cependant aucune
divergence. Nous avons également examiné la situation ol 'immigration est propor-
tionnelle a la taille des groupes, c’est-a-dire que chaque individu quittant sont groupe
d’origine est remplacé par un individu de méme sexe pris au hasard dans la popu-
lation. Or, dans le cas d'une population haplo-diploide, nous avons montré que le
sex-ratio critique n’est pas optimal au sens ESS.

Nous nous sommes intéressé aussi & 'influence de la migration des femelles apres
I'accouplement. Si on considére une population haploide subdivisée en groupes de
taille 2, et que seule une proportion d des rejetons femelles inséminées se dispersent,
alors Bulmer (3] montre que le sex-ratio ESS n’est nullement influencé par la valeur
du paramétre d. Nous avons montré que ceci est vrai si on suppose que I'immigration
est uniforme. Si l'immigration est proportionnelle, le sex-ratio ESS dépend de la
fréquence des femelles qui se dispersent.

Nous nous sommes également intéressé a ’optimalité du sex-ratio dans une popu-
lation haploide et hermaphrodite en équilibre polymorphique (c’est-a-dire que les
deux génes sont présents dans la population). Pour nous assurer d'un tel équilibre,

nous avons permis i une faible proportion des deux génes de subir des mutations



réciproques. En supposant que seule une petite proportion des individus se dispersent,
nous avons pu avec l'aide d’équations différentielles déterminer la distribution de
la fréquence des deux génes & 1'équilibre. En nous inspirant de Kimura {16}, une
analyse de cette distribution nous a amenée a la détermination d’un certain sex-ratio
“optimal” donné par I’équation (3.19).

Tous les modeéles traités antérieurement suppose que chaque femelle produit un
trés grand nombre de rejetons. Nagelkerke [23] a analysé la situation plus réaliste ot
chaque femelle a un nombre fini de rejetons T'. Il obtient un sex-ratio optimal au sens
ESS qui croit & mesure que le paramétre T diminue. Il attribue ce phénomene au
fait qu’une diminution du nombre de rejetons augmente la probabilité qu'un groupe
ne produise aucun maéle et donc augmente la probabilité qu'un groupe s'éteigne.
Nishimura [24] s’est intéressé a P’effet de la stochasticité des paramétres tels que T
ainsi que le nombre de co-fondatrices d’une femelle tirée au hasard dans la population
N. L’approximation obtenue devrait étre bonne lorsque ces variables aléatoires n'ont
pas de trop fortes variances. Nous avons effectué un calcul exact du sex-ratio optimal
au sens ESS dans la situation ol T est de loi de Poisson et NV est de loi quelconque.
Ce calcul s’applique & des populations ol le mode de transmission des génes aux deux
sexes est le méme (haploide et diploide). Qualitativement parlant, les résultats sont
les mémes que ceux de Nagelkerke, mais il semble que la stochasticité des parametres
favorise un plus grand pourcentage de femelles.

Bien que la loi de Poisson modélise bien le nombre de rejetons par femelle, il serait
intéressant de déterminer le sex-ratio ESS dans la situation générale oii T est de loi
quelconque.

Enfin, il est permis d’espérer que les méthodes développées dans cette theése vont
permettre de déterminer dans un avenir pas trop lointain bien d’autres stratégies

optimales dans des populations subdivisées.



Annexe A

Matrice M(r,r) dans le cas du
Modeéle II

[ (1-dy? 81(1-d)® 81(1~d)? (1-dP? (1-dp (1-dP® (1-dP (1-dP (1-d) ]
-d) 256 256 16 16 16 256 16 256
0 27(1=-d)® 27(1~-d)® (1-d)® (1-d)® (1-d)® 3(1-d)® (1-d)? 31-d)?
128 128 8 8 8 128 8 128
0 27(1-d)® 27(1~-d)® (1-d)® (1-d)* (1-d)® 3(1-d)® (1-d)® 3(1-d)?
128 128 8 8 8 128 8 128
up-q Y@ YD g ) ) MY g8 k)
128 128 8 8 8 128 8 128
0 91-dp? 9ol-df (1-d)?® (1-d)* (1-d) 9(1-d)® (1-d)® 9(1-dy?
256 256 16 16 16 256 16 256
0 9(1-d)y? 9(1-d)? (1-dp (1-d)? (1-d)® 9(1-d)’ (1-d)® 9(1-d)?
128 128 8 8 8 128 8 128
P (C i NP CO N N TC) N C) N[O N C)
128 128 8 8 8 128 [] 128
0 9(1-d)? 9(1-d)? (1-d (1-d)* (1-d)® 9(1-d)® (1-d)® 9(1-4d)?
256 256 16 16 16 256 16 256
0 3/(d) 3 gd) g gd 3 gd)  3A(d)
128 128 8 8 8 128 8 128
ol
f(d) = (1+30d- 15d%)
g(d) = (1+6d~3d)
h(d) = (9+14d - 7d%).
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Annexe B

Matrice ;%M(r, 3)1s dans le cas du

=r
Modeéle I (Immigration
:

proportionnelle)
oo HERUSW GRS o o GRS 0o
I T = R = e
o0 g G o o GEEER o
ey W B e e © 0 0
oo MFHESM D 0 o FgpTe o
oo HEESH o o o HEEEE 0 o
0 % (D) (E) '2(%35 4—({{—’) (F) 0 ¢
o0 MEEER R 0 o AEEER oo
0 8(;—3."’) ©) (H) 2—(% 4—(-1{"7) ) 0 0
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(H) =

(1)

—_—
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3(1 — 18d + 94 — 2r + 60dr — 184%r)

1287(1 —r)
d(2 — d — 5r 4 2dr)
4r(l - r)
(3 + 10d — 5d* — 6r ~ 28dr + 10d%r)
128r(1 - 7)
(3 +42d - 21d* — 4r + 12d%r)
128r(1 — )
(1424 =& —r 4 d4dr — )
8r(1 —r}
_(9—2d + d? + 56dr — 164°r)
128r(1 — 1)
_(L-18d + 94 — 4r +12d*r)
128r(1 —r)
_(—4d +2d* — 1 + 4dr — d*r)
8r(l —r)

_ (=9 — 30d + 15d* + 56dr — 16d°r)
128r(1 - r)




Annexe C

Matrice ;%M(r, s)

S=

. dans le cas du

Mode¢le I (Immigration uniforme)

r _ 2d(1-d)? _841-4? 7014} (Jdr+2r-1
(1=r) 128(1~=r) 1867(1-r)
0 _3rdn-a? _ =) (3dra1)
B4(l=r) 128r{l=r)
0 _17d(1-¢)° _1-di(3dr=1)
84(l=r) 128r{t=r)
3d7(24~3)  _ 9d{1432d-134%)
(i-r) 84(1-r) (4)
0 _9d(31-dV _X1-d)’(3dr=2r43)
128(1-r) 238r(1=r)
0 _9d(1=d)? _ U t-d)¥(ddr2rsd)
#4(1-r) 128¢(1~r)
_3a(1+22d-1347)
0 Satir) ©
9d(1-d)? Ai-d)(Mr—2r-}
0 _Sdi=dl _Mi-dP(decdeny)
128(1-r) 156r(1-r)
L1843
0 — Jdit+22d>1347) (F)

64(1-r)

_(=d)¥(dre2e~1)

16¢(1=r)

_{1=d)yd+1)
8(i-r)

_{t=d(dryr=t)

sr(l-r)

4(4-2d—9r+3d%r)
ar(l-r)

(L=d)¥(drs1)
16r(1=~r)

_]l-!!"iﬂ»l!
ir(i-r)

(D)

_(l-!)'(dr-l]
1ér(l=r)

(G)

135

1-4) _d1=d  _ (1-dV(drsar-1)
~8(1=r) 16(1~r) 286r(L=r)
_dr-ay? _dti=dy? (1=dV(3dr4dr=1)

4(l=r) 8(1=r) 128r(l=r)
_dg=4? _d(i-dP _ (1=-d)(3dr4dr=3)
4(1=-r) 8(1=-r) 128r(l=r)
4(347-4d~1)  d(3d)-4d-1) (B)
A(1-r) 8(1-r)
dii=dy? _dii-d?  _ 31-dP(3dri2rp1)
T 1-r) 16(1~r) 286r(1~r)
_d=dy _d(iad)?  _ 3(1-d)(3dredrel)
4(1-r) 8(1~r) 128e(1=r)
d(3d'-4d-1] d{3d1-4d-1) (E
H(i-r) 8{1-r) )
Y _g1=d  _ 3(1-d)’(3drs2r~3)
8(1-r) 16{1=r) 288r(1-r)
d(3dd-4d-1)  d(3d?~4d-1) (H)
A(L-r) &(1-r)

o




ol

(4)

(B)

3(1 — 18d + 9d2 — 2r + 39dr + 48d*r — 45d°r)

—

128r(1 —r)

(3 + 10d — 542 — 6r — 29dr + 4d%r — Td°r)
128r(1 — 1)

(3 +42d - 214> — 4r — 21dr + T8d%r — 45d°r)

128r(1 — 1)
_(L+2d —d? —r+3dr + 3d*r — 3d°r)
8r(l —r)
_(9-2d +d* +59dr + 2d°r — 21d°r)
128r(1 — 1)
(1 — 18d + 9d% — 4r + 21dr + 78d%r — 45d°r)
1287(1 —r)
(—d4d + 2d? — r + 3dr + 3d%r — 3d°r)
8r(l —r)

_(=9-30d+ 15d% + 59dr + 2d%r — 21d%r)
128r(1 ~r)

130



Bibliographie

[1] O. Bolza, Lectures on the calculus of variations. Chelsea Publishing Company.
New-York. (1960).

[2] S. A. Boorman et P. R. Levitt, The genetics of altruism. Academic Press. New-
York. (1980).

[3] M. G. Bulmer, Sex ratio theory in geographically structured populations. Heredity.
56, (1986) pp. 69-73.

[4] P. D. Taylor et M. G. Bulmer, Local mate competition and the sex-ratio. J. Theor.
Biol. 86, (1980) pp. 409-419.

[5] C. Cannings et L. M. Cruz Orive, On the adjustment of the sex ratio and the

gregarious behaviour of animal populations. J. Theor. Biol. 55, (1975) pp. 115-
136.

[6] E. L. Charnov, The Theory of Sex Allocation. Princeton University Press. Prince-
ton. (1982).

(7] 1. Eshel, Evolution and continuous stability. J. Theor. Biol. 103, (1983) pp. 99-
111.

[8] R. K. Colwell, Group selection is implicated in the evolution of femele-biased sex
ratios, Nature. 290 (1981) pp. 401-404.

[9] J. F. Crow et M. Kimura, An Introduction to Population Genetic Theory. Harper
& Row. New-York. (1970)

[10] W. J. Ewens, Mathematical Population Genetics. Springer-Verlag. New-York.
(1979).

(11] R. A. Fisher, The general theory of naturel selection. Dover. New-York. (1958).
[12] S. A. Frank, Hierarchical selection theory and sex ratios. I. General solutions for

structured populations. Theoretical Population Biology. 29, (1986) pp. 312-342.

137



(13] W. D. Hamilton, Extraordinary sex ratio. Science. 156, (1967) pp. 477-488.

[14] S. Karlin et S. Lessard, Sez Ratio Evolution. Princeton University Press. Prince-
ton. (1986).

[15] S. Karlin et H. M. Taylor, A First Course in Stochastic Processes. Academic
Press. New-York. (1975).

[16] M. Kimura, Evolution of an altruistic trait through group selection as studied
by the diffusion method. IMA Journal of Mathematics Applied in Medicine &
Biology. 1, (1983) pp. 1-15.

[17) M. Lemire et S. Lessard, On the non-existence of an optimal migration rate. A
paraitre dans J. Math. Biol.

[18] S. Lessard, Evolutionary stability: one concept, several meanings. Theoretical
Population Biology. 37, (1989) pp. 159-170.

[19] S. Lessard, Population genetics of sex allocation. Lectures on Mathematics in the
Life Sciences. 22, (1990) pp. 109-126.

[20] S. Lessard, Evolution du rapport numérique des sexes et modéles dynamiques
connexes. Mathematical and Statistical Developments of Fvolutionary Theory.
(1990) pp. 269-325. '

[21] S. Lessard, Statistical models for sex-ratio evolution. Handbook of Statistics. 8,
(1991) pp. 347-372.

[22] Maynard Smith, The Evolution of Sez. Cambridge University Press. Cambridge.
(1978).

(23] C. J. Nagelkerke, Discrete clutch sizes, local mate competition and the evolution
of precise sex allocation. Theoretical Population Biology. 49, (1996) pp. 314-343.

[24] K. Nishimura, Local mate competition in a stochastic environment. Theoretical
Population Biology. 44, (1993) pp. 189-202.

[25] L. Nunney et R. F. Luck, Factors influencing the optimum sex ratio in a struc-
tured population. Theoretical Population Biology. 33, (1988) pp. 1-30.

[26] P. D. Taylor, A general mathematical model for sex allocation. J. Theor. Biol.
112, (1985) pp. 799-818.

[27] P. D. Taylor, Inclusive fitness models with two sexes. Theoretical Population
Biology. 34, (1988) pp. 145-168.



[28] P. D. Taylor, An inclusive fitness model for dispersal of offspring. J. Theor. Biol.
130, (1988) pp. 363-378.

[29] P. D. Taylor, Sex ratio in a stepping-stone population with sex-specific dispersal.
Theoretical Population Biology. 45, (1994) pp. 203-218.

[30] P. D. Taylor et A. Sauer, The selective advantage of sex-ratio homeostasis. The
American Naturalist. 116, (1980) pp. 305-310.

[31] J. H. Werren, Sex ratio evolution under local mate competition in a parasit wasp.
Evolution. 37, 1983 pp. 116-124.



g
\\A//\\//.@%%@
.QQQ 4&%\ Q \\Ab / < ‘e A&A@ Aa,
.\,,v,,.\,.v«%\ﬁ %\ o 31 ¥ ///,v\ < \ﬁ.w.
Sy s &P \ PO
NV 208 Ve &
)\ v X4 <«
4 ;
2288,
J S — 853 =
5 B g g, W |
N Atz g g Wy
ofl =l = §
< = = = ©
i






