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RESUME

Ce mémoire est consacré a la méthode de Hayman ainsi qu’a diverses applications a
des problémes d’analyse combinatoire énumérative. Nous commengons par un bref ex-
posé de la théorie des fonctions génératrices (“f.g.”). Une fois ces notions en main, nous
formulons quelques problémes de combinatoire a I'aide des f.g. Nous démontrons en-
suite en détail le résultat de Hayman et 1'utilisons pour résoudre certains des problémes
précédents. Nous poursuivons avec un raffinement de 1'idée de Hayman nous permettant
d’obtenir un développement asymptotique complet de plusieurs f.g. Nous terminons par

un bref survol des autres méthodes analytiques utiles en analyse combinatoire.
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vi

INTRODUCTION

Le chapitre [ est consacré au développement des notions d'analyse combinatoire qui
serviront a énoncer et a résoudre les probléemes subséquents. Nous y traiterons d un peu
de théorie des graphes mais surtout des fonctions génératrices (“f.g.”) et de la formule

exponentielle, le tout 4 la maniére de Wilf dans Generatingfunctionology [13].

C’est au chapitre II que nous abordons la méthode de Hayman proprement dite.
Tout commence en 1956 lorsque Hayman (A Generalisation of Stirling’s Formula [5])
définit une classe de fonctions holomorphes (dont font partie beaucoup de f.g.) que nous
appellerons H-admissibles, possédant d’intéressantes propriétés. Pour ces fonctions.
Hayman obtient une relation asymptotique pour les coefficients de leur développement
en série. J'ai repris en détail la démonstration de Hayman et donné quelques applica-

tions.

Le chapitre III nous permettra de tirer encore un peu plus de la méthode de Hayman.
En 1968, Harris et Schoenfeld (Asymptotic expansion for the coefficients of analytic
functions [4]) ont réussi & obtenir une relation asymptotique compléte pour les coef-
ficients d 'une classe plus restreinte de fonctions que nous appellerons HS-admissibles.
Ici, je reprendrai I'article de Odlyzko et Richmond (Asymptotic expansion for the coef-
ficients of analytic generating functions [8]) qui nous assure que 'exponentielle d une
fonction H-admissible sera HS-admissible. Ceci nous permettra d’obtenir “gratuite-
ment” le développement asymptotique complet des coefficients de plusieurs fonctions

génératrices importantes.

Dans le chapitre IV, nous ferons un survol de plusieurs autres méthodes analy-
tiques utiles en analyse combinatoire énumérative. Nous commencerons par quelques
méthodes réelles mais porterons une attention particuliére aux méthodes faisant appel
a l'analyse complexe. Nous exclurons toutefois la méthode du point de selle, celle-ci

ayant été exposée relativement en détail a la section 2.1.



Chapitre I

Notions de base en analyse combinatoire et théorie
des graphes

1.1 Fonctions génératrices

Dans le présent mémoire, une fonction génératrice sera une série formelle a coeffi-
cients dans un corps FF', avec ' = IR ou €. Comme nous aurons besoin d 'une notation
pratique pour identifier les coefficients d'une série formelle, si f(z) = Yoz, a,z". noOUS
noterons le coefficient de =" par [z"]f(z) = a,. Voici un petit rappel au sujet des séries

formelles qui nous permettra de développer la théorie des fonctions génératrices.

Notons que I'ensemble des séries formelles a coefficients dans un corps ' forme un
anneau avec les opérations d'addition et de multiplication définies comme suit.
Définition 1.1.1 Soient f = Y12 a,z" et g = Yoo, b.z" deuz séries formelles.
alors f + g est définie par f + g = Y32 o(an + bn)z™ et fg par le produit de Cauchy.
c'est-a-dire fg = 3720 CaZ" 0L Cp = Y pmg Qkbn—i. La composée f(g(z)) n'est définie

que si by = 0, dans quel cas f(g(z)) = Tg dnt™ 0t dn = Theg alz]g(2)".

Remarquons que le succés des fonctions génératrices en analyse combinatoire tient

en grande partie de leur régle de multiplication. En effet, on peut souvent construire



tous les a, objets de type n (par exemple. tous les graphes connexes 4 n sommets) en
choisissant un objet de type k, un autre de type n — k et en les combinant. Le nombre
de facons de faire cela est agb,_r. En sommant sur % on obtient tous les objets de type

n. Le produit de Cauchy de deux séries formelles est directement lié & ce probléme.

Nous allons maintenant définir ce que I'on entend par la réciproque et l'inverse
d’une série formelle. Nous montrerons ensuite deux propositions donnant des conditions

nécessaires a |'existence de tels objets.

Définition 1.1.2 Soient f = 352, a,z" et g = 3 52 baz" deur séries formelles. Nous
dirons que f et g sont réciproques ['une de l'autre si fg = 1. De la méme fagon. nous

dirons que f et g sont linverse l'une de l'autre si f(g(z)) = g(f(z)) =z.

Proposition 1.1.3 Une série formelle f = 332 ,a,2" posséde une réciproque si et
seulement si ag # 0. Dans ce cas, la réciproque est unique.

Démonstration. Soit ¢ = Y 32, b,z" la réciproque de f. Alors fg = 1 et par la
définition du produit, nous avons ¢y = agbg = 1 d’ott @y # 0. De plus, pour n > 1. nous

avons ¢, = 0 = 3 }_g akba—i, ce qui détermine les b, de fagon unique comme

n
by = (—1/a0) Z akbn—k~ a
k=1

Proposition 1.1.4 Si f et g sont deuz séries formelles inverses [ 'une de l'autre. alors
f et g sont de la forme suivante, f = fiz + for’> + - - et g = 1T + gox> + ---. 0U gy

et f, sont tous deuz non nuls.

Démonstration. Supposons que f = f,z" +--- et que g = g;z°* +---.our.s > O et

frgs #0. Alors f(g(z)) =z = frgsx™ ++--,dours=letr=s=1 0O

Définition 1.1.5 Soit f=322,a,z". La dérivée de f sera notée Df =%, na,z""t.
Ainsi, les régles de dérivation pour une somme, un produit ou un quotient de séries

formelles sont les mémes que dans le calcul différentiel ordinaire.

Comme nous aurons besoin un peu plus loin (section 2.7 et 3.3) d'un théoréme sur la
composition des séries formelles faisant intervenir les polynémes exponentiels de Bell,
parlons-en un peu. Un polyndme exponentiel de Bell B, ;. est défini par |'expression

n!
Bni(T1,T2, . . oy Tnep1) = Z

aleal- -~ (1 (2h)ez -

Ciple ...
I I )



ou la somme se fait sur tous les entiers c;, ca.... > 0 tels que

ca+2c0+3c+---=n, et c+ca+cz+---=k.

Une propriété remarquable de ces polynomes nous sera tout particulierement utile. a
savoir que B, (0, ...,z;,0,...) = 0, sauf pour n = jk, dans quel cas. Bjxr = é‘{—)%xﬁ
Pour en savoir plus long sur ces polynémes, on peut consulter la section 3.3 de [1]. Nous
sommes maintenant préts 4 énoncer notre théoréme, communément appelé “formule

de Faa di Bruno”.

L)

Théoréme 1.1.6 (Formule de Faa di Bruno) Soient A(z) = T jami; et
B(z) = ¥, bn‘;l—'; deur séries formelles avec by = 0. Alors la composition formelle
C(z) = A(B(z)) est bien définie et C(z) est donnée par

Clz) =3 ey
n=0

n:

ot
n
co=ag e cn= arBni(br.ba.... br_rs1).
k=1

avec les B, ;, des polynomes exponentiels de Bell.

1.1.1 Regles de calcul pour les fonctions génératrices
ordinaires

Nous allons maintenant donner la définition d'une fonction génératrice ordinaire
ainsi que quelques regles de calcul sur ces fonctions. En effet. une bonne connaissance
de ces régles permet de déterminer plus rapidement quelle fonction génératrice sera la

plus adéquate pour résoudre tel ou tel probléme de combinatoire.

Définition 1.1.7 La notation f LN {an}, signifie que f est la fonction génératrice
ordinaire de la suite {a,}32,, c’est-d-dire que f = Y70, anz™.

Regle 1.1 Si f PELN {@.}22,. alors pour tout entier h > 0 nous aurons.

h-1
fgo f_ao__..._ah_lz
{an+h}$10=0 — zh




Régle 1.2 Si f <% % {an},. et P est un polynéme. alors
P(zD)f = {P(n)an}i, -

Régle 1.3 Si f % 2 {a 32, et g <55 {b,}2,, alors

fg(—fic-'-) {Za,bn_,} .
n=0

r=0
De la regle 1.3, on peut déduire le cas spécial ol I'on éleve une fonction génératrice
ordinaire a la k-iéme puissance.

Regle 1.4 Soit f < £ {an}2, et k un entier positif, alors

fk(;f_gs { Z aﬂ[aﬂq..'a‘ﬂk}

ny+n2---+ne=n

[s¢]

n=0

1.1.2 Regles de calcul pour les fonctions génératrices
exponentielles

Voyons ce que deviennent les régles de calcul lorsque 1'on s’intéresse a des fonctions

génératrices exponentielles .

Définition 1.1.8 La notation f <— fge  {a,}2, signifie que f est la fonction génératrice

fl

ezponentielle de la suite {an};ly. c'est-a-dire que f = Y2 a,%;.

Reégle 1.1' Si f «— LN {an}32,, alors pour tout entier ~ > 0 nous aurons,
{an+n}aze ¢ e D*f.
Régle 1.2’ Si f <25 {a.}Z4. et P est un polynéme. alors
P(zD)f €% {P(n)a,}2, .

Reégle 1.3’ Si f +— RELN {an}3 et g EELN bn }32.4, alors

(
fo e {5 ()]



Comme dans le cas des fonctions génératrices ordinaires ., il est intéressant de voir
ce qui se passe lorsque l'on éléve a la k-iéme puissance une fonction génératrice expo-
nentielle .

Regle 1.4' Soit f <% {a,}, et k un entier positif. Alors

n=0

(e ]
n!

k Jfge
fEES 2 T Ontn an,
ri4+r2--+re=n T1:T2: Tk

n=0

1.2 La formule exponentielle

Dans cette section, nous allons “redécouvrir” la formule exponentielle. Cette formule
trouve sa principale utilité lorsque l'on veut compter le nombre d'objets construits
a partir de composantes connexes. Notons que les objets ainsi obtenus ne sont pas
nécessairement connexes. Par exemple, sachant le nombre de graphes connexes étiquetés
a1, 2 et 3 sommets, que peut-on dire du nombre total de graphes étiquetés comportant
3 sommets ou moins? C’est a ce genre de question et & bien d’autres que la formule

exponentielle nous permettra de répondre.

Nous emploierons I'approche de H. S. Wilf [13]. Commencons par quelques défini-

tions suivies d'un exemple concret.

Définition 1.2.1 Soit I un ensemble “d’images”. Une carte C(E, 1) est une paire cons-
tituée d'un ensemble fini E ({'ensemble des -etiquettes”) d’entiers positifs, et d une
image ¢ € I. Le poids de la carte C est n = |E|. Une carte de poids n est dite standard

si l'ensemble E = [n]'.

Définition 1.2.2 Une main M est un ensemble de cartes dont les étiquettes forment

une partition de [n| pour un certain entier n.

Donc, si n est égal a la somme des poids des cartes d'une main M, alors les ensembles

d’étiquettes des cartes de M sont deux a deux disjoints, non vides et leur réunion est

Définition 1.2.3 Le poids d’une main est la somme des poids des cartes qui la cons-

tituent.
‘0 fn] = {1,2,3,-- . n}.




Définition 1.2.4 Un réétiquetage d’une carte C(E,1) & ['aide d'un ensemble E’ sera
noté C(E'.1) et est défini si |E| = |E'|. Si E' = [|E]], on dit que le réétiquetage est

standard.

Définition 1.2.5 Une pile P est un ensemble de cartes ayant toutes le méme poids
mais comportant toutes des images différentes. Le poids d'une pile est le poids commun

a toutes ses cartes.

Définition 1.2.6 Une famille exponentielle F est une collection de piles Py.Ps. ... ot

pour chague n, la pile P, est de poids n.

Si F est une famille exponentielle, nous noterons le nombre de cartes de la pile P,
par p, et nous appellerons l’énumérateur de piles de la famille F la fonction génératrice
exponentielle P(zx) EELN {pn},.

Commengons maintenant par donner l'exemple de la famille exponentielle F; de
tous les graphes étiquetés non dirigés. Un graphe G & n sommet sera dit standard si
'ensemble des étiquettes de ses sommets est [n]. Comme il y a ('2‘) arétes possibles entre
n sommets, il y a donc 2(3) graphes étiquetés & n sommets. Décrivons maintenant ce
que sera une carte de F;. Il existe une carte C(E.7) pour tout graphe connexe G. Ici.
E est 'ensemble des étiquettes des sommets de G. Avant de dire ce qu’est l'image .

définissons ce qu’est un réétiquetage standard.

Si G posséde n sommets, un réétiquetage standard de G se fait en renommant les
sommets de G 4 I'aide de [n], tout en préservant l'ordre.

L'image ¢ de notre graphe G sera simplement donnée par G étiqueté de fagon
standard. Par exemple, une carte de poids 3 pourrait étre

cga)=( {s9.11} L 3 2).

*——eo—o

qui correspondrait au graphe suivant

3 11 9
*r—e———e .
Qu’est-ce qu'une main? Une main M est un ensemble de cartes dont les étiquettes
partitionnent [n], ol n est le poids de la main. M correspond donc & un graphe standard

méme si les graphes qui le constituent peuvent ne pas 1'étre.
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En résumé. I'ensemble de tous les graphes étiquetés forme une famille exponentielle
que nous avons nommé F;. Chaque carte est un graphe connexe. chaque main est
un graphe standard (pas nécessairement connexe) et chaque pile P, est l'ensemble de
tous les graphes standards connexes 4 n sommets. Ici, p, est le nombre de graphes
standards connexes & n sommets et m(n, k) est le nombre de graphes standards & n

sommets constitués de k composantes connexes.

Introduisons maintenant deux derniéres fonctions génératrices et nous pourrons
ensuite démontrer les résultats qui nous améneront a la formule exponentielle. Si I’'on

note par m(n, k) le nombre de mains M de poids n ayant exactement k cartes. alors
"
M(z.y) = Y m(n, k)y"-ﬁ.
n.k>0
Remarquons que cette fonction génératrice est de type mixte, c’est-a-dire qu’elle est
exponentielle en z et ordinaire en y. Nous appellerons M(z,y) I'énumérateur de mains
@ deur variables de la famille F. Par ailleurs, si m(n) = ¥, m(n, k), est le nombre de

mains de poids n (sans restrictions sur le nombre de cartes), I'énumérateur de mains

a une variable sera

M(z) = M(z,1) L2 {m(n)}2,.

Par fusion de deux familles exponentielles F’ et 7" ayant des ensembles d'images [
et I” disjoints, on entend I'opération ® qui & F' et F” associe la famille exponentielle
F = F' & F". Les piles P, de F sont obtenues par l'union des cartes des piles P’ et

P, pour chaque n > 1.

Lemme 1.2.7 (Lemme fondamental) Soient F' et F" deux familles exponentielles
et F=F'&F" leur fusion. Soient aussi M'(z,y), M"(z,y) et M(z.y) respectivement
les énumérateurs de mains ¢ deuz variables des familles exponentielles F'. F" et F.

alors

M(z,y) = M'(z,y) M"(z,y).

Démonstration. Soit M une main de F de poids n. Certaines de ses cartes proviennent

de F' et d’autres de F”. L'ensemble des cartes de F' forme une main M’ de poids



disons n’ et de k' cartes qui ont été réétiquetées. en préservant l'ordre. avec un ensemble
S C [n]. Donc, toute main M de F est uniquement déterminée par une main particuliére
M' de F', le choix des nouvelles étiquettes S qui renommeront M’. et une autre main
M" de F" qui sera renommeée, encore en préservant ’ordre. par {n]—S. D ou. le nombre
de mains de poids n composées de k cartes est exactement
m(n,k) = Z;; (Z)m'(n’. KYm"(n —n' k= }').
n’,

= ['E;yk] M (z,y) M"(z,y). O

n

Lemme 1.2.8 Soit r un entier positif et F une famille ezponentielle dont la pile P,

ne contient qu'une seule carte et ou toutes les autres piles sont vides. Alors

.,LJ‘
M(z, y) = exp [y;] .

Démonstration. Ici, p, = 1 et pour 7 # r, p; = 0. L'énumérateur de piles & une
variable est donc M(z) = £ /r!. Une main M consiste donc en s copies de la seule
carte existante. Son poids est donc sr. On en déduit que le nombre de mains de poids
n constituées de k cartes est m(n,k) = 0, & moins que n = kr. Dans ce cas, combien
de mains de poids n y a-t-il? Nous pouvons choisir les étiquettes de la premiére carte

n—(l\;—l)r)

de ('r') facons, la deuxiéme de (":r) facons, jusqu'a la k-iéme de ( =1 fagon.

Comme l'ordre des étiquettes n’'a pas d’importance, il y a donc

mains de poids n = Ar.
L'énumérateur de mains a deux variables de cette famille exponentielle est donc

donné par

M(z.y) = T mn k=,
n.k ’




Lemme 1.2.9 Soit r un entier positif et F une famille exponentielle dont la pile P,

contient p, cartes et ot toutes les autres piles sont vides. Alors

zr
M(z.y) = exp [ypr;] :

Démonstration. La preuve se fait par induction sur p,. Pour p, = 1. nous retrouvons
le lemme 1.2.8. Supposons que le lemme tient pour p, = 1.2,.... m — 1 et soit F une
famille exponentielle qui a m cartes dans sa r-ieme pile. Alors F peut étre vue comme
la fusion d'une famille ayant m — 1 cartes dans sa r-éme pile et d'une autre famille ne
possédant qu’une seule carte dans cette pile. Par I'hypothése d’induction et le lemme
fondamental, I'énumérateur de mains & deux variables de cette famille exponentielle

est donc donné par
z’ ol
M.y) = exp[yim =15 ] exp [y5] .

-
= exp [my%—]. a

Equipés de ce dernier lemme, nous sommes maintenant préts & démontrer la formule

exponentielle.

Théoréme 1.2.10 (La formule exponentielle) Soit F une famille exponentielle

dont les énumérateurs de mains et de piles sont respectivement donnés par M(z.y)
et P(z). Alors

M(z,y) = ¥,

Plus précisément. le nombre de mains de poids n composées de k cartes est

Z" z
(*) mn.k) = ¢S] e,

- 5

Démonstration. Soit F une famille exponentielle quelconque. Nous pouvons repré-

senter F comme la fusion d’une suite de familles exponentielles{ ..}, , ol pour chaque
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F.. seule la pile P, contient p, cartes et toutes les autres sont vides. Par le lemme fonda-
mental. ’énumérateur de mains & deux variables de F est le produit des énumérateurs
des F.. Le lemme 1.2.9 nous donne donc
2
z z
xr] 00 y(%_q_@z'__*.)

IIe

r=1

o
fexe o _em o

r=1 r!
Corollaire 1.2.11 Soit F une famille exponentielle, P(z) son énumérateur de piles

et M(r) LN {mn}3%,. ot m, est le nombre de mains de poids n. Alors

M(z) = e,

Corollaire 1.2.12 (Formule exponentielle avec nombre de cartes restreint)
Soit T un ensemble d’entiers positifs, er(z) = Lperz™/n! et my(T) le nombre de

mains de poids n dont le nombre de cartes est dans l'ensemble permis T. Alors

{ma(T)}20 €% er(P(z)).

n=0

Démonstration. Il suffit de sommer de part et d’autre 1’équation (*) de 1'énoncé de

la formule exponentielle pour les k € T. O

1.3 Applications de la formule exponentielle

Dans cette présente section, nous allons donner des applications de la formule ex-
ponentielle et du concept de fonction génératrice en général. Certains de ces exemples
auront un but purement “pédagogique” tandis que d’autres serviront plus tard a illus-

trer la méthode de Hayman ou d’autres approches analytiques.

1.3.1 Nombre de graphes connexes

Pour ce premier exemple, revenons & notre famille exponentielle ;. Ici, nous con-
naissons la fonction génératrice M (z) ELLN {m(n)}2, car m(n), le nombre total de

graphes & n sommets, est donné par m(n) = 2(2). Dod

2(z)
n! -

M(z) =3

n>0
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Cette fonction génératrice, vue comme une série formelle, ne converge pour aucune
valeur de z différente de zéro. On ne pourra donc en tirer aucune information par des
méthodes analytiques, comme celle de Hayman par exemple. Ceci dit, nous pouvons
quand méme obtenir des résultats intéressants grace a la machinerie que nous avons

développée.

Nous allons maintenant trouver une formule de récurrence pour p,. le nombre de
graphes connexes 4 n sommets, en appliquant & M(z) la suite d'opérations formelles
‘z(d/dz) log”. Ces opérations peuvent paraitre bizarres a premiére vue mais elles cons-

tituent un “truc” standard de la théorie des fonctions génératrices.

Premiére étape: appliquons le log.

()
3 i’:x" log (Z 2n! z") .

Deuxiéme étape: dérivons.

2(3) |
ZLPL k-1 _ Znn! <
2(3)

2T

n!

Troisieme étape: multiplions par r et débarrassons-nous des fractions.

(Z kpy L) ( 2(3) ) Znﬁn(f)xn_

Nous avons obtenu une équation de la forme fg = h ot f et g sont deux fonctions

génératrices exponentielles. Par la réegle 1.3/, nous savons que

,"pk L 2() fge = {m mr >
(B8) (g7 = {E w1

En égalant les coefficients de z"/n! de chaque c6té de notre équation nous obtenons

n2() = 3° (n) 5,2,

r=0

relation qui nous permet de calculer récursivement les p,.
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1.3.2 Nombres de Bell et de Stirling du second ordre
Notre deuxiéme exemple sera de trouver la fonction génératrice associée aux nom-
bres de Bell et de Stirling du second ordre.

Commencons par rappeler ce que sont ces nombres. Un nombre de Stirling du second
ordre {:} est le nombre de fagons de partitionner [n] en k classes. Le nombre de Bell

b(n) est le nombre total de partitions de [n]. Il est donc clair que

w-£3)

k=1

Introduisons une nouvelle famille exponentielle > comme suit. Pour chaque n > 1.
la pile P, ne contient qu'une seule carte de poids n. Pour la carte de la pile P,,
I'étiquette est 1'ensemble [n] et I'image n’a pas d’importance car cette pile ne contient
pas d’autres cartes. Dans cette famille exponentielle, le nombre de mains de poids n

composées de k cartes est égal au nombre de partitions de [n] en k classes et donc. par
définition, & {7 }.
Pour appliquer la formule exponentielle, il faut d’abord calculer I'énumérateur de

piles P(z). Mais comme il n'y a qu'une seule carte dans chaque pile. p, = 1 pour

chaque n > 1. Nous avons donc

n n
Pl)= Y pay =S =€ - 1.
. n>1

n>1 :
Par la formule exponentielle. I'énumérateur de mains & deux variables est donc

M(z.y) = el

et en particulier

() - bg]sen
- e - [}

Le corollaire 1.2.11 nous apprend également que b(n), le nombre de partitions de n, est

donné par

o <[5 = (5] - [5] g 5L o
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1.3.3 Fonctions idempotentes sur [n]

Dans cet exemple, nous allons chercher la fonction génératrice exponentielle de la
suite {h(n)}32,. ot h(n) est le nombre de fonctions 3 idempotentes sur [r]. c’est-a-dire
celles pour lesquelles 3(8(¢)) = B(i) pour tout ¢ € [n]. Remarquons tout de suite qu'une
fonction B est idempotente si et seulement si pour tout € [n], I'ensemble 3-1(i) est

vide ou contient z.

Nous allons maintenant introduire une nouvelle famille exponentielle 7; en modifi-
ant légerement la famille 7> de I'exemple 1.3.2. Pour chaque n > 1, la pile P, contient n
cartes et pour chacune d’elles, I’étiquette est [n] et I'image, un élément fixé de [n]. Une
petite digression sera nécessaire avant que n’apparaisse la pertinence de cette famille &

notre probléme.

Grace a la remarque précédente, nous savons que toute fonction idempotente 3 sur
[n]. peut étre obtenue & 'aide d’une partition IT de [n] & laquelle. pour chaque bloc B;,
nous associons a tous les éléments de B; un élément y fixe de ce méme bloc. En termes
de notre famille exponentielle, une telle opération est équivalente a former une main a

I'aide d’autant de cartes de F3 que II compte de blocs. Voici un exemple.

La fonction 3 : [n] — [n] définie par le diagramme

w ~
\/ )
w o

est bien idempotente. Soit Iz = {{1},{2,3.4}}, la partition de [4] correspondante.
Associons au bloc {1} I'élément 1 et au bloc {2, 3,4} I’élément 3. La main équivalente

a cette opération sera composée des deux cartes suivantes,
Ci=C({1},1) et Cp= C({2,3,4},3),

ou C; et C; sont respectivement des réétiquetages des cartes standards C'; = C([1],1)
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et C'y = C([3].2)- De cette observation, il suit que m(n), le nombre de mains de poids
n, est exactement h(n), le nombre de fonctions idempotentes sur [r]. Par la formule
exponentielle, la fonction génératrice exponentielle de la suite {h(n)}32, sera donc

connue une fois que nous aurons calculé P(z). Par notre construction de F;. p, = n et

donc
o0 Iﬂ
P(I) = an"]_ﬂ-’
[ o] Iﬂ.
= Z n—,
= n!
o0 n
= z r - Te®.
n=0 n!
Comme m(n) = h(n), il suit que
x Iﬂ. .
n)— = exp [ze*],
n§=:0 (n)—; p [ze]

d'out h(n) est donné par

1.3.4 Graphes 2-réguliers

Nous terminerons ce chapitre en trouvant la fonction génératrice exponentielle de la
suite {g(n)}5%,, ou g(n) est le nombre de graphes 2-réguliers & n sommets. Rappelons
qu'un graphe 2-régulier est un graphe étiqueté non dirigé, ou chaque sommet est de

degré 2. c’est-a-dire que de chaque sommet partent deux arétes.

Comme un tel graphe est constitué d'une union disjointe de cycles non dirigés.
les cartes de notre nouvelle familie exponentielle F; seront elles aussi des cycles non
dirigés. Pour » < 2, il n'y a aucun cycle non dirigé. Pour n > 3, le nombre de cartes
dans la pile P, est donné par (n — 1)!/2, le nombre d’arrangements circulaires de n
éléments. L’énumérateur de piles est donc

P(z) = Zu

n
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Par la formule exponentielle. la fonction génératrice exponentielle de la suite {g(n)}3,

est donnée par

i(n)zn—ex 1[0(1) z z°
L T T SR\ T ) T T I

1
T 4.‘5

3]
(LT



Chapitre 11

Méthode de Hayman

2.1 Motivation

Combinatorialists use recurrence, generating functions, and such transfor-
mations as the Vandermonde convolution: others, to my horror, use contour
integrals, differential equations., and other resources of mathematical ana-

lysis. Handbook of Combinatorics (1995)
J. Riordan (1968)

Cette citation exprime bien le choc causé par l'avénement des méthodes analy-
tiques dans |'étude des probléemes d’analyse combinatoire traditionnelle. Pour estimer
asymptotiquement les coefficients de fonctions génératrices a croissance rapide, la plus
performante de ces méthodes est probablement la méthode du point de selle. Elle re-
pose sur le fait que pour des fonctions holomorphes, les points de départ et d’arrivée
d’un chemin simple sont suffisants pour déterminer le résultat d'une intégrale de ligne:
nous pouvons donc choisir le chemin d’'intégration & notre guise® (sauf pour les points

de départ et d’arrivée bien entendu).

!Note: Ceci est une conséquence immédiate du théoreme de Cauchy.
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Supposons, pour le reste de la discussion, que f(z) = .2, a,z" est holomorphe

sur |z] < R < oo, R > 0, et qu'il existe une constante positive ry telle que

(I) ﬁllglf(zﬂ = f(r), pourrg <r < R.

Cette derniére hypothése est clairement satisfaite par les fonctions holomorphes a
coefficients réels non négatifs, lesquelles sont trés communes en analyse combinatoire.
Supposons également que z = r est 'unique point ou (I) est atteint. Si tel n'est pas le
cas. il y a presque toujours une certaine périodicité dans I’estimation des coefficients a,,.
On peut souvent ramener le probléme au cas ou il y a unicité grace & un changement
de variables, ou encore en réécrivant f(z) comme une somme de fonctions plus simples.

et en travaillant sur chacune d’elles individuellement.

Cela dit, la premiére étape de l'estimation des a, par la méthode du point de selle
est justement de le déterminer. Sous nos hypotheéses, ce sera un point r, € (ro. R) qui
minimisera |'expression f(r)/r". Ce r, sera le plus souvent unique, du moins pour des

n assez grands®. On applique ensuite la formule de Cauchy pour les dérivées,

1 (1)
= i Jp %

avec le contour I’ = {z € € : |z| = r,} afin d’obtenir I'approximation suivante.

f(ra)

~—_— lorsque n — oo,
Ty 2mb(ry)

Qn

ou b(r) =r (r%:—)l)'. Ce choix de contour est motivé par le fait que pour plusieurs
fonctions, I'intégrande est importante sur I' seulement au voisinage de z = r,. les
contributions de part et d’autre de z = r, ne s’annullent pas et le reste de l'intégrale
est négligeable. Par le théoréme de Cauchy, nous savons que tout chemin simple fermé
aurait donné la méme solution. Le probléme, c'est que pour la plupart d'entre eux,
l'intégrande ne devient pas négligeable loin de l’axe réel positif ou qu'il se produit trop

de simplifications pour obtenir des estimations utiles.

Bien que séduisante, I'utilisation de cette méthode demande toutefois une certaine

prudence. A preuve, considérons simplement la fonction f(z) = ri—;, ou a, = 1 pour

2Note: S'il existe plusieurs r € (rp, R) minimisant f(r)/r", la fonction f(=) est “pathologique”
et la méthode du point de selle sera inapplicable. Toutefois, dans le cas ot les a,, sont tous positifs,
'unicité est garantie.
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tout n > 0. Le point de selle sera le point r,, qui minimisera f(r)/r". Aprés de simples
calculs, il suit que r, est défini par 1’équation r, f'(r,)/f(rn) = n. Dans I'exemple qui
nous intéresse, r, = 2+ et b(rn) = n(n+1). Si l'approximation fournie par la méthode

du point de selle était valide nous aurions

f(rn)

T/ 27b(T,) ‘
n+1 1\"®
- L)
2rn(n + 1) n

e
~ — lorsque n — oo.

NoT

Mais quelque chose cloche car e/v/27 = 1.0844... # 1. La méthode du point de selle ne
s’applique donc pas dans ce cas. La principale raison de cet échec est qu’ici la singularité
de f(z) en z = 1 n’est pas assez importante. Ceci entraine que I'intégrande ne devient
pas négligeable en dehors d’un petit voisinage de z = 1, sur I'. Cet exemple illustre
bien I'importance du type de singularité dans le choix d'une méthode de résolution

analytique. Au chapitre IV, nous verrons comment aborder ce genre de probléme.

Malgré sa puissance et sa flexibilité, la méthode du point de selle demeure néanmoins
compliquée a utiliser dans toute sa généralité. Il n'existe également pas de caractérisa-
tion simple des situations auxquelles elle s’applique, ni de la qualité des estimations
qu’elle fournit. C’est ici que la méthode de Hayman entre en scéne. En 1956. celui-ci
publie 'article “A Generalisation of Stirling’s Formula™ [5]. dans lequel il introduit
une classe de fonctions

)

f(z) =3 an2"

n=0
holomorphes sur |z2| < R, ot 0 < R < o0, et réelles pour tout z réel. que nous
appellerons H-admissibles * . Moyennant quelques hypothéses sur la croissance de ces
fonctions, Hayman appliqua la méthode du point de selle afin d’obtenir une relation
asymptotique pour les coefficients a,. De plus. il montra également que si f(z) et g(z)
sont H-admissibles, alors exp[f(z)] et f(z)g(z) le seront aussi. Notons que plusieurs
fonctions génératrices définissent effectivement des fonctions holomorphes remplissant

les conditions de Hayman.

3Note: Dans son article, Hayman utilise le terme “admissible” mais comme nous rencontrerons plus
tard un autre type d’admissibilité, nous utiliserons ici le terme “H-admissible”.
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Considérant les nombreuses applications de la formule exponentielle et les propriétés

de fermeture des fonctions H-admissibles, il n'est donc pas étonnant que la méthode

de Hayman soit d’'une grande importance en analyse combinatoire énumeérative.

Dans ce chapitre. nous allons reprendre en détail les sections de I’article de Hayman

traitant des propriétés des fonctions H-admissibles.

2.2 Définition d’une fonction H-admissible suivie

d’un exemple

Enongons d'entrée de jeu la définition d’une fonction H-admissible.

Définition 2.2.1 (H-admissibilité) Supposons que f(z) = ¥32,a.2" est holomor-

phe sur |z < R ot 0 < R £ o0. Posons

f1(r)
A =T
et
RN i (o NY il ) B (f’(ﬂ)z
M= =T T TR )

Nous dirons que la fonction f(z) est H-admissible si elle respecte les quatre conditions

sutvantes:

(a) f(z) est réelle pour tout z € IR et il existe une constante positive ro < R telle

que

flry>0 sitg <1< R;

(b) b(r) — oo lorsque 1 — R;

(c) il eziste une fonction 6(r), définie sur ro < r < R et satisfaisant 0 < 6(r) < 7.

telle que uniformément pour |8| < é(r),

f (reis) ~ f(r)ealn =38 lorsque T — R;
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(d) si &(r) < |8] < 7 alors uniformément en 6.

f (reia) =0 f(r) , lorsque r — R.

Vo(r)
A cause de leur caractére “uniforme”, les conditions (c) et (d) méritent un peu plus
d’attention. Par exemple, la condition (c) signifie que pour tout € > 0. il existe r. tel
que
f (re‘”)

F(r)eifal(r) = 36(r) '

< e,

pour tout r > 7, et |[f] < d(r). Soulignons que la condition d’uniformité est trés
importante en (c) et en (d) de la définition de H-admissibilité. En effet, le manque de
convergence uniforme est souvent responsable de I'incapacité des méthodes analytiques

a produire des estimés utiles.

Soit maintenant f(z) = Y92 a,z" une fonction H-admissible sur [z| < R avec

0 < R < 00. Notons* M(r, f) = sup |f(z)| et définissons les fonctions suivantes.

[zl=r

d(log M (r))
() d(logr)
_ d(a(r))
) = Tiogn)

Par un théoréme de convexité d'Hadamard ([6], chapitre XII, §6). nous savous que
log M (r) est une fonction croissante et convexe de log r. Il suit que a(r) est non négative
pour 7 > 0. En effet, supposons que pour un certain r; strictement positif. a(r;) < 0.
Dans ce cas,

d(log M(r))

d(logr) <0

a(r) =

r=r|
implique que

d(log M (r))

dr <0,

r=r)

iNote: Si le choix de la fonction f ne peut porter & confusion, nous utiliserons simplement la
notation M (r) au lieu de M (r, f).
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ce qui contredit le principe du maximum. Aussi, par la convexité de log M(r) par
rapport a logr, a(r) est croissante. Pour la méme raison, $(r) est non négative pour
r > 0. Aussi, pour chaque entier n > 0,

d M(r)
A =n = Fiogr) %8 ( " )

= ra;irlog (A/ﬁr)) ,
i+l d M(r)
-Ad,—(r)—d—r lOg ( o ) .

De cela et du fait que pour f H-admissible, f(r)/r® — oo lorsque r — R (nous le

démontrerons en 2.4), il suit que le minimum de M(r)/r" sur 0 < 7 < R est donné par

_ M)

n
Tﬂ.

M,

ou r, est 'unique solution de I'équation a(r,) = n.

L'intérét des fonctions a(r) et B(r) vient du fait que si f est une fonction
H-admissible, nous montrerons (section 2.5) que pour rq < 7 < R nous avons M(f.r) =
f(r). Aprés substitution dans a(r) et 3(r), nous constatons par de simples calculs que

surrg <r< R,

afr)y =a(r) et B(r)=b(r).

Les propriétés que nous avons déduites pour ¢(r) et 3(r) seront donc partagées par a(r)
et b(r) sur le domaine restreint g < r < R. Cette restriction ne causera cependant pas
de probléme car nous ne nous intéresserons qu'a des phénomenes se produisant lorsque

r tend vers R.

Pour une fonction f simplement holomorphe, l'inégalité de Cauchy nous assure
que |a,| < M,. Notre principal objectif sera de montrer que pour les fonctions

H-admissibles, la relation asymptotique
Mn

Ay ~ ——, lorsque n — oo,
" Jf2nb(r)

est vérifiée. Notons que par la remarque précédente, r, est uniquement déterminé par

I'équation a(r,) = n.
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Donnons tout de suite un exemple simple de fonction H-admissible. Soit f(z) = €°.
Cette fonction est holomorphe dans tout le plan complexe (R = oo). réelle pour tout
z réel et € > 0 pour tout r > 0. Il ne reste donc qu’a vérifier que e satisfait les

conditions 2.2.1 (b), (c), (d) pour montrer que e* est H-admissible.

Par de simples caiculs, nous trouvons a(r) = b(r) = r. La condition (b) est donc
satisfaite. Vérifions que (c) et (d) le sont également avec 6(r) = r~1/3. Pour (c). nous

avons uniformément pour || < 4(r),

. ‘ €Xp [Teig] ) ercosé
A1, e’ exp [iGr - %9’-’1"] - "li’rg" e exp [—-%021'] .
= 1.

Pour (d), nous avons uniformément sur é(r) < |6] < =,

i0
- exp [Tel]\/F ) erc039 T
lim (ZELE VT gy VT
r—00 e’ r—00 e’
— : r{cos@~-1}
liyg e

- oo (-5 ol 1)) 7

lim exp [(—%r% + O(l))] VT,
= 0.

IN

La fonction f(z) = e est donc H-admissible.

Remarquons qu'en général, il est souvent difficile de trouver directement une fonc-
tion d(r) satisfaisant les conditions (c) et (d) de la définition 2.2.1. Pour contourner
ce probléme, nous démontrerons (section 2.6) certaines propriétés de fermeture et de
robustesse des fonctions H-admissibles qui. dans plusieurs cas. nous faciliteront grande-

ment la tache.

Comme tout au long de ce chapitre nous allons travailler avec des relations asymp-

totiques, démontrons tout de suite un résultat auquel nous ferons souvent appel.

Lemme 2.2.2 (Addition de relations asymptotiques) Soient A(r) ~ B(r) et
C(r) ~ D(r) lorsque r — R. Supposons de plus que toutes ces quantités sont posi-

tives. Alors

A(r)+C(r) ~ B(r) + D(r) lorsque r — R.



23

Démonstration. Par définition du symbole “~", nous avons
A(r}=B(r)(1+o0o(1)) et C(r) =D(r)(1+o0o(1)).

Ainsi,

lim

A(r)+C(r) B(r)+ D(r) = B(r)o(l) + D(r)o(1)
m S or = i ¥ |

B(r) + D(r) B(r) + D(r)
= 1,

car B(r) > 0 et D(r) > 0 implique mé-({)D_(r) <let EFDW(‘% <l. O

2.3 Théoreme principal et corollaires

Dans cette section nous allons démontrer le théoréeme suivant.

Théoréme 2.3.1 (Théoréme principal) Supposons que f(z) = 5 ,a,2" est une

fonction H-admissible sur |z| < R, et définissons a, =0 sin < 0. Alors

n f(r) (a(r) — n)z] }
apT" = ———=1(exp |-—————| +0(1) }. lorsque r — R.
v/ 2mh(r) { [ 2b(r)

uniformément pour tout entier n.

Démonstration. Ce théoréme est une conséquence de la définition d admissibilité.
Pour tout entier n et pour tout r tel que 0 < 7 < R, nous avons
1 2x~4
a, " = / f (reie) e""%qg,

o
=5

ol § = §(r) est défini comme en 2.2.1 (c) et (d). Réécrivons a,r" comme la somme des

deux intégrales I; et I, ol

2r—4 s
L= 2%; ! f(re®) e ™dg et I, = -?-‘1;--/ f (re“’) e~"4g.

Pour I;, nous avons directement de 2.2.1 (d) que, uniformément en n.

Li=o [ f(r) ] , lorsque r — R.

Ve(r)
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L’évaluation de [» demande plus de travail. Par 2.2.1 (c). nous pouvons écrire /-

comme

= 137 ila(r)-n]o—34(r)6° 49
I 5 4.[1 + 0(1)18 )

'] o
_ f(r) ila(r)—n]8—Lb(r)82 —1p(r)62
_.-é?/e : d9+o/e- ag| b,

=5 —0cc

2T

5
_ f@) {/ei[c(r)—nla—gb(r)aﬂdg+0 [b(r)‘%]} i lorsque r — R.
s

Par 2.2.1 (d), nous avons que
_ f(re®)y/b(r)
lim ———— =0,
R IO

et comme 2.2.1 (c) nous assure que

| f(re®)] o= S0

f(r)

lorsque r — R,

nous aurons
lim e~ 28" fp(r) = 0
by 35 (r)=0.

Ceci montre que e~#né/2 = 4 [b(r)‘”z] et aussi, par 2.2.1 (b), que b(r)é62 — oo.
Revenons & I et faisons le changement de variables suivant. Posons y = 6 (b(r)/ 2)t/2

et ¢ = (a(r) — n) (2/b(r))*’*. Nous obtenons alors

6(r)/b(r}/2
_ 10 [ e ) .
Ig = —5- / ey Ty Tdy+o[b(r) ~]
~8(r)\/b(r)/2
fr) 5(r)\/b(r)/2
. / e~V *Hevgy 1 o(1) Y, lorsque r — R.

" 2b(1‘) —d(r)\/b(r)/2

Comme b(r)d2 — oo, nous pouvons passer a la limite et simplifier les bornes afin

d’obtenir

I = (O { / e~V +icugy -f-o(l)} .

 my/20(r)

—00
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En complétant le carré de I'exponentielle, nous pouvons encore simplifier I'intégrale de
I, ce qui nous donne

o
I = / e'”2+i"ydy,

-—00
Q

= e‘é/ ~(y=ic/2)* gy,
-0
e 7 &
= e ¥ / e Tdr = /me™T.

-0

D’ou

I = ;ig—) {Vre % o)},

= S {exp [—M] + 0(1)} , lorsque r — R.

\/27h(r) 2b(r)

En combinant I'information obtenue sur I; et I, il suit que

B (O B i) _(a(r) - ny?
" L+l o[\/b(r)]-{-\/l’vrb(r) {exp[ 2b(r) ]+0(1)}'

_ f(r) {exp [__(a_(ﬂ(_;{iz} + o(l)} lorsque r — R. ©

/27b(r) 2b

Revenons a la fonction f(z) = e* que nous savons étre H-admissible. Comme
a(r) = r, il suit que r, = n. Nous pouvons donc appliquer le théoréme principal

avec r = r, afin d’obtenir

en

a,n" = 1 +0(1)}, lorsque n — oo,
d’ou
1 et
— =a, ~ S lorsque n — oo,

n!
ce qui est la formule de Stirling.

Du théoréme principal, Hayman tire quatre corollaires importants.
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Corollaire 2.3.2 La fonction a(r) telle que définie en 2.2.1 est positive croissante

pour ¢ < r < R, tend vers l'infini lorsque r — R. et
b(r) =o [a(r)z] , lorsque r — R.

Démonstration. Par la définition 2.2.1 (b}, nous savons que b(r) = ra’(r) — oo lorsque
r — R. La fonction a(r) est donc croissante sur un certain intervalle ¢ < r < R. Il suit
que a(r) est finalement positive ou que a(r) reste bornée lorsque r — R. Pour exclure

cette derniére possibilité, posons n = —1 dans le théoréme principal. En laissant tendre

r — R, nous obtenons

0= lim ———fﬁ)—~ [exp [—M] + 0(1)] ,

=R Jomb(r) 2b(r)

ce qui entraine

(1) exp [———(a(;l))(;l)-] =o(1)
et de ce fait
%)_1_)3 —5 00, lorsque r — R,

ce qui contredit 2.2.1 (b) si a(r) reste bornée lorsque r — R. La fonction a(r) est donc
croissante et positive sur un intervalle ¢’ < r < R et tend vers l'infini lorsque r — R.

Par (I) nous avons b(r) = o[(a(r) + 1)*] et comme a(r) = oc. b(r) = ofa(r)?]. O

Corollaire 2.3.3 §ir, est défini par a(r,) = n et siry, > ro. alors la suite {rp}3y,

est croissante. lim r, = R et
n—,oQ

f(rn)

n r,';,/‘.Zﬂ'b('rn)‘

lorsque n — oo.

Démonstration. Par définition des 7, et le fait que a(r) est continue et croissante a
partir de rg, il suit que les r, > 79 forment une suite croissante majorée par R. Cette
suite admet donc une limite. Supposons que nlggg ra = R' < R. Par le corollaire 2.3.2
et le fait que a(r) est continue, il existe une constante C telle que a(R') < C < oo, ce

qui contredit le fait que lim a(r,) = lim n = co.
n—o0 n—o0
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Encore par le corollaire 2.3.2, pour tout n > a(rg). il existera un unique r, tel que

a(r,) =n avec rg < r, < R. D'ou

0 { o [LLP) ),

N o/ 2mb(r) 2b(r)

f{rn) (1 +o(1)),

N T/ 27b(ry)

ce qui montre le résultat. O

Corollaire 2.3.4 Soit u(r) = ,max lan|r® = anyr¥ ") le plus grand terme de la série
<n<oo
qut définit f(r). St N(r) est son indice alors
f(r)

2mb(r

u(r) ~ et N(r)=a(r) + ofb(r)?] ~ a(r).

3

lorsque r — R.

Démonstration. Du théoréme principal, nous avons

f(r)

pu(r) = 022X |an|r"™ < —277(1‘)'

car, pour tout r.

(1+o0(1)], lorsque 7 — R.

exp [—%} <1

Pour obtenir une borne inférieure pour chaque r, choisissons n(r) < a(r) de telle

sorte que n soit l'entier le plus prés de a(r). Avec ce choix de n,

exp [_(“(T)Q_;@")(’”m] <1 et TIEI}ZGXP [— (a(r)zb—(:;(r))g] =1

car b(r) — co. Posons ¢(r) = ‘“';;(':;r))' . Nous avons alors

uir) > \/%b—z—) {exp[~€(r)] + o(1)} .

> —%; {1 = (1 - exp[—e(r)]) +0(1)},

27b()
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car (1 — exp[—e(r)]) = o(1). Grace aux bornes supérieures et inférieures ainsi trouvées.
il suit que

() u(r) ~ _f(_r)_ lorsque r — R.

J2rb(r)

Soit maintenant ¢ arbitraire et N(r) l'indice du plus grand terme de f. Supposons

que [N(r) — a(r)]> > €2b(r) pour des r arbitrairement prés de R. Grace au théoréme

principal. nous avons

pr) = awnr®,
_ S _(a(r) —N(r))z] }
~ Jamhir) {exp[ wn |
< Fuim o 5] -0}
P +o(1) . lorsque r — R par ces valeurs.
27b(r) 2
Aussi,

}ﬂﬁ_\/% < rl—lfr}lz {exp {—6—2’:] + 0(1)} < 1.
ce qui contredit (I). Il existe donc un 7, tel que pour tout r. < r < R nous avons
[N(r) = a(r)]* < €(r),
et donc

IN(r) — a(r)] < e/b(r).

Par le corollaire 2.3.2, cela revient a dire que

N(r) = a(r)+o[\/b(r)],

~ a(r). O

Corollaire 2.3.5 Sir, est défini comme au corollaire 2.3.3, alors

a Q.
n+1 ~ L 1";1,
an Qn-1

lorsque n — co.
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Démonstration. Du théoréme principal nous avons

n+p  _ f(rn) {exp [_ (a'(rn) - (n +P))2] +0(1)} .

et T i) To(ra)
- '.faf':(lln) {exp {_2512',1)} + O(l)} ° lorsque n — oc.

Comme b(r,}) — oo par 2.2.1 (b) et que nli’n;o exp [-p*/2b(r,)] = 1, nous obtenons

Qnt ritP A —-—f(rn) .
r v 2b(ry,)

Le résultat suit en posant p = 0, 1, —1 dans la relation ci-dessus et en divisant. O

2.4 Croissance des fonctions H-admissibles

Dans cette section. nous allons utiliser le théoréme principal de la section 2.3 ainsi
que ses corollaires afin d’obtenir de l'information sur la croissance des fonctions

H-admissibles.

Lemme 2.4.1 Supposons que f(z) est H-admissible sur |z| < R. Alors nous avons
lorsque T et re* tendent vers R:

(a) a (re“) ~ a(r) uniformément en r si [h| < K/a(r) pour une constante R fize

et positive;

(b) st R < oo, alors (R — r)a(r) — oo.
Démonstration. Posons ¢(x) = a(e*). Par le corollaire 2.3.2, nous savons que a(r) est
positive et croissante sur 7y < r < R. Comme e* est également positive et croissante.
¢(z) sera croissante sur g < £ < g = log R. Encore par le méme corollaire. il suit

que ¢(z) — oo lorsque z — zp. Par la définition 2.2.1 (a) et le corollaire 2.3.2 nous

avons donc

¢'(z) = e'd'(e”) = b(e),
= o0 [a(e‘)z] . lorsque £ — Tz,

= o0 [45(3:)2] , lorsque z — zp.
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Dou.siz' <z"et 2'.72" = zp.

1 1 _7éw@
5 3@ ] e

dz = o(z" — ').

(1)

En effet, par I'uniformité de la relation asymptotique en (a) nous avons

P ™ ”
¢'(z) o[¢(z)?]
d dz
/ sz / $(z)?
im ¥ —— = lim Z
1y Ix” — II[ o o' rp |zll — l.ll

1 "o
< lim { sup iM} = 0.
'z =zr | zep o) |27 — T

En multipliant (I) par ¢(z'}), nous obtenons

(1) ) =1 6(a)ols" - 7).

De plus, si {z" — £'| < K/¢(z’) alors

K
lo(z" — 2')¢(z")| < |o(z" ~ II)I-'L"TI_'I — 0, lorsque '. " — zp.

D’ou. dans ces conditions, o(z” — z')@(z’) = o(1). Nous pouvons donc transformer (II)

pour obtenir

P(')
#(z")

ce qui revient & dire que ¢(z") ~ ¢(z’). En posant r = e et h = z” — z’. nous mon-

=1+ o(1).

trons (a).

Pour démontrer (b), supposons, afin d'obtenir une contradiction. que R < oc et
que (R — r)e(r) ne tend pas vers l'infini lorsque r — R. Dans ce cas, il existera des

constantes C et C' ainsi qu'une suite R, — R telles que (R, — r)a(R,) reste bornée et

C < C'
— R, log(R/Rn)

La premiére inégalité de (III) étant triviale, vérifions que la seconde tient bel et bien.

(I1I) o(Rn) < 3

Posons R' = max(rg, R/2) > 0 (le méme ry que dans le corollaire 2.3.2). Pour des
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n assez grands. nous aurons R, > R’ et le théoréme des valeurs intermédiaires nous

garantit que
logR —logR, = %(R - Ry). pour un r € [R'. R].
< =(R—Ry).
Donc en posant C' = (C + 1)/ R’, nous sommes assurés que
C(log R —log Rs) < C'(R — Ra),
ce qui démontre la seconde inégalité de (III).

Soit 7, — R une suite telle que R, < r, < R pour tout n. Posons h = log (r,/R,).
Alors par (III) nous avons
In log—f?"- < ¢ .
R, R,  a(R,)

En posant r = R,, il suit que re® = r, et |h| < C'/a(r). Nous pouvons donc appliquer

h =log

la partie (a) du présent lemme pour déduire que

lim a(Fn) =1

n—oo a(rn)

b

d'ol. & partir d'un N assez grand mais fixe. a(R,)/a(r,) > 1/2. Nous en déduisons
que a(r) < 2a(R,) < oo pour tout 7 € (Rn, R). Ceci contredit donc le fait que
#(r) = a(e”) = oo car a(e”) < 2a(ef) pour tout 7 € (R, R). (b) est donc vrai. O

Comme nous aurons besoin a plusieurs reprises d’utiliser le fait que pour une fonc-
tion f(z) = ¥02,a,z" H-admissible, les a, sont positifs pour tout n assez grand.

démontrons le petit lemme suivant.

Lemme 2.4.2 Supposons que f(z) est H-admissible sur |z| < R. Alors pour tous les

n assez grands, les coefficients a, de f(z) sont strictement positifs.

Démonstration. Comme f(z) est H-admissible, il existe une constante ry, ol
0 < g < R, telle que f(r) > 0 pour tout r € (rg, R). Soit Ny le plus petit entier
tel que Ny > a(rg). Alors si n > Ny, nous aurons que a(r,) = n et en choisissant N,
assez grand avec N; > Nj, le théoréme principal nous assure que

1 f(ra)

Qp > ~— =t > (, pour 1 > Ny,
N 2y, /27b(r,) '

doia, >0. O
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Lemme 2.4.3 Supposons que f(z) est H-admissible sur |z| < R. Alors sin >0

— 00, lorsque r — R.

(a)

De plus. étant donné € > 0, nous avons

(b) a(r) =O[f(r)] et b(r)=0[f(r)].

lorsque 1 — R.

Démonstration. Par le lemme 2.4.2, nous savons que a; > 0 pour k assez grand.

Supposons que a; > 0. Nous avons que

. __f(r) —(a(r) — k)?
wrt =g e [T o)
Par le corollaire 2.3.2, nous savons que b(r) = ofa(r)?] et donc que
exp [:(E%)G_:)-k—)z} = o(1), lorsque r — R.

D’ot pour r suffisamment prés de R, f(r) > 2axr*\/2nb(r). De ceci nous tirons

lim f(k) > hm ;au/27rb(r) 0o,

r-R T

par 2.2.1 (b). La partie (a) du lemme est donc vérifiée.

Pour démontrer la partie (b), supposons maintenant qu'il existe r; tel que pour

tout r € [ry, R) nous avons

) alr) =r£8) > 10
Alors.
, )
/f (L_( 2/%=log(ri), pour m; < d < R.
™ 1

En intégrant le membre de gauche, nous obtenons

Ho) =107 ( s ) |
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En prenant la limite lorsque § — R, nous arrivons a une contradiction si R est infini.

En effet, par 2.4.3 (a),

fim LSO S i og (_‘5_) .
§—oc € d—o0 Ty
flr)~s > oo

€

Supposons donc que R < oo. Dans ce cas, prendre la limite nous donne
)™ 5 1og (E) ,

€ T

De cela nous déduisons que

(I1) f(r) < {elog (g) }—% < (ch;l—)—

ou C est une constante positive. Vérifions la deuxiéme inégalité de (II). En posant le
changement de variables y = r;/R ou y € [r/R,1) lorsque r;, = R, cette inégalité
devient
R
log(y) < & (¥~ 1),
laquelle est vérifiée pour C' > R. Notons que r; peut étre aussi prés de R qu’il nous
plait. Par (b) du lemme 2.4.1, comme R < oo, nous aurons qu'a partir d'un r, < R.

2r

G(T) > e—(m pourra <r < R.

D’ou. en combinant cela avec (),

£(r)
fir) ~ eR=r)

[ (]

pour r, < r < R.

En intégrant de r, & 7y, nous obtenons

flry) 2 (R - 7‘2) .
log (__f(Tz) > . log R_r) oure <r; <R,

ce qui est équivalent a

log £(r) > log £(ra) + = (log(R — r2) ~ log(R 1))

et contredit (II) si 7, est assez prés de R. L'inégalité (I) est donc fausse pour des r

arbitrairement prés de R.
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Supposons maintenant que r, est assez prés de R pour que I'on ait a la fois

(I11) b(r) < ea(r)?, pourr; <71 < R.
et

(Iv) a(ry) < f(r)".
Notons que (IIT) est vrai par le corollaire 2.3.2. Alors.

(V) a(r) < f(r)s, pourr <r < R,

ce qui revient a dire que a(r) = O[f(r)¢]. En effet. supposons que (V) est faux. Dans
ce cas, par (IV) et le fait que a(r) et f(r)¢ sont des fonctions continues. il existera un

plus petit nombre r, tel que
a(ra) = f(ra2)", our, <ry <R
Sous ces hypothéses, nous avons que
a(r) — f(r)¢ <0, sir <r <7y,
et
a(r) - f(r)* =0, sir=r,.

Par la continuité des dérivées de a(r) et f(r)¢, il suit que g;,- (a(r) = f(r)*) > 0en r,.
Analysons maintenant ['expression THdF (a(r) — f(r)e). Par définition de a(r) et b(r).

nous avons

el = £ = ra(r) - erfryE)

= b(r) —ea(r)f(r)".

> 0, lorsque r = r,.

Nous avons donc obtenu I'inégalité

b(r2) > ea(ry) f(r2)* = ea(r)?,
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ce qui contredit (III). L'inégalité (V) est donc vraie. d'ott a(r) = O [f(r)¢]. De cela et du
corollaire 2.3.2. nous montrons aisément que b(r) =O[f(r)¢] et le lemme est démontré.

a

Lemme 2.4.4 Supposons que f(z) est H-admissible sur |z| < R. Alors pour tout k
réel fize,
kr .
flr+ ——=1 ~¢€e f(r), lorsque r — R.
a(r)

Démonstration. Par le théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a log f(r). il

existe un # € (0.1) tel que pour 0 <r< Ret0<r+h<R.

f'(r +6h)
f(r+6h)’

a(r + 6h).

(D) log f(r+h)=logf(r) = h ot 0<f<l.

h
T+ 6h
Ainsi. en posant h = kr/a(r), le corollaire 2.3.2 nous assure que

T+ 6h _ [1_*_3_((:_))] =(1+0(1))-

d'ou (r + @h) ~ r. Vérifions que a(r + 8h) ~ a(r). Comme r + 6h = r (1 + 0k/a(r)).

T

posons €' = 1+ 6k/a(r). Par le corollaire 2.3.2, ¢/ — 1 lorsque 7 — R et donc. & partir

de R, assez grand, 1 < &' < 2. Nous avons donc

ok 6k k
[ = < .
log(l+a(r)) S <a(r) pour r > Ry

par le théoréme de Leibniz sur les séries alternées appliqué au développement en série de
log (1 + 8k/a(r)). Il suit que ! vérifie 'hypothese du lemme 2.4.1 (a) et a(r+0h) ~ a(r).

Maintenant, appliquons l'exponentielle de chaque c6té de (I) et laissons tendre r — R.

. f(r+h) . h
rlgllli f(r) —}ﬂexp T+ 6h

a(r + Gh)} .

En substituant A,
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c’est-a-dire,

f (7’ + ﬁ) ~ ekf(r), lorsquer - R. O

2.5 Autres résultats importants

Cette section regroupe trois théorémes ainsi que trois lemmes qui serviront plus

tard & démontrer les propriétés de fermeture des fonctions H-admissibles énoncées au

début de ce chapitre.

Théoréme 2.5.1 Supposons que f(z) = Y 32,a,2" est H-admissible sur |z| < R.
Alors pour tout w € IR fire, nous aurons lorsque r — R
fr) 7
S gurt~ 1 / e dt,  ou W(r) = a(r) + wy/26(r).
n<W(r) \/7? —o0
Démonstration. Soient w;, wy fixes tels que w; < 0 < w,. Définissons soigneusement
les trois entiers suivants en fonction de r. NV sera l'entier tel que Ny < a(r) < Ny + 1.
Comme dans I'énoncé du théoréme, nous allons simplifier la notation en posant
Wi(r) = a(r) + wi/2b(r) et Wa(r) = a(r) + way/2b(r). Soient également N, et N,
les plus grands entiers tels que

Nl S WI(T) et N‘_) S Wg(’r).

Pour aider & la compréhension de la démonstration. voici une représentation graphi-
que des diverses grandeurs en jeu.
N1

W)

N, Np+1 N,

I | ]

1 T T

a(r) Wiy(r)

=

Pour chaque entier n, nous avons l'inégalité

n+1l n
—(z —a(r))? —(n — a(r))? —(z —a(r))®
;l/‘ €xXp [—W] dr S exp [—W—} Sn!]‘. exp [—%T)———] dr.

En sommant de n = Ny + 2 & n = N,, nous obtenons

I = / exp[‘_(i:_“ﬁ)_)f]dx < 3 exp[—_("_:f.(ﬁ],

Nop2 20(r) e 2b()

N
< [ o[ e -

No+1
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En faisant le changement de variable z = a(r) + t\/2b(r). les intégrales I et Ip

deviennent

I {
I = /2b(r) f e tdt et Ip=/2b(r) [ e dt.
I i3

Vérifions que l;,[3 — 0 et que I3, l4 — w, lorsque 7 — R.

Pour /.
cWMotl)—alr) ., _(No+2)—a(r) = 2

0 <L =
- v 26(r) v/ 2b(r) ‘/9b(r

Par le choix de Ny qui, ne I'oublions pas, dépend de r, le résultat suit en laissant tendre

r vers Vinfini.

Pour [,

way/2b(7) <l (N2 +1) - a(r) < way/2b(r) + 1
J2o(r) V() T ()

Ici aussi. ces inégalités tiennent grice au choix de N, et le résultat suit en laissant

o
N

tendre r vers l'infini. Il est évident que le méme raisonnement s’applique a [3 et I;.

De cela, il suit que

.’\"_) —
(I) D exp —(LL ~ /2b(r) / —tdt, lorsque 7 — R.
N2 2b(r)
=No+2
Par le méme argument appliqué aux n tels que N; +1 < n < Ny — 1, nous avons

également
Jo (n — a(r))
(II) Y exp [—] ~ 1/2b / v lorsque r — R.
n=N1+1 2b(

Comme nous aurons besoin du fait que Ny — N; = O [ﬁb(r)l, vérifions-le. Nous

avons que
(Wa(r) = 1) = Wi(r) < N2 = Ny < Wa(r) — (Wi (r) — 1),
par le choix de N; et N,. D'ou, si r est assez prés de R,

0< ((J.Jg —'UJl) 2b(7') -1 S N2 - N]_ < (ng - wl)\/2b(r) +1
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Alors par 2.2.1 (b),

0<N2—N1+1g(wg—wl)+—3_"“"'-’“”‘* lorsque r — R.
2b(r) 2b(r)
il suit que
(I11) Np— Ny =0 [ b(r)] ‘

Par le théoréeme principal appliqué & 3,2y, 1 @.™". nous avons

No r Na —(n — a(r))?
Y a.t = f(r) > {exp[—(nTb(g)(—i]-i-o(l)},

n=N1+1 27rb(7') n=Np+l1
fir) & { [—(n - a(f))z} } f(r) (No — (N1 +1))o(1)
/27b(r) n;gjﬂ A T T \/2b(r) '

car le o(1) du théoréme principal est uniforme en n et ne dépend que de r. Par (II) et

(III) nous avons donc

f: a,r"* = f(r) (\/2b(r) {M/ e"zdt} +o(1)) + %)-0(1).

n=Np+1

(IV) = {7_—{[ - dt+o(1}

Pour les mémes raisons,

V) 5 et = i%{/ “dt + o(1 )}

0

Soit maintenant € > 0. Choisissons w, = —w,; assez grands pour que

w2

/e-t’dt > VAl —e).

w1
En combinant (IV) et (V) nous obtenons

4 n f(r) 7 ~2
Z anT = —ﬁ{[e dt+0(1)},

n=N1+1

> f—(\/%) (\/E(l - e)) , si r est assez grand,

= f)(1-e).
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Comme f(r) = 322, a,r", nous avons que
Ny )
Y aar"+ Y anr® < ef(r).
n=0 Na+1

Par le lemme 2.4.2, les a; sont tous positifs pour des k assez grands, disons k£ > p.

Nous aurons donc, grace au lemme 2.4.3 (a). lorsque r — R,

k k 4
< Ylanlr® =Y ant™ = D (laa] — @)

n=0 n=0 n=0

= o(f(r)).

D’ou. pour r suffisamment prés de R,

Ny M
(VI) D aar® <Y Jan|r™ < 2ef(r).
n=0 n=0

Par (II). il suit que

%an " \5—- / et dt <

[0 gt > n_ 1) / ~Cdt| <
Zanr + \/__ie +n=§+lanr ﬁ“[e <
DA | N
Zan \/'7?_0/0 ‘dt+n=§+1anr —7;}[6 dt] <
2¢f(r) +  €f(r) + ef(r) < 4def(r),

ol les estimations en “ef(r)" sont respectivement justifiées par (VI), le choix de w; et

wa et (IV). Et comme

No
2. anr"
hr% rl.=00 ~1 S lim R 4€f(7') = 4¢
T f(r) e—tzdt ~ f( ) / —tzdt
VT . N J
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et que € a été choisi quelconque, (VI) nous permet de déduire que

& fr) e
VII AT ~ a,|r* ~ == [ e~ tdt,
(VIL) > 3 lanlr™ ~ S £

ce qui prouve le théoréme dans le cas ol w = 0. Si w # 0, posons w = w; ou wy suivant
le signe de w et W(r) = a(r) + w4/2b(r). Supposons que w > 0. Par (VII) et (V). nous

avons

No N2
Z a,r* = Z a,r" + Z a,r".
n<W(r) n=0 n=Ng+1
0 w
= -f—\}_;—) { / e dt + 0(1)} + % {/e“zdt +o(1)} .
~ %)- / e~tdt,
Si w < 0, par (IV) et (VII). nous avons
No No
Z a,r" = Z a,r" — Z anr",
n<W(r) n=0 n=N1+1
0 0
_ i\%’ { [ et +o(l)} - &’: {/e-*’dt +o(l)} .
~ {%r—) / et dt.

Le lemme 2.4.2 nous permet également de conclure que
w
T 2
> (alr ~ LD /e Pt
HS‘V(T) \/1? -0
ce qui termine la démonstration du théoréme. O
Le prochain théoréme nous fournira une relation asymptotique entre f(r) et ses
dérivées.
Théoréme 2.5.2 Supposons que f(z) est H-admissible sur |z| < R. Alors pour tout

entier positif k fire, nous aurons

k
FE(r) ~ f(r) (a(r_r)) , lorsque r — R.
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Démonstration. Posons r; = r{l + 1/a(r)]. Notons que. par le corollaire 2.3.2.

a(r) = oo et donc r; — R lorsque 7 — R. Alors, pour |z| < 7y, les lemmes 2.4.2.

2.4.3 et 2.4.4 nous donneront

o
z a,z"|,

n=0

< S laalrh,

n=0

= O(f(r)), pour r; assez grand.
= 0O(f(r)), lorsque r — R.

If(2) =

d’ot, en posant h = r; — r, la formule de Cauchy pour les dérivées et le lemme 2.4.4

nous donnent

@D o) = | | (——f-(—i)—dzl

27 z—r)ktt
jz—ri=h

k! 2mh
o hk+1 1- r|<h

ax |f(z)l,

= B max [7(2)],

hk |~ r1<h

- [f( )(22) }

Raffinons (I) afin d’obtenir une relation asymptotique. Pour cela, écrivons r* f*)(r)

comime

o0

() = Y an-1)---(n—k+ 1)aar",

n=0

=X + Xy

ol. pour w une constante positive, nous posons

21 = > n(n=1)---(n — k + 1)a,2",
la(r)—nl|<wy/25(r)
Zz = Z nn—-1)---(n—k+ 1)a,2"

la(r)—n[>w+/2b(r)
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Par le corollaire 2.3.2, nous avons pour ) ,,

'1 - < w- 25(r) — @, lorsque r = R.
a(r) a(r)

D’ou a(r) ~ n et il suit que
nn—1)---(n =k + 1) ~ n* ~ a(r)~.

De cela et du théoréme 2.5.1, nous obtenons pour ;.

L fr)at)k T
@m  T~arF Y art~ L)\/__U_ [ et
™
la(r)—n|<w/2b(r) ~00
Plus de travail sera nécessaire afin de majorer 3", adéquatement. Définissons 3~' comme

I'opérateur de sommation restreint aux n tels que |n — a(r)| > w,/2b(r). Alors. par

I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

am X, < ¥ ataar < (Z' Ianlr")% (Z' nz"lanlr“)%.
< (z' |an|r“)% (Z ngklan]r")% .

Etudions la premiére sommation du membre d’extréme droite de (III) sans ses

valeurs absolues.

Z a,rt = Z a,r"* + Z a,r",
n<a(r)-w4/2b(r) n>a(r)+uwy/2b(r)

() F e ( )
~ == [ e "dt + | f(r) - > ant | .
\/7'—l' -[0 nSa(r)w\/Zb{—r)

~ % ] e~tdt + %/e"zdt.

—00
oc

= 2{:/(7_:)[6—t2dt.

Par le lemme 2.4.2, nous pouvons conclure que

Z’ |@n|r™ ~ 2—f\7(._r—)[e‘t2dt.

™
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Considérons maintenant la seconde sommation de (III). Par le lemme 2.4.2 les a,
sont finalement tous positifs. Posons N égal a I'indice maximum des a, < 0. Comme
k est fixé, nous sommes assurés, encore par le lemme 2.4.2, que pour une constante C

assez grande, (I) et le lemme 2.4.3 nous donnent

(s =] oo
3 n*ja,|r* < Cr* (z n(n—1)---(n -2k +1)a,r""* +0 [r‘v]) .

n=0 n=0
< cr* (0 [f(r) (@)zk} +0 [r-"’]) ,
= O[f(ra(r)*].

En reportant les informations ainsi obtenues & propos de ¥, dans (III}), nous avons

o

3, < (Qf/(;)/ e“’dt) (0 [f(matr)®])?,
O

Soit maintenant ¢ > 0. Par (II), nous avons

o0

Y., —f(r)a(r)* ~ -———f(r\)/a%(r)k/e“gdt > 0.

Nous pouvons donc choisir w assez grand pour qu’a la fois

w

IS, ek < ef(r)ar) et |3,| < ef(ra(n)t.
D’ou

>, +>, —f(r)a(r)¥|

IN

>, —fran) [+,

< ef(ra(r)f +ef(r)a(r)* = 2ef(r)a(r)".

ce qui implique le résultat. 0

Le lemme suivant nous permettra d’approximer f(z) au voisinage de z =r.

Lemme 2.5.3 Supposons que f(z) est holomorphe et non nulle & ’intérieur du disque
|z —r|<2nr, o0 0 << 1/2, et que

[b(z)} < Cb(r), sur |z — 7| < 27r,
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ot C > 0 et a(z),b(z) sont définis en 2.2.1. Alors nous avons
. g2
log f (re®?) = log f(r) + ifa(r) - () +e(r.6).

ou

Cb(r)|8]?

le(r, 8)| < o

pour |6] < n.

Démonstration. Posons ¢ = logz, ¢g = logr et ¢(¢) = log f(e*). Vérifions que la
fonction ¢(¢) est bien holomorphe sur |{ — €] < 7. Pour cela, il suffit de nous assurer
que f(z) = f(e*) ne s’annule pour aucun ¢ avec | — €| < 7. Par la définition de ¢, et

en maximisant | — €|, nous avons

—-1

¢ _
e =rl = 7|

T

et l

r le(C—Go) _ 1] ,

< r (e'c“"' - 1) ,
< r(e"-1),
< 27,

care”—1 < 2npsur 0 < 7 < 1/2. D’ol, il suit de nos hypothéses de départ que f(e¢) # 0
pour tout ¢ avec [ — €] < 1 et ¢({) est holomorphe sur ce disque. Nous trouvons.
apres de simples calculs, que
F1€) | acf(€) (f’(e‘))2
f(ef) f(es) flef) )
est bien définie. et par 2.2.1, ¢"(¢) = b(e®) . Aussi, par 2.2.1 (b). ¢"(e) = b(r) > 0

pour un r assez grand. Il existe donc une constante C > 0 telle que

¢"(()=e

[6"(0)] < C¢" (o), sur |¢ —eo| < 7.

Nous pouvons donc développer ¢"({) en série autour de €y pour obtenir

1) Q) =3 el =) surfi—eol <,

n=0
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ou, par l'inégalité de Cauchy,
C¢"(e0) _ Cb(r)
" "

En intégrant (I) deux fois par rapport a ¢, nous obtenons

leal <

@) 6(0) = dleo) + (¢~ @ld(e0) +
3¢ — eo)6"(c0) +

o

Cn (-_ )n+2
2 m+Dm+ o

Considérons la série apparaissant dans le membre de gauche de (II). Pour [( — ¢ < 7

et n > 1, nous avons

(I11) leallC — ™2 < Cb(r)lcn;‘ T < Cb(r)lg— 60'3’

Posons maintenant ( — €y = 6 avec |f| < n et remarquons que

oy € _ )
Pl = Fem = T

et
¢" (o) = b(r).

Comme rei® = ref—¢ = ¢, en substituant les valeurs de €, ¢(¢g), ¢'(eo) et ¢”(eo) dans

(I1). il suit que
log f (re“’) = log f(r) + ifa(r) — ész(r) +¢(r.9),

ou par (III),

- = Cn _ n+
€Ol = |3 g e
Cb(r)|¢ — € & 1
. l n ,;(n+1)(n+2)l'
Cb(r)|0)?
=

car |6] = |¢ — €| < m, ce qui prouve le lemme. O

Le résultat suivant nous permettra d’approximer f (re*’) pour de “petites” valeurs

de 6 encore plus précisément que ne le laissait croire 2.2.1 (c).
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Lemme 2.5.4 Supposons que f(z) est H-admissible sur |z| < R. Alors nous aurons

lorsque r — R, uniformément pour |6| < a(r)~,

, 1
f (re®) = f(r) +ibrf'(r) ~ 36 [rF'(r) + *£"(r)] + O [ f(r)a(r)*] .
Démonstration. Appliquons le lemme 2.5.3 & la fonction F'(z) = ef(*) et écrivons

A(z) = zF (;) =zf'(z) et B(z)=1zA'(z)=zf'(z) +22f"(2).
Comme f(z) est H-admissible, nous pouvons appliquer le théoréme 2.5.2. le lemme

2.2.2 ainsi que le corollaire 2.3.2 & B(z) pour obtenir, lorsque r — R,

(1) B(r) = 3 bar.

n=0

= rf'(r)+rf"(r),

~ ot () + 0 ()
= (r)alr) + F(rla(r)?
~ (rla(r)?

Comme b, = a,-1+a,-2, le lemme 2.4.2 nous assure que B(r) ne posséde qu'un nombre
fini de coefficients b, < 0. En posant = a(r)~!, f(z) sera holomorphe sur |( —r| < 297
et nous pourrons développer B(z) en série autour du point z = r pour obtenir
B(¢) = Zb (¢ —r)*, sur | — 7| < 27r,
k=0
ot b, = 12, by ~*. Il suit que pour tout k assez grand, b, > 0. Soit N le maximum
des indices tels que b, < 0. Nous aurons donc

1B < > Mqlig = I,

n=0

WA ok

<
n=0

= D bn(@nr)" +2 3 (=b))(2nr)",
n=0 an <0

= B(r+2nr)+0 [T'N].

Aussi, par (I), le lemme 2.4.4 et le fait que  — 0,
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(IT) B(r +2n7) ~ f(r+ 2nr)a(r + 27r)°.
~ e2f(r)a(r(1+2n)>

~ e2f(r)a(r)?, lorsque 7 — R.

Maintenant, comme F(z) = ef(*) est une fonction holomorphe et non nulle sur le

disque |z — r| < 2nr avec n = a(r)~*: (II), le lemme 2.4.3 et (I) nous donnent

1Bl £ B(r+2r)+0[r"],
~ e f(r)a(r)*+0[r"],
~ e f(r)a(r)?,
~ €e*B(r).

Nous pouvons donc appliquer le lemme 2.5.3 aux fonctions F'(z), A(z) et B(z) en

posant C = 9 > €2, ce qui nous donne
i9 . 1o
f (re®) = f(r) + #A(r) - 56°B(r) +¢(r.6),

ou d’apres (I) et la définition de 7, pour r assez prés de R,

9B(r)|6?
2n
< 5f(r)a(r)’|6f,

0, [93 f(r)a(r)3] .

b

le(r. )

I

ce qui démontre le lemme. O
Le prochain résultat nous permettra de démontrer un théoréme a propos du module

de f (rew) )

Lemme 2.5.5 Supposons que f(z) est H-admissible sur |z| < R. Alors il eziste ) < R

-2/5

tel que pour ry <r < R et f(r) < |8| £ ™ nous avons

|f (re®)| < £(r) = £(r)*.

Démonstration. Ecrivons

f(z) = ianz“

n=0
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et choisissons k tel que k < a(r) < k + 1. De plus, posons
k k+1

a=arrt et B=arqr .

Sans perte de généralité, le lemme 2.4.2 nous assure que « et 3 sont tous deux positifs

pour 7 assez grand. Alors, par le théoréme principal 2.3.1, nous avons que

f(r)

(1) an~f~n —— lorsque r = R.

v/ 2mwb(r) ’

En posant z = re?? et 0 < [#] < =, la loi du cosinus nous donne

(I1) lakzk + ak+1zk+1|2 = a®’+ 8%+ 2afcosd,
= o+ 3 +28 (1-251112 (-g—))
2 .2 (6
= (a+ f8)°—4afsin (-2-) ,

< (a+p)?%- 4055:;_;_

((a +8)% - |akzk + ak+1z"+1[2) > 4a6;;.

En factorisant et en divisant nous obtenons

. 4a36?
a+ B) — lagz* + agg 2 > .
(e +8) = |ac k2 2 72 ((a + B) + |axz* + ags12°+Y])’
2036
w2(a+0)’

car de (II), il suit que lakz" + ak.sz“l < a + B. Nous avons donc

2036°

lakzk + ak.,_lz""'ll <a+p8- m.

Sir est assez prés de R et que nous nous restreignons aux § tels que f(r)~%° < || < ,

en utilisant (I) et en minorant €, nous aurons
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2080°  _, f(r)* V2m(0) ),

n2(a+B) ~ T 2xb(r) w22f(r)

Par le lemme 2.4.3, en posant ¢ = 1/15 et pour des r suffisamment prés de R. nous
aurons b(r) < M f(r)}/*3, ou 'on peut choisir M > 1. Il suit que
fs o _ Sl
10y/27b(r)  10\/2rMf(r)%
f(r)s
10v27 M

Donc Iakzk + ak+12k+1| < a+ B — f(r)¢ pour f(r)~*® < |6] < 7. Comme f(r) — 0

v

-1

> f(r)s.

lorsque 7 — R. par les lemmes 2.4.2 et 2.4.3, si r est assez grand. nous pouvons écrire

k-1 o0
£ (re®)| < 3 lanllre® | + |ace* + are1 2+ X laallre®|™.

n=0 n=k+2
k-1 oo

< San +a+B8-f(r)s+ 3 |anlr,
n=0 n=k+2

= f(r)=fr)s+ S —2a.r",

< f(r)+0@Y) = f(r)s,

< flr) = f(r)5.

ce qui prouve le lemme. O
Nous terminerons cette section en démontrant le théoréme suivant a propos du

maximum de | f (re“’)'.

Théoréme 2.5.6 Supposons que f(z) est H-admissible sur |z| < R. Alors il existe

7o < R tel que pour tout r € (r¢, R) et 0 < |0| < 7 nous avons

lf (re“’)l < f(r).
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Démonstration. Restreignons-nous aux 6 tels que 0 < |6] < f(r)~%>. Par le lemme

2.4.3 utilisé avec e = 1/15, il suit que pour des r assez prés de R.

a(r)l M,

f(r)s

En divisant de chaque c6té par f(r)'/® et en prenant la limite lorsque r tend vers l'infini.

pour M une constante positive.

nous trouvons que a(r) = o [f(r)z/s], ce qui revient a dire que f(r)™%5 = ofa(r)7}].

Dot |8} = o{a(r)~!] et nous sommes en droit d’appliquer le lemme 2.5.4.

Ecrivons maintenant f(z) sous la forme f (re“’) = u + tv. Sous cette forme. le

lemme 2.5.4 nous donne
v = f(r)— %92 (rf'(r) +72f"(r)) + O [ £ (r)a(r)?] .
£r) = 56 {r ) + 2 £(r) + O [} Ra(r)]} -

car 0 < |6] < f(r)~%5, et

v = O0rf'(r)+0 [eaf(r)a(r):i] ,
= 8{rf'(n) +0[f(n)¥a(r)]}.

Moyennant de longs mais faciles calculs utilisant le lemme 2.4.3 et le théoréme 2.5.2.

nous trouvons que

£ (re”)

2

= u?+ %

= fr? =02 {f(r) (rf'(r) + 2 f"(r)) = P2 F(r)? + O [f(r)Sa(r)*]} +
O [6*f(r)?a(r)]

= f?-6*{f(r%(r)+0[f(n3]}.

Comme par 2.2.1 (b), nous avons pour les 4 tels que 0 < |8] < f(r)~¥5.

fr)* = ‘f (Tew)lz +6° {f(r)zb(r) +0 [f(r)g]},
> |f ('4"6”)'2 ,

pour des 7 assez prés de R. Par le lemme 4.1.1, nous obtenons la méme inégalité pour
les 6 tels que f(r)~%5 < |§] < 7 et donc

# (re)] < £,
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pour tout 7 plus grand qu'un certain rq et pour tout 0 < |f| < wx. O
Ce théoréme justifie donc, pour r > rg, les égalités a(r) = a(r) et 3(r) = b(r) de
la section 2.2. Il montre également que du corollaire 2.3.3, on peut remplacer f(r,)/75
par M, = M(r,)/rr afin d'obtenir
My

v/ 2mh(ry) ’

ou M, et r, sont définis a la section 2.2.

lorsque n — oo,

~o

2.6 Propriétés de fermeture et “robustesse” des
fonctions H-admissibles

Comme nous I'avons remarqué a la section 2.1. le succes de la méthode de Hayman
en analyse combinatoire repose en grande partie sur le fait que si f(z) et g(z) sont
H-admissibles, alors exp[f(z)] et f(z)g(z) le seront encore. Les deux premiers théorémes

de cette section démontreront ces propriétés.

Par la suite, nous étudierons la “robustesse” des fonctions H-admissibles. En effet.
nous verrons que le produit d'une fonction H-admissible f(z) par un polynéme est tou-
jours H-admissible. De plus, si h(z) est une fonction holomorphe sur |z| < R respectant

certaines conditions, il suivra que f(z) + h(z) sera également H-admissible sur [z} < R.

Théoréme 2.6.1 (Exponentielle de fonctions H-admissibles) Supposons que

f(z) est H-admissible sur |z| < R, alors la fonction exp(f(z)] sera H-admissible.

Démonstration. La preuve se fera en montrant que la fonction F(z) = exp[f(z)]
satisfait les propriétés 2.2.1 (b), (¢) et (d) avec 6(r) = f(r)"*5 et

F'(2)
F(z2)

A(z) =2 =zf'(z), B(z)=:z2A'(z) = zf'(2) + 22 f"(2).

remplacant respectivement a(z) et b(z). Notons que la condition 2.2.1 (a) est triviale-

ment satisfaite.

Vérifions 2.2.1 (b). Par le théoréme 2.5.2 et le lemme 2.2.2, nous avons
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(I B(r) = rf'(r)+rf"(r),
~  f(r)a(r) + f(r)a(r)? lorsque 7 — R,
~ f(r)a(r)? = oo,
car par le lemme 2.4.3, f(r) — oo et par le corollaire 2.3.2 du théoréme principal. a(r)?
tend également vers !'infini lorsque r — R, d’on 2.2.1 (b) est vérifié.
Maintenant, si |f] < §(r) = f(r)~?/°. le lemme 2.4.3 nous assure que pour T assez
grand,
a(r) < f(r)s.

Il suit que f(r)~%® = O[a(r)~']. Nous pouvons donc appliquer le lemme 2.5.4 afin

d’obtenir
log F (re) = log F(r) +i8A(r) - -;-BQB(r) +0 [ f(r)a(r)].
= log F(r) + i0A(r) — %623(7') +0 [f(r)*a(r].
car |0]* < f(r)~%/>. En appliquant I'exponentielle de chaque c6té. il suit que

F (reia) - F(T)eia.-x(r)-gei’s(r)eO{f(r)'ia(rP]’

et donc,
F (re”) ~F (r)eio‘“‘(')_%gza(’). lorsque r — oco.

ce qui vérifie 2.2.1 (c).

Finalement, si 6(r) < |#] < 7 et 7 est assez prés de R, le lemme 4.1.1 nous donne
| f (rei”)l < f(r) = f(r)/7. En appliquant encore une fois I'exponentielle de chaque
coté, (I) et le lemme 2.4.3 nous donnent

i i
|F (re'3)| < F(r)e {07,

< F(r)e‘B(’)*.

De ceci, nous constatons que

VB(r)F (re“’) Bind
; ; -B(r)
AT EE) | S BmvB@e ~ 0,

ce qui montre 2.2.1 (d) et termine la démonstration. 0O
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Théoréme 2.6.2 (Produit de fonctions H-admissibles) Supposons que fi(z) et

f2(z) sont H-admisstbles sur |z| < R, alors la fonction f(z) = f1(z) f2(z) sera également

H-admissible.

Démonstration. Soit f(z) = fi(z)f2(z). Définissons a(r), b(r), a1 (r). by (r) et as(r).

by(r) respectivement par rapport a f(z), fi(z) et f2(z) comme en 2.2.1. Alors.

_ (AOAO)

filr)fa(r)
filr) . _fa(r)
T +7r

filr) - fa(r)

De la méme fagon, nous obtenons que b(r) = by(r) + ba(r).

a(r)

= ay(r) + as(r).

Comme b;(r) et by(r) tendent vers I'infini lorsque r — oo, b(r) tendra également
vers l'infini et f(z) satisfait 2.2.1 (b). Posons® rq = max[ro(f1),ro(f2)]. Comme fi(r)
et fo(r) sont toutes deux positives sur rg < r < R, f(r) le sera aussi. Maintenant,
supposons que fi(r) et fo(r) satisfont 2.2.1 (c) et 2.2.1 (d) pour des fonctions & (r) et
d2(r). Nous allons montrer que f(z) satisfait également 2.2.1 (c) et 2.2.1 (d) avec la

fonction &(r) = min([d;(r), d2(r)]. Ainsi, nous aurons bien vérifié I'admissibilité de f(z).

Commencons par montrer que f(z) vérifie 2.2.1 (c). Nous avons

f (rew) = fi (reia) f2 (reia) :
~ fi(r)exp [i&al (r) — %szl(r)J fa(r) exp [iaag(r) - %921)2(1")] .
= AMr)exp [18(a(r) +ax(r) = 36(a(r) +ba(r))]
simplement en multipliant les deux relations asymptotiques car elles tiennent toutes
deux pour |8| < 4(r).

Afin de montrer que f(z) satisfait 2.2.1 (d) avec la fonction §(r) définie plus haut.
supposons que pour 7o < r < R, nous ayons b;(r) > e, by(r} > e. Soit € < 1/2. alors

2.2.1 (d) appliqué a f; et f, nous donne

@ [ (re?)] e

Al 7 b))

SNote: La notation r4(f1), ro{f2) est utilisée pour différencier les deux constantes ro intervenant
dans la définition 2.2.1 (a) pour les fonctions f,(z) et fa(z).

pour 4; < |0 <,
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et

o (re?)] e
fa(r) = \foa(r)’

pour r assez prés de R.

(IT) pour &, < [0 < w,

Pour la suite de 'argumentation, considérons les valeurs de r pour lesquelles
bi(r) > bo(r). Notre but sera d’étendre (I) & 6§ < [0} < m. Si d;(r) £ d2(r) alors
d(r) = é,(r) et il n’y a rien & démontrer. Supposons que 4,(r) > d»(r). Dans ce cas. en
appliquant 2.2.1 (c) & f1(2) sur d,(r) < |4 < 8;(r) et en minorant 6,

nous obtenons

(HI) W e—-;—bl(r)o'-’ '
1

lorsque r — R.

< emthRr?

Notons que comme 2.2.1 (c) est uniforme en 8 sur |f] < 4, nous pouvions utiliser le
résultat 2.2.1 (c) en 8 = §;(r).
En appliquant 2.2.1 (c) & fa(r) avec 8 = d&,(r), encore grace a l'uniformité en 6.
nous avons
fa(ret®(r))
fa(r)

De cela et de (II), il suit que pour r assez prés de R,

1b2(r)63

~ e 2

b o __2€

e .
bg(T)

Nous utiliserons le fait que la fonction £!/2e~%t est décroissante lorsque ¢ croit pour
a > 0etat > 1/2. Dou, si nous avons y > z > e, € < 1/2 et a un certain nombre

positif,

o

(R

e %" < 2ex”7, entraine que e % < 2ey”z.

De 14, comme nous avions supposé que b,(r) > by(r),
2e

e—%ﬁg(r)ﬂbq(f) < N
\/bg(r)'
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entraine que
2e
vV by (r)

Donc, pour r assez prés de R, (III) nous donne

e S82(r?bu(r)

A (re*)] < emin(ee?

A(r) T

<

2¢

V by () ’

et contrairement a l'inégalité (I), celle-ci tient pour 6(r) < |8] < n. Comme par hy-

pothése, b(r) = by (r) + ba(r) < 2by(r), il suit que

lf1 (re“’)l - 26v/2
fi(r) b(r)

(IV) ) pour 4(r) < 4§ <.

Aussi, par le théoréme 2.5.6, nous avons pour r > g et 0 < || < 7 que

|£2 (re®))|
fa(r)

En multipliant les inégalités (IV) et (V), nous obtenons

fi(re?)||f2 (re?)] 26w

- < -1,

h(r) fa(r) /b(r)

o€

Vo)

Nous avons donc montré que l f (re‘a)[ < 5ef(r)/y/b(r) pour un e arbitraire.

0 < 8 < 7 et r sufisamment pres de R. Ceci prouve 2.2.1 (d) pour f(z) et termine la

(V) <1

démonstration du théoréme. O

Nous avons finalement démontré les deux propriétés de fermeture des fonctions

H-admissibles. Attaquons-nous maintenant a leurs propriétés de robustesse.

Théoréme 2.6.3 (Multiplication par un polynéme) Supposons que f(z) est

H-admissible sur |z| < R. Supposons également que

P(z) =bo+byz+--- + bpz™
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est un polynéme a coefficients réels tel que P(R) >0 si R< oo et b, >0 st R = oc.
Alors f(2)P(z) est H-admissible sur |z] < R.

Démonstration. Supposons que a{r) et b(r) sont définis pour f(z) comme en 2.2.1
et que 2.2.1 (c), 2.2.1 (d) tiennent pour une certaine fonction &(r). Nous supposons

également que

2logb(r) :
I < |— .
= = [ o
car dans le cas contraire, pour [21‘;(,_")(' ]1/2 < |6] < 4(r), 2.2.1 (c) nous donnerait

£ () exp [_%b(r)ez} :

f(r) 2
< exp [—% (2—1%?%(1—)-) b(r)] , en minorant 6,
_ 1
= W

d’ot il suivrait que

if
\/b_(; ’fEI:) )I < bl( ) — 0, lorsque r — R.
r

- rd . 4 e - , 1 2
Comme la propriété 2.2.1 (d) serait également vérifiée pour [21__1;%_6)1'1] / < 18] < 4(r).
nous pouvons donc remplacer §(r) par min [6 (r), %%‘”] tout en conservant les pro-

priétés 2.2.1 (c) et 2.2.1 (d).

Aussi, si R = 00, nous avons

P (ret m ,imf
P )_1 _ g [emTEm 0+ 01)
roR| P(r) rR| bnr™(1 +o0(1))
= lim [¢™® — 1[.
r—+R
< limmé < limmé(r) = 0.
r—=R r—=+R
Il suit que
P (reif
(I1) ( ) ~ 1, lorsque r — R,

P(r)
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uniformément pour || < (7). De plus, si R < co, nous avons
P(re®) ~ P(r) ~ P(R),

ot la seconde relation asymptotique est évidente et la premiére garantie par la conti-
nuité de P(z) et le fait que d(r) — 0 lorsque r — R. Il suit que les fonctions P(r) et
f(r)P(r) sont toutes deux positives pour r assez prés de R. Aussi. (II) et 2.2.1 (c) nous

disent que

(III) f (Tew) P (Tem) ~ eiea(r)—‘«lzozb(r),
f(r)P(r)

uniformément pour |8] < 4(r).

lorsque r — R,

Maintenant, si R est fini, |P(z)| est borné dans |z| < R et P(r) est borné inférieure-

ment lorsque 7 — R. Nous avons donc sur é(r) < [6] < ,

P (ret?
(IV) (T ) = 0(1), lorsque r — R.
P(r)
Si R = oco. nous avons
pee)l
) -1, orsque T — 00,

uniformément en d et (IV) tient dans les deux cas. D’otl, en appliquant 2.2.1 (d) a f(z)

et en utilisant (IV). nous déduisons que

r 6 P(r i6
v If(;(r))mg)e I o [Vb| o,

= o0 [ b(r)] , lorsque r — oo,

uniformément pour §(r) < 16| < .

Pour compléter la preuve que f(z)P(z) est H-admissible, il ne nous reste qu’a
montrer que 'on peut remplacer a(r) et b(r) respectivement par
rP'(r) d (TP'(T))

P0r) et b(r)+TZr_ _——'P(r)

a(r) +
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. . _P'(r)
dans les relations asymptotiques (III) et (V). Comme d(r) — 0 et que "B et

/
ra— (LPZQ) demeurent bornées lorsque 7 — co, nous avons pour (III),

r“—‘»‘?‘ff(r;?)z(v(—;em) e"p[; (”+ (r;;(g)))“’(“(r“(f( )))}

. 1 rP'(r) TP'(r)
- vame [y (557) - (555
= 1,

et donc que 2.2.1 (c) est vérifié pour f(z)P(z). De méme, pour (V), nous obtenons

If (re‘a) ( re’ )l -0 [b(r) +"Ed; (w)} ,

R P P

ce qui montre que f(z)P(z) vérifie 2.2.1 (d) et termine la démonstration. O

Le prochain théoréme montrera que si g(z) est de croissance moins rapide que f(z),

alors f(z) + g(z) sera encore une fonction H-admissible.

Théoréme 2.6.4 (Addition d’une “petite” fonction) Supposons que f(z) est
H-admissible sur |z| < R et que g(z) est holomorphe sur |z| < R. réelle pour tout =

réel et qu'il eziste une constante positive A telle que

(a) M(r,g) = max|g(z)| = O [f(r)”"] , lorsque r — R.

Alors F(z) = f(z) + g(z) est H-admissible sur |z| < R.

Démonstration. Comme f(z) est supposée H-admissible sur [z] < R, il suit de la
condition (a) que F(r) = f(r) + g(r) > 0 pour r suffisamment prés de R. Toujours par
2.2.1 (c), 2.2.1 (d), nous avons pour f(z),

(D) f (re‘e) ~ f(r)eatr)=30%5(r), lorsque 7 — R,

uniformément pour |4| < 4(r), et

(I1) f (re‘a) =0 [ ) ] , lorsque 7 — R,

e
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pour 4(r) < || < w. Nous pouvons 4 nouveau utiliser la méme hypothése sur o(r)
qu’au théoréeme 2.6.3, & savoir que

2logb(r)]?
5(’)5[ () ] '

Alors, de (I), en majorant 62 et en utilisant le lemme 2.4.3, il suit lorsque r — R.

| (re®)| ~ flryemdoe,

> fjen |- (25 o).
e

b(r)’
> f(r)i-%.

Par (I) et (a) appliqué & g (re“’) /f(r) et g(r)/ f(r), il suit que pour |8| < é(r),

i (reia) +g (reia)
T (r) +g(r)
— lim f('r) exp [’Lea(r) - %92()(7,)] +g (T’ew)
=Y OrYo

Y

i
exp [iﬂa(r) - %sz(r)] + f?i)

= lim

3

eiﬂa(r)—%ﬂzb(r).
Nous aurons donc

(I1T) F (Teio) =f (reia) +g (reia)
~ [f(r) +g(r)]jeifer=20%), lorsque r — R,

De la méme fagon, par (a) appliqué a g(r)/f(r}) et le lemme 2.4.3, pour § < |§| < 7

nous avons
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| f (reia) g (re'e)
VO
by 1+ g(r)

)
£ (re?)] | |o (re®)]

- [ @ ]

O |f(r)t
= lig /b() ———[ff((r)) i par (II) et (a).
= limo [7E| o [s0)™.
= hmO[f(r)% ] = 0, sie <2,

et de (II) nous obtenons

o[f(r) + g(r)]

(Iv) F(re“’) =f( ) +g(rea) —\/;J(—T_)—_

Pour compléter la preuve de ’admissibilité de F'(z), nous montrerons que si

F'(r)

A(r) =15

et B(r)=rA'(r),

alors
A(r)=a(r) +0o(1) et B(r)=b(r) + o(1),

car si tel est le cas, nous pourrons remplacer a(r) par A(r) et b(r) par B(r) dans
(ITI) et (IV) pour obtenir 2.2.1 (c), 2.2.1 (d) pour F(z). Evidemment, 2.2.1 (b) suivra

automatiquement. Vérifions que nous pouvons effectivement faire cette substitution.

Supposons que |r — {| < r/a(r). Alors par le principe du maximum et le lemme

2.4.4,

w_max  lg(Q)l,

l9(<)I,

iCl<r+1‘/a(f)

1-A
O [f (r+ ﬂ) } , par (a),

= o[fn*].

9(¢)

IN

IN
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1l suit donc, par (a), le lemme 2.4.3 et la formule de Cauchy pour les dérivées. que pour

tout entier n fixe,

. OY"
™ g < () max o,

a(r)"0 [£(r)™]
™ ’
O[f(r)™] O [f(r)~]

orry-#]

= —— en choisissant € < §/2n.
r

B

1
De plus. comme

1+ g(r)/f(r) =1+ 0][g(r)/f(r)] et O [f(T)_%’\] = 0o(1) lorsque
r — R, par (a), (V) et le théoréme 2.5.2 nous aurons
N o= A +g)
AT = TR e
(r) g'(r ))
) Tﬂﬂ(“*ﬂ()
g\
O+ﬂﬂ
_ g(r) g'(r)
=+ (1+0[25]) (ol %))
_ 10 sy H-
= ﬂ)“*’“”ﬁ*O{ Fma) ||
_ 0 4
= rZE o) (1+O[f(r) ; D
_ f0
= " (1+0(1))(1 +o(1)),
= a(r)+o(1).

En utilisant les mémes idées, a savoir I'hypothése (a), 'inégalité (V) et le théoréme

2.5.1, nous trouvons, apres beaucoup de calculs, que
B(r) = b(r) + o(1).

Nous pouvons donc remplacer a(r), b(r) respectivement par A(r) et B(r) dans (III) et
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(IV) pour obtenir

F (reie) ~ F(r)elAr)=38B) lorsque r — R,

et

F (reia) =o[ Fir) ] .
VB(r)
ce qui compléte la démonstration. O
De ce théoréme, nous déduisons immédiatement le corollaire suivant.
Corollaire 2.6.5 Si P(z) = by+byz+- -+byz™ est un polyndme a coefficients réels et

si f(2) est H-admissible sur |z| < R, alors f(z) + P(z) l’est ausst, tout comme P(f(z))

si b, >0.

Démonstration. Par le lemme 2.4.3, il est clair que la condition (a) du théoréme
2.6.4 est respectée. Comme P(z) est a coefficients réels, il suit immédiatement que

f(z) + P(z) est H-admissible.

Supposons maintenant que b,, > 0. Par m applications du théoréme 2.6.3, il suit que
f(z)™ est H-admissible, et aussi b, f(z)™ par le théoréme 2.6.3 appliqué au polynéme

constant b,,. Si g(z) est définie comme
g(2) = bo + b1 f(2) + -+ by 2™,
alors
M(r.g) = O[f(™].
= 0 [(bmf('r)"‘)l' #] , lorsque r — R.

et ainsi. par le théoréme 2.6.4, P(f(z)) = bnf(z)™ + g(z) est encore une fonction
H-admissible. O
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2.7 Exemples et applications de la méthode de Hay-
man

Nous sommes maintenant en mesure de donner quelques exemples utiles de fonc-
tions H-admissibles. Comme nous l'avions remarqué au chapitre I, la formule expo-
nentielle nous permet de trouver facilement la fonction génératrice associée & de nom-
breux problémes d’analyse combinatoire. Nous verrons que dans plusieurs cas. lorsque
I'énumérateur de piles P(z) est un polynéme, I'’énumérateur de mains M(z) = P&

sera une fonction H-admissible.

Théoréme 2.7.1 (Exponentielle d’un polynéme) Supposons que P(z) = by +

bi(z) +---+ b2k, ou by # 0 et k > 1, est un polynéme a coefficients réels. et que

M(z) = an2" = eP),

n=0

Alors les cing conditions sutvantes sont équivalentes.
(a) M(z) est H-admissible dans le plan.

(b) Pour tout r suffisamment grand, nous avons
|M (reie)l < M(r), pour 0 < |6] < .
(c) Pour tout entier d > 1, il eziste un entier m tel que d n'est pas un facteur de

m et by # 0. De plus, si m = m(d) est le plus grand tel entier. alors bnay > 0.

(d) Si M, est défini comme & la section 2.2 alors

a Mr
" V2rkn

(e) a, > 0 pour tout entier n suffisamment grand.

lorsque n — oo.

Démonstration.
(a) = (b) Ceci est une conséquence immédiate du théoréme 2.5.6.
(b) = (c) Démontrons par I'absurde que (b) implique (c). Supposons qu'il existe un

entier d > 1 tel que b,, = 0 sauf lorsque d | m. Alors P(z) est de la forme

P(Z) = by + bdzd +--- 4 bzdz‘d,



pour un certain entier [ > 1, et

X RONY i\
f (re(gg_z)) = exp l:bo + by (re(%)) + -+ big (re(%)) :I .
exp [bo + bdrd + -+ b[dTM] ,
= f(r),

ceci pour des r arbitrairement grands, ce qui contredit (b). Nous pouvons donc exclure
cette possibilité. Nous savons donc que pour tout d > 1, il existe un entier m(d) tel
que by # 0.

Supposons maintenant que b,q) < 0 pour un certain entier d > 1. Ecrivons P(z)

sous la forme

P(z) = u(z) +iv(z) = i bmr™(cos mb + isinmd).

m=0

Alors

nd

U (re(?)) —u(r) =

= bm(d)rm(d) (cos (—%d—) - 1) +0 [rm@-1].

ou, par hypothése, bnq) < 0 et cos (2rm(d)/d) < 1 car d } m(d). Il existe donc une

constante C > 0 telle que pour tout r assez grand,
() m(d)
u(re d ) > u(r) + Cr™9,

Nous avons donc

()] - e

= eu®

1

u(r)+Crm(@)
e 1

> pour C > 0 et 7 assez grand.

Autrement dit, l f (re(z"i/ "))I > f(r)exp [Crm(d)], pour r sufisamment grand, ce qui

contredit (b), et nous avons bien que (b) = (c).
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(c) =(a) Nous allons vérifier que f(z) = eP{*) satisfait les conditions 2.2.1 (a). (b).
(c) et (d). Comme |'exponentielle d'un nombre réel est toujours positive, la condition

2.2.1 (a) est trivialement vérifiée. Définissons a(r) et b(r) comme en 2.2.1. c’est-a-dire:

k
reP() ( 3 mbmr’"‘l)

m=1

a(r) = P
k

= Z mb,r™.
m=1

et
'

) = (3 mbar).

m=1
k
= Z m2b,r™.
m=1

Par (c). en posant d = & + 1, nous déduisons que b > 0 et b(r) ~ k2b;.r* — oo lorsque
r — oo et la condition 2.2.1 (b) est également vérifiée. Voyons si f(z) satisfait & la
condition 2.2.1 (c). Comme e”(*) est holomorphe et ne s’annule jamais. nous pouvons

appliquer le lemme 2.5.3 pour obtenir

T P (reio) ='P(r)+i9a('r)—%92b(r)+0 [931"‘] , lorsque r —oo.

uniformément en 6, ot le O [93rk] provient du &(r, #) avec b(r) remplacé par O [r"]. De

—k/3-1/7

cela. en posant d(r) =r , nous obtenons pour |§]| < §(r),

f(reiﬂ) — f(r)eiea(r)-—%0zb(r)+0[93r"]’

- f(r)eiﬂa(r)—%Ozb(r)+0[r"3/7],
~  f(r)eifelrl=20%(r) lorsque 7 — R.

ce qui vérifie 2.2.1 (c). Attaquons-nous maintenant & 2.2.1 (d). la partie corsée de la

démonstration. Comme b(r) ~ k2b,r*, nous aurons pour r assez grand,

(e

~ f(r)exp [~5b(r 23],

~ f(r)exp [—SRbrkr2(84)]

~ f(r)exp ;—%kzbkr(g‘?’)] :
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d’ou, pour tout r assez grand,

(I1) If (re"‘s("’) < f(r)exp [—rflz']

car k/3 —2/7 > 1/21. Pour montrer que f(z) vérifie 2.2.1 (d) et ainsi terminer la
preuve, il suffira de montrer que (II) tient également pour 6(r) < [f] < 7. Comme (II)
tient dans un certain voisinage de |8] = d(r), il ne nous reste qu’a vérifier ce qui se

passe pour les valeurs de 6 telles que 3% [ f (re‘a)l =0.

En posant & nouveau u = log | f (re‘”) l, nous obtenons

k
g% = Z—% (z b,,,r"‘cosme) ,

m=0

k
= — Y mbnr™sinm,

m=0

= —kber*sinkd+0 [r*7!],
= —kbyr* (sinké + 0 [r71]).

Donc, g—g— = 0 implique que sin k6 = ¥(r) = O [r~!]. Concentrons-nous sur l'intervalle
k@ € (—77_} %) Pour r assez grand, nous pouvons appliquer arcsin & ¥(r). En prenant

le développement limité d’ordre 3 de la fonction arcsin, nous obtenons

k6

¥(r) + 0 [¥(r)?],
= 0 [r‘l] , pour k8 € (—172': ;r)_)

En enlevant la restriction sur k6, nous trouvons que kf = vw+ O [r~!] pour un v entier.

Si v = 0 alors pour é(r) < |8] < O[r~], (I) et (II) nous assurent que pour tout r

7 (re?)| = fr)exp - @ ])92]
< f(r) exp[ (%kzbr +0 ]) r-2(§+%)},
< f(r)exp[ '15]

assez grand,

Maintenant, supposons que 1 < v < 2k — 1 et posons ¢ = 6 — L/LE Il suit que

¢ = O [r~!] lorsque 7 — co. Soit d le plus petit entier tel que 2k | dv. Ecrivons 2]‘ L
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ol r et s sont relativement premiers. Nous allons montrer que pour m # 0.

cos (mwr) =1l&r|m.
k s

Supposons que cos (mvw/k) = 1. Cela implique que LHKZ = 2{ pour un entier [ > 1.

o 2
En réécrivant cette équation a I'aide de ¥ 7 sous forme réduite®. il suit que T =ms =

2l. Comme ! € N et que r [ s, 7 doit diviser m.

Sir | m, alors &} T 237"’ est un nombre pair et cos (mvw/k) = 1.

Ceci dit, analysons de plus prés u (rew) —u (rei"). Nous avons

u (reio) —u (re"o) = i by ™ [cos(m@) — cos(me)],

m_O

Z bpr™ [cos (me) (cos (T—nﬂ) - 1) — sin(m¢) sin (MH )
m=0 k k

Pour m > m(d), nous savons que d | m et donc m = dl pour un certain entier [ > 1.

Dot ¥ = Ziﬂ et comme 2 | Zg—l, il suit que cos (mvw/k) = 1 et sin (mvm/k) = 0.

Tous les termes de u (re“’) —-u (re‘”) de degré plus grand que m(d) seront donc nuls.

Vérifions que cos (mvm/k) # 1 pour m = m(d). Par définition de d, nous avons
2kl = dv avec n et d relativement premiers. Comme nous avons également que 2ks = rv
avec r et s relativement premiers, il suit que s = n et r = d. Comme par hypotheése.

d ym(d). nous avons que rJm(d) et cos (mvw/k) est bien différent de 1.

Nous pouvons donc exprimer u (re“’) -u ('re"") comme

> ") +0[r =140 [r-l]].

m(d)
u (Tew) —u (Tew) = Zd bmr™ [cos(mb) — cos(mg)],
m(d)
= i br™ [cos (mu
e (282) ] o

Par I'hypothése (c), bm) > O et le coefficient de r™@ est strictement négatif. Il existe

donc une constante C > 0 telle que

u (rei’) <u (rei“’) - Cr™@ < y(r) - Cr™@,

6Le terme “forme réduite” signifie que v et k ne possédent aucun facteur commun.
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ou la seconde inégalité provient du fait que ¢ = O [r~!]. De cela. il suit que

If (reie)l < f(r)exp [—Cr"“d)] .
< f(r)exp [—1'5‘5] ,

et (II) tient toujours. Comme b; > 0, nous avons aussi pour tout r assez grand.

’f (reis)l < f(r)exp [—b(r)z_::?] ,
f(r)

) pour 4(r) < |6 < .

D’ou

r i@ L
lim lfﬁ—(f)ﬂb(r) < limb(r) exp [~b(r) %] = 0,

Cela montre que f (re‘”) =0 [f (r)/ ‘/b(r)l et termine la preuve de l'admissibilité

de f(2).

(c) =>(d) Jusqu’a présent, nous avons montré que (a) < (b) < (c). Sous I'hypothése

(c). nous pouvons donc supposer que f(z) est H-admissible dans le plan et utiliser le

corollaire 2.3.3, lequel nous donne

f(rn)

Ay ~ —
" TR/ 2mb(7y)

lorsque n — oo.

Par le théoréme 2.5.6, nous savons que pour les fonctions H-admissibles, on peut rem-

placer f(r) par M(r, f) = sup | f (re“')l, ce qui nous donne
le1<=

M,
U ~ —————— lorsque n — oo.

J2rb(r)

Mais ici.

k
b(r,) = > mPb,r?,
m=0
~ kzbk‘l"ﬁ,

k
~ kY mbprl = ka(r,) = kn, lorsque n — oo,
m=0

ce qui prouve le résultat.
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(d) =>(e) Cela est clair par le lemme 2.4.2.

(e) = (c) Encore afin d’obtenir une contradiction, supposons qu’il existe un entier
d > 1 tel que by, = 0 sauf lorsque d / m. Dans ce cas, écrivons f(z) = e”*) comme

f(z) = i anz",

n=0

= exp [bo + bzt -+ bzdz'd] .

dy2 b zld2

Sous cette forme, nous remarquons que tous les coefficients a, ot d f n seront nuls. ce

qui contredit évidemment (e).

Supposons maintenant que b, < 0 pour un certain entier d > 1. Comme dans la
démonstration de (b) =>(c), nous avons encore que [ f (re(z"i/ ‘”)I > f(r)exp [Cr"‘(‘“].

mais par (e}, nous avons également

7 (re®)] < 5 fanir,

n=0
o0
< Z cL“’r.n +0 [TN] :
n=0
< 2f(r), pour tout r assez grand,

d’ou la contradiction. O

Notons que la formule de Faa di Bruno 1.1.6 nous permet de déduire le corollaire

suivant.

Corollaire 2.7.2 Si P(z) = by + b1z + - - =+ b2¥, b # 0, est un polynéme d coeffi-
cients réels non négatifs, alors nous pouvons obtenir une relation asymptotique pour

les coefficients de eP() = T2 ja,z".

Démonstration. Si P(z) satisfait a la condition (c¢) du théoréme 2.7.1. alors il suffit
de I'appliquer pour obtenir le résultat. Sinon, comme tous les coefficients b,, sont non

négatifs, c’est qu'il existe des entiers d > 1 et [ > 1 tels que
P(z) =bo + baz® + -+ b[dzld.

Dans ce cas, posons P(z) = @(z¢). Définissons ensuite la forme réduite de P(z) comme
étant le polynéme Q(2). Il suit que Q(z) satisfera & la condition 2.7.1 (c). Nous pou-

vons donc appliquer ce théoréme afin d'obtenir une relation asymptotique pour les
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coefficients a, de la fonction
zﬂ

oQ
= Q) — '
F(z)=e —Zann!.

n=0
Pour transformer cette information en relation asymptotique pour les coefficients a,

de la fonction P, il suffit de remarquer qu’en posant
oo zn
AR)=F(z)=)_ a;;-, et B(z)=:z%
=0 -

nous pouvons appliquer 1.1.6 pour obtenir

I

]

Ly
N:

ol

Par la propriété des B, s que nous avions soulignée a la section 1.1, nous savons que
B, = 0 sauf lorsque k = n/d (avec bien siir k € N). Il suit que tous les c, ot d f n
seront nuls. Pour les autres, n = ds pour un certain entier s > 1 et

Id
~

¢n = ¢gs = a,B,,0,..., 1,0,...),

= 4 n!

()
Comme a, = [z"]eP?) = [z7]e?*) = ¢, /n!, nous aurons a, = 0sid [ n. Sid | n et que
n = ds. alors

a.’
I = @)
F(ra)

~ , lorsque n — o0,
st(dl)srn/2nb(ry)

oll r, et b(r,) sont calculés pour la fonction F(z) =e?¢). O

Soulignons que la démonstration du corollaire 2.7.2 peut parfois s’appliquer au cas

ou le polynéme P(z) posséde certains coefficients négatifs. Par exemple. considérons
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P(z) = 1— 22421+ 28 1l est évident que P(z) ne vérifie pas a 2.7.1 (c) mais sous forme
réduite, le polynéme Q(z) = 1 — z + 2% + 23 satisfait 2.7.1 (c) (il suffit de vérifier avec
d = 2, 3). Par le théoréme 2.7.1, nous pouvons donc obtenir une relation asymptotique
pour les coefficients de e?(*), qui se traduira, grice a la formule de Fai di Bruno. en
une relation asymtotique des coefficients de eP(*). Cette observation nous permet donc

d’étendre A la fois le théoreme 2.7.1 et le corollaire 2.7.2.

Corollaire 2.7.3 Si P(z) = bp +byz + --- + bp2*, b # 0 et k > 0. est un polynéme
d coefficients réels, alors il suffit que l'une ou ['autre des conditions suivantes soit
satisfaite pour que l'on puisse obtenir une relation asymptotique pour les coefficients
de eP(3).
(a) Pour tout entier d > 1, il eziste un entier m tel que d n'est pas un facteur de
m et by, # 0. De plus, si m =m(d) est le plus grand tel entier. alors byqy > 0
(méme condition que 2.7.1 (c)).
(b) Il existe un entier d > 1 tel que si d [ m alors b, = 0. et la forme réduite de

P(z) satisfait @ la condition (a) ci-dessus.
Démonstration. Evidente de 2.7.1, 2.7.2 et des remarques ci-dessus. O

Grace aux théorémes démontrés a la section 2.6, nous pouvons aisément déduire
que les fonctions génératrices des nombres de Bell (1.3.2) et du nombre de fonctions
idempotentes sur [n] (1.3.3) sont H-admissible. En effet, comme nous avons déja montré
que ¢* est H-admissible, le corollaire 2.6.5 nous assure que e — 1 est toujours H-
admissible. Par le théoreme 2.6.1, il suit que exp[e* — 1] est aussi H-admissible. Egale-
ment, ze® est H-admissible par le théoreme 2.6.3 et toujours par le théoréme 2.6.1,
exp[ze®] est encore H-admissible. Les fonctions génératrices des exemples 1.3.2 et 1.3.3

sont donc toutes deux H-admissibles.

Pour terminer, mentionnons que l'utilité de la méthode de Hayman est souvent
conditionnelle a notre capacité d’évaluer r,, la solution de a(r) = n, avec suffisamment
de précision pour estimer r? et f(r,) asymptotiquement. Pour la fonction e*. cette
estimation était triviale. Dans d’autres cas, comme les nombres de Bell par exemple,
I'estimation de 7, a posé des problémes d’une trés grande difficulté. Chaque application
de la méthode de Hayman demandant un traitement particulier, nous n’élaborerons pas

davantage sur ce sujet.



Chapitre 111

Développement asymptotique complet de certaines
fonctions holomorphes

3.1 Motivation

Comme les résultats de Hayman ont trouvé beaucoup d’applications en analyse
combinatoire énumérative, il n'est pas surprenant que d'autres mathématiciens se soient
intéressés a les généraliser. Une des voies possibles était de raffiner le développement
asymptotique de Hayman dans le but d’obtenir une plus grande précision. C’'est ex-

actement ce que Harris et Schoenfeld ont fait en 1968.

Dans l'article intitulé “Asymptotic Ezpansions for the Coefficients of Analytic Func-
tions” [4], ils définissent une classe de fonctions que nous appellerons HS-admissibles.
plus restreinte que celle des fonctions H-admissibles, mais pour lesquelles ils obtiennent

un développement qui est souvent asymptotique et complet. Par cela nous entendons

que les coefficients a, de f(z) = 322, a,2" sont estimés par
F, F,
an, = C(n) {1+—1ﬂ(l)+ R ZI(vn) +o0 [Fg}(vn)] } , pour tout N > 0,

lorsque n — oo, out C(n) et Fi(n) seront des fonctions de n & préciser et

Fii1(n) —0 [Fk(n)]

g+ B pour tout k£ > 0,
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ou f, — oo lorsque n — co. Remarquons que l'on retrouve un développement asymp-

totique simple (a4 la Hayman) en ne conservant que le premier terme a, ~ Cj,.

Nous consacrerons ce chapitre a ’étude de I'article de Odlyzko et Richmond [8] por-
tant sur le lien existant entre les fonctions H-admissibles et les fonctions HS-admissibles.
IIs ont en effet démontré que si f(z) est H-admissible, alors la fonction exp[f(z)] sera
HS-admissible. Nous obtiendrons donc un développement asymptotique complet’ pour

toutes les fonctions de ce type, et ce, au “prix” d'un développement simple.

3.2 Définition d’une fonction HS-admissible et
résultat principal de Harris et Schoenfeld

Introduisons tout de suite la définition de fonction HS-admissible. Nous serons
ensuite en mesure d’énoncer le résultat principal de Harris et Schoenfeld & propos de

ces fonctions.

Définition 3.2.1 (HS-admissibilité) Nous dirons d’une fonction f(z) = £, a,z"
holomorphe sur |z] < R < oo et réelle pour tout z réel qu’elle est HS-admissible si elle

satisfait les conditions suivantes.

A) Il existe Ry € (0. R) et une fonction d(r) définie pour tout r € (Ry. R) tel que

nous aurons
0<d(r)<1 et t{l+d(r)}<R

De plus, f(z) # 0 pour tout z tel que |z — 7| < rd(r).
B) En définissant pour k > 1 les fonctions

"(z z*
a0 =E8 . B =LA, B = 1B,

nous avons

B(r)>0 pourRy<r<R et By(r) > oo lorsquer — R.

"Note: Voir les remarques 2 la fin de la section 3.2.
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C) Pour R; assez prés de R et n grand, définissons u, comme l'unique solution de

Bi(r) =n+1 telle que R, < r < R. Définissons également

Cilz.7) = — {Bj+2(z) + (]j); Bl(r)} / B(r).

et supposons qu il eriste un entier ng et des fonctions non négatives D,,. E,, telles
que
ICj(un,un)| < EnD},  pourn>moetj=12,...
D) Lorsque n — oo,

B(u,)d(u,)? = o0, Do E.B(uy)d(up)® = 0, Dpd(u,) - 0.

Avant de poursuivre avec le résultat de Harris et Schoenfeld, procédons & quelques
remarques au sujet de la définition de HS-admissibilité. Premierement, la fonction B, (r)
définie en (B) n'est autre que le a(r) de Hayman (voir 2.2.1). L'unicité des u, définis
en (C) découle donc de ce fait. Deuxiéemement, la fonction B(r), bien que différente
du b(r) de Hayman, lui est quand méme reliée d’assez prés et nous exploiterons ce lien

lors de la démonstration du résultat de Odlyzko et Richmond.

Théoréme 3.2.2 (Harris et Schoenfeld [4]) Si f(z) = Yoo, a.2" est une fonction

HS-admissible et que (3, est définie par 3, = B(u,), alors pour tout N > 0 nous aurons

an = ——L%)——{l+im+0[®'\r(n,d)]}, lorsque n — oc.

- 2un /w3, = Bk
ou
(=1)k & y(m+k+1)
Fk(n) = \/E Z m! 2 Z 71'1(”) " Yim (n)
m=t ' B+ gm =2k
Jreeoidm 21
7]("’) = Cj(unvun)v
et

-1
2

®y(n,d) = max [u(r,d), E!(D.E"Bx )2N+2],
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Q(r)

avec

r.d) = A(r,d)/ B(r),
p(r. d) zénéx(r)[( )y B(r)

E, = minl[l, E,],
E, = max[l.E,],

exp [—B(r)d(rf‘]}
VB(r)d(r)

/z)

f(r)
(voir la figure ci-dessus) constitué du segment de droite L de r +ird(r) é¢r\/1 — &3(r) +

ird(r) et de l'arc de cercle C du dernier point ¢ ir ¢ —r. O

ou A(r,d) est défini comme le mazimum de pour les z sur le chemin orienté Q(r)®

Remarquons que le théoréme 3.2.2 ne nous assure pas d'un développement asymp-
totique complet. En effet, comme ['a fait remarquer Schmutz [11], si P(z) = z* —z3+ 22,
la fonction ) est bien HS-admissible mais le terme d’erreur ® y(n, d) est trop grand

pour que 3.2.2 nous donne un développement asymptotique complet.

En 1985, Odlyzko et Richmond [8] ont toutefois établi une condition suffisante trées

simple pour qu'une fonction soit HS-admissible et que le développement fourni par

8Note: Dans I'article de Odlyzko et Richmond, il y a une erreur dans la définition du chemin Q(r).
Le bon chemin est celui défini au théoréme 3.2.2.
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le théoréme 3.2.2 soit asymptotique. Leur découverte est d’autant plus intéressante
que la vérification directe des conditions de HS-admissibilité est souvent ardue. Nous

consacrerons donc la prochaine section a I'étude de leur résultat.

3.3 Exponentiation d’une fonction H-admissible
et d’un polynéme

Cette section constitue le coeur du chapitre III. Nous y démontrerons le lien existant

entre les fonctions H-admissibles et les fonctions HS-admissibles.

Théoréme 3.3.1 (Odlyzko et Richmond [8]) Si la fonction f(z) est H-admissible
alors exp(f(z)] est HS-admissible. De plus, pour tout N > Q0 fizé, le terme derreur

®y(n,d) du théoréme 3.2.2 est alors o [,B,jN] lorsque n — 0.

Démonstration. Supposons que f(z) = Y32, a,2" est H-admissible sur |z| < R < co.
Soient a(r), b(r) définis pour f(z) comme en 2.2.1 et A(r), B(r), B,(r) définis pour
F(z) = exp[f(z)] comme en 3.2.1. Notons que F(z) est holomorphe sur |z| < R car
elle résulte de la composition de deux fonctions holomorphes. De plus, comme f(z) est

réelle pour tout z réel, il en sera de méme pour F(z).

Montrons que F'(z) satisfait aux conditions (A), (B), (C) et (D) de la définition de
HS-admissibilité.

Condition (A) Posons d(r) = f(r)~%/%. Le lemme 2.4.3 nous assure que d{(r) — 0
lorsque 7 — R. Si R = 00, alors trivialement r(1 + d(r)) < co. Supposons que R < oo.

Du lemme 2.4.3. nous avons a(r) = O [f(r)zfs]. Il suit que pour un r; assez grand.
2 K
flr) 5 < —, pour r; <7 < R.
a(r)
Par le lemme 2.4.1, nous savons qu'il existe également r, < R tel que (R—r)a(r) > KR

pour tout r tel que r» < r < R, d’ou I'inégalité

r<R-£{£ pour o < r < R.

a(r)’
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Du corollaire 2.3.2, nous savons que &(r) > 0 pour tout r > q’. Posons *
RO = ma‘x[q'a To, Ty, Tg].

Il suit que

r(l+d(r)) = r+rf(r) s,

KR 2

< R——+Rf(r) 5,
) TR

< R- KR+KR—R, pour Ry < r < R.
a(r)  a(r)

Finalement, comme F'(z) # 0 pour tout z € C, la condition (A) est vérifiée.

Condition (B) Pour vérifier (B), remarquons tout d’abord que comme f(z) est
H-admissible, par le théoréme 2.6.1, F(z) = exp[f(z)] sera également H-admissible.
Par les remarques faites au sujet de la définition 3.2.1, nous savons que B,(r) est
exactement a(r) défini pour F(z). Il suit donc du corollaire 2.3.2 que B;(r) — oo

lorsque r — R.

En calculant, nous trouvons également que
1
Bi(r)=1f(r) et B(r)=s(rf(r) +rf"(r))

Vérifions que B(r) est bien strictement positif pour tout r assez grand. Par définition
de Ry, nous savons que b(r) > 0 pour Ry < 7 < R. En exploitant la ressemblance entre

B(r) et b(r), nous trouvons

B(r) _ fir)  2f"(r)
T T W YT e
S il Y i I (m)
= "Fn T f(r) fr)y)
= b(r) > 0, pour Ry <r < R.
D’otl, par le théoréme 2.2.1 (a), B(r) > ( )b(r) > 0 pour Ry < r < R. Par le lemme

2.4.3 et le fait que b(r) — oo, nous avons méme que B(r) — co.

Condition (C) Par le théoréme 2.5.2 (I), nous savons que 7/ fU)(r) = O [j!f(r)a(r)],

ot la constante du O est indépendante de j. Par la démonstration du théoréme, nous

9Note: Ne pas confondre le ro défini pour f (z) en 2.2.1 avec le Ry défini pour F(z) en 3.2.1. Aussi, rq
jouera un role lors de la vérification de (B); c’est pourquoi nous en tenons compte dans la construction

de Ry.
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pouvons choisir cette constante inférieure a 2 pour tout r assez grand. Comme dans
notre cas A(r) = F'(r)/F(r) = f'(r}, il suit que

Bi(r) = AUY(r),

ol la constante du O est toujours indépendante de 5. Comme nous savons que F(z) est
H-admissible, et que B;(r} = a(r) défini pour F(z), le corollaire 2.3.3 nous permet de
déduire que u, — oo lorsque n — o0o. De cela, il suit que I'on peut choisir un ny assez
grand pour que la constante du O estimant B;(u,) soit inférieure & 2. Ceci dit. posons

_ 2f(un)a(un)2

Ex B(u,)

et D, =a(u,).

Nous avons donc E,Di = 2f(un)a(u,)*2/B(uy,). Voyons si |C;j(un, u,)| est inférieur &

E.Di pour tout n assez grand.

- {Bj+2('ll.n) + %‘—_Tl)g'Bl(uﬂ)}
|Ci(tn, up)| = B(un) ’
~ {0l walatuny*? + Sl a(u)
= B(una) ’
O [f(un)a(u,)'*?

< Bun) s

oit la constante du O est inférieure & 2 et [C;(un, un)| < 2f(un)a(un)?+?/B(u,) pour

tout n > ng. La condition (C) est donc vérifiée.

Condition (D) Notons que par le lemme 2.4.3, nous avons pour tout € > 0,
Dp = O [f(ua)9], lorsque n — 0.

Encore par le lemme 2.4.3, en choisissant € < 2/5, il existe une constante M positive

telle que

D(up)d(un) < M f(un)d(u,),

2
= Mfu,)¢ ™5 = 0 lorsque n — 0.
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Par le théoreme 2.5.2, nous avons que uf f®(u,) ~ f(u,)a(u,). Comme

B(r) = 3 (rf'(r) + r?f"(r)), nous aurons par le lemme 2.2.2,
Blun) ~ 5 (waf(un) + udf"(ua)
~ 2 (Fua)a(un) + fun)alun)?).

~ 3 unaun)

De cela, il suit que

— 2f (un)a(un)? ~4,

E, = Blu,) lorsque n — oo,

et
Blun)d(ua)? ~ 5 (un)a(un)d(un)?,

1 1
= 3f(un)5a(un)2 — 00, lorsque n — oo.

Vérifions le comportement de D, E,B(u,)d(u,)® lorsque n — oco. Encore par le

).

lemme 2.4.3, en choisissant € < 1/5,
DuBuBlua)d(un)® ~ O[f(un)]-4- 3/ (un)F0(un)?) - (F(un)™

- O[f(un)f"é‘] a(un)? — 0,

e

ce qui vérifie (D).

Nous venons de montrer que F(z) est HS-admissible. Pour terminer la démonstra-
tion, il ne nous reste plus qu’a estimer le terme d’erreur ®y(n,d). Commencons par
évaluer p(uy,.d) en analysant de prés 'expression A(un,d)\/B(u,). Pour les z € Q(u,).

nous savons que |z| > u, et en posant z = re?® nous aurons

(“—"‘1(—““—)) = d(ua) + 0 [d(un)?].

min arg(z) = arctan
.in g(2)

n

Pour les § tels que @ > d(u,), nous aurons, grace au théoréme 2.5.6,
| = e [Ref(z) = flun)],
exp[lf(Z)l - f(uﬂ)]':
exp [ F(un) = F(ua)7 = f(un)]
1
exp [~ (un)7]

IA

IA

]
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Par le lemme 2.4.3, il existera une constante M telle que pour tout n assez grand.

BY -exp [“f(un)%] \/m ~ (%) fla)V T+ %a(un)w+1 exp [—f(un),é} ,
< Mf(un)¥* exp [~ flun)7]

— 0 lorsque n — oo.

N+1

D’ol, pour les z € Q(u,) tels que arg(z) > d(u,), nous avons

Aun, d)y/ B(un) = 0 [f7Y].

Pour étre complétement rigoureux, il nous reste cependant un détail & vérifier. En
effet. comme le terme d’erreur sur 6 est négatif'®, nous devons aussi considérer le cas oil
6 < d(u,). Comme Ig%n )arg(z) ~ d(u,), nous pouvons borner inférieurement 8 par

€ Un
1 f(ua)~%® pour tout n assez grand. Remarquons également que par le théoréme 2.5.2 et
le lemme 2.2.2, pour tout n suffisamment grand, unf'(ua) + 22 f"(un) > 3 f(un)a(u,)>

Comme par le lemme 2.4.3, nous aurons
a(un) < fun)*® et exp [f(un) " a(ua)] <2,

pour des n assez grands, nous pourrons donc utiliser toute la précision du lemme 2.5.4

afin d'obtenir

| F(z)
| Flun)|

= exp :f(un)—-%ez (unf'(un) +u} " (un)) +Re O[6° f (un)a(ua)*] - f(u,,)] :
. |

< exp -5+ (71)73) - (GFum)a(unl?) + flun) 7 flun)a(un)’]
a(wa)?|

= exp [Ref(z) — f(ua)].

U=

! L, _
exp __Ef(un)sa(un) + f(u'n)

2exp [~ fun) a(un)?]

A

Encore par le lemme 2.4.3, il existe une constante M telle que pour tout n suffisamment

grand,

10Note: Cela se vérifie a I'aide du développement limité de arctan z autour de 0. En effet. arctanz =
z — z3/3 + ofz*] lorsque z — 0.
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F(z)
N -
‘Bn F(un) B(uﬂ)
N+1 1 i A
~ (5) T FN F Ra( Y2 [~ () Salun)?]
N+1 1 : 2
< Mf(un)** exp [~ oS (wa) Salun)?]
=+ 0 lorsque n — o0,
et ici aussi, A(uq, d)y/B(un) =0 [ﬂ,‘;N].
Montrons maintenant que exp\[_%:)z:")ﬂ =0 [ﬂ; N ] Pour simplifier les manipula-
tions, posons ¢, = B(u,)d(un)?. Comme ¢, ~ }f(un)*/a(un)? nous aurons donc
N €Xp [—B(un)d(un)z] _ B(un)N
\/B(un)d(un) \/c—n[1+cn++—cg,-+]
_ B(u,)V 7
Ve B(un)¥d(un)2 [o(1) + & + 25 -]
1
B(un)d(un)2+! [o(1) + & + 8- -]
< (5N +2)!

\/B(un)d(un)2N+lcﬁ(2,’V+1) ’
(5N + 2)! 22(28+1)
(2N +1) GV .
\/E(Tn_)f(un)—JT— : f(un)_(-s""a(uny(z.-vﬂ)
(5N -+ 2)! 22(2N+1} 0
__)
\@(Un)a(un)ﬂmvﬂ)

~

lorsque n — oo.

o exp[-Blua)d(ua)?] _ [a_n
dou /B(un)d(un) _O[ﬂ" ]

_1 AN 42
Comme p(u,,d) est assez petit, il ne reste qu'a montrer que E, (DHE:ﬁn "’)

est bien o [,6,’{ N ] Par définition de E!, et E}, nous devons considérer les deux possibilités

suivantes.

Supposons d’abord que £} =1 et E] = E,. En laissant tendre n — co nous avons

En~4, Da=0[f(u)] et Blus)~ éf(un)a(un)z.
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Comme B, = B{u,), en choisissant € < il existera une constante M telle que

1
2(NF1)°
pour pour tout n assez grand nous aurons

1

1\ 2N+2
Sn(n.d) = (DnEnﬁn?)

~ (O[f(ua)]-4)**2- g7,

< Mf(un)zc(NH) 3

- B(u,) "

~ 2M.f(un)2e(iv+l) ﬁ—;\'
f(un)a(ug)? °T ’

= o(1)87V.

D'olt &x(n,d) =0 [7¥].

Supposons maintenant que E] = E, et que £ = 1. Dans ce cas, avec les mémes

hypothéses que ci-dessus, nous aurons

_1 2N +2
(pN(na d) = En (Dnﬂﬂ 2) y
~ 4O [f )V BT

Mf(un)ze(N+1) -N
< Buy) B, ",

2Mf(u 2c(N+1) N

Fluna(an)z
= o(1)B;",

ce qui termine la preuve et montre que ®y(n.d) =0 [6; N ] lorsque n —» oc. O

Remarquons que le théoreme 3.3.1 ne s’applique pas dans le cas ol la fonction f(z)
est un polynome. les polyndémes n’étant pas en général des fonctions H-admissibles. Par
contre, Schmutz {11] réussit & obtenir des conditions nécessaires et suffisantes pour que
le théoreéme 3.2.2 nous donne un développement asymptotique de e”*). Pour compléter

cette section, citons ici son résultat.

Théoréme 3.3.2 (Schmutz [11]) Soit P(z) = by + b2+ -'--+bkzk, b #0 etk >1,

un polynéme a coefficients réels, et soit F(z) = ePC) = T2 1 a,z". Alors

Pl Fk(n)
a"_2u:\/TTI{ -3

+0 [@N(n,d)]} , lorsque n - oo,
k=1
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est un développement asymptotique complet pour a, si et seulement si les conditions
équivalentes ' de Hayman ci-dessous sont satisfaites.

(a) Pour tout entier d > 1, il existe un entier m tel que d n'est pas un facteur de

m et b, # 0. De plus, si m = m(d) est le plus grand tel entier, alors by4 > 0

(méme condition que 2.7.1 (c)).
(b) a, > 0 pour tout entier n suffisamment grand (méme condition que 2.7.1 (e}).

Du théoréme 3.3.2, Schmutz déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.3.3 (Schmutz [11]) Si P(z) = by + bz + --- + b2k, b # 0 et
k > 1, est un polynéme a coefficients réels non négatifs, alors nous pouvons obtenir un

développement asymptotique complet pour les coefficients de e?() = T2 a,z".

Démonstration. La preuve utilise le méme argument que le corollaire 2.7.2. Si P(=z)
satisfait a la condition (a) du théoréme 3.3.2, alors il suffit de I'appliquer pour obtenir
le résultat. Sinon, comme tous les coefficients b,, sont non négatifs, c’est qu’il existe
un entier d > 1 tel que P(z) = Q(2%). Dans ce cas, Q(z) (la forme réduite de P(z))
satisfera 4 3.3.2 (a) et nous pourrons obtenir un développement asymptotique complet
pour les coefficients a/, de la fonction F(z) = e?() = ¥2 a!, . A 'aide de la formule
de Fai di Bruno, nous trouvons finalement que a, = 0 si d [/ n et que si n = ds pour

un s > 1, alors

!
a&’

si(d)e’

F(ua) X Fy(n)
- 2s!(d")sur /7B, {1 + kz=:1 _Lﬁ_}l" +O[@x(n, d)]} . lorsque n — oc.

ot F(z) = e?) et les uy, Bn, Fi(n) et ®x(n,d) sont calculés pour F(z). O

a, =

Notons qu'en employant le méme argument que pour le corollaire 2.7.3 nous pou-
vons également étendre le corollaire 3.3.3 au cas ou P(z) posséde certains coefficients

négatifs. Nous obtenons ainsi l’analogue du corollaire 2.7.3.

Corollaire 3.3.4 Si P(z) = by + byz +---+be2*, by # 0 et k > 1, est un polynéme
@ coefficients réels, alors il suffit que l'une ou l'autre des conditions suivantes soit
satisfaite pour que l’on puisse obtenir un développement asymptotique complet pour les

coefficients de eP().

11Note: Voir le théoréme 2.7.1 de Hayman.
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(a) Pour tout entier d > 1, il existe un entier m tel que d n'est pas un facteur de
m et by, # 0. De plus, st m = m(d) est le plus grand tel entier. alors byya) > 0

(méme condition que 2.7.1 (c)).

(b) Il existe un entier d > 1 tel que si d } m alors b, = 0. et la forme réduite de

P(2) satisfait ¢ la condition (a) ci-dessus.

Démonstration. Si P(z) vérifie la condition (a), il suffit d’appliquer le théoreme
3.3.2. Si P(z) vérifie la condition (b), nous n'avons qu’a appliquer le théoréeme 3.3.2 a
la forme réduite de P(z) et ensuite utiliser la formule de Faa di Bruno pour retrouver

le développement de %) A la maniére du corollaire 3.3.3. O

Soulignons que ce dernier résultat et le corollaire 2.7.3 découlent des mémes hy-
pothéses. Il n'est donc pas plus “difficile” d’obtenir un développement asymptotique
complet qu'un développement simple dans le cas de la fonction eP(*), ce qui n'est

évidemment pas le cas en général.

Pour terminer, remarquons que les nombres de Bell et le nombre de fonctions idem-
potentes sur [n] peuvent étre approximés par le théoréme 3.3.1 car e — 1 et ze® sont
deux fonctions H-admissibles’®. Notons toutefois qu'a I'instar de la méthode de Hay-
man, l'utilité du théoréme 3.3.1 dépend grandement de notre capacité a estimer u,

avec assez de précision pour estimer asymptotiquement a leur tour les fonctions ul,

fluy) et By.

12Note: Voir la discussion suivant le corollaire 2.7.3.



Chapitre IV

Autres méthodes analytiques utiles

Dans ce dernier chapitre, nous ferons un survol de quelques autres méthodes ana-
lytiques couramment utilisées en analyse combinatoire énumérative. Nous dégagerons
leurs forces et leurs faiblesses et donnerons quelques applications typiques. Notre am-
bition n’est pas de toutes les exposer avec rigueur mais seulement d’informer le lecteur
de leur existence et de le référer aux ouvrages appropriés. A la section 4.2.1. nous
procéderons a un bref rappel des définitions et résultats de l'analyse complexe dont
nous ferons usage par la suite. Ce rappel ne se veut en aucun cas exhaustif ou rigoureux
et n'a pour but que d'introduire les concepts utiles en analyse combinatoire. Le lecteur

intéressé peut consulter [6] ou tout autre livre portant sur I'analyse complexe.

4.1 Estimés élémentaires

L’expression “élémentaire” signifie que nous ne considérerons dans cette section
que les méthodes n’ayant pas recours a ’analyse complexe. Le plus grand avantage des
méthodes élémentaires est qu’elles sont souvent plus faciles 4 utiliser. De plus, comme
elles imposent des conditions plus faibles sur les fonctions génératrices, elles sont plus

largement applicables.

Leur plus grand inconvénient est que les estimés qu’elles procurent sont souvent
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moins précis que ceux obtenus a l'aide des méthodes d’analyse complexe. Par exemple.

considérons les fonctions suivantes.

s 1
fi(z) = = —
oy 1—-=2
et
3 e 3 22
==+2) =42

Ces deux séries convergent pour |z| < 1, divergent pour |z| > 1 et tendent vers l'infini
lorsque z — 1~. Toutefois,

fi(z) = fa(2)

_z—1
T 2(z+1)

Ces deux fonctions sont donc presque identiques pres de z = 1. De plus. comme f;(z)

=0, lorsque z — 1~.

et fo(z) sont toutes deux asymptotiques & 1/(1 — z) lorsque z — 17, z € IR*. et que

leur différence est O(|z — 1|) pour z € R™, il nous faudrait des outils extrémement

subtils afin de détecter des différences dans leurs coefficients simplement grice a leur

comportement sur |'axe réel positif. Cependant, comme f;(z) et fo(z) different notable-

ment lorsque z — —17, il subsiste toujours un espoir pour les méthodes réelles.
Considérons maintenant la fonction

,3

oo
f3(2)=2+3223"=2+21_23.

n=1

Dans ce cas, fi(z) et f3(z) sont toujours asymptotiques & 1/(1 — z) lorsque = — 1.

z € R*, mais ici.
|f1(2) = fa(z)] = O(|z — 1), pour tout z € R.

Cette différence entre fi(z), f2(z) et fi(z). fa(z) est comparable au changement que
produirait la modification d'un seul coefficient d'une fonction génératrice F'. Avec des
méthodes réelles. il nous faudrait beaucoup plus d’information au sujet de la fonction
génératrice afin de déterminer comment cette modification influence les coefficients de
F. Nous verrons plus tard que les méthodes d’analyse complexe sont plus appropriées a
ce genre de probléme. En imposant a F' des conditions assez faibles sur C, elles peuvent

se contenter de beaucoup moins d’information le long de 1’axe réel.

Cela dit, voici une fagon triviale d’obtenir une borne supérieure pour les coefficients

de f(z).
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Lemme 4.1.1 Soit f(2) = Y avyan2". Supposons que f(z) est analytique sur |z| < R.
R >0, et que a, > 0 pour tout n. Alors, pour tout z € (0. R) et tout n > 0.

f(z

"

a, <

Remarquons que pour les fonctions génératrices associées & des problémes d énuméra-
tion. 'obligation que tous les a, soient positifs ne constitue pas une restriction majeure.
Notons que si R < 1, le lemme 4.1.1 nous permet d’obtenir une borne supérieure pour

la somme des coefficients car

i(i). > 22+...+an—1+am
" "
n
> Zaj.
Jj=0

Aussi, une meilleure borne peut souvent étre obtenue 4 l'aide du lemme 4.1.1 en mini-
misant f(zr)/z". Par exemple, si f(z) = e°, nous aurons

1 et

— = [")f(2)

pour tout £ € (0, 00).

n’

S
8

Trouvons le z, € (0.00) minimisant e*/z™. En prenant le logarithme et en dérivant

nous trouvons

d e d n
2 (-)):- —nlogz) =1- 2.
dz (og z" dz (z —nlogz) T
En posant la dérivée égale a zéro, il suit que z, = n. Ainsi, pour n!, nous obtenons

n! > ne™".

Cette borne tient uniformément pour tout n et n’est éloignée de la formule de Stirling!?
que d'un facteur asymptotique /27n. Habituellement, lorsque la fonction f(z) est assez
lisse, la meilleure borne fournie par le lemme 4.1.1 ne sera trop grande que d'un facteur

polyndmial en n, et souvent d’aussi peu que d’un facteur /n.

Mentionnons qu'il est également possible d’obtenir des bornes inférieures pour les
coefficients d’une grande classe de fonctions & coefficients positifs (voir Odlyzko [7a]).
Par contre, ces bornes sont généralement plus faibles que les bornes supérieures obte-

nues a l’aide du lemme 4.1.1 et nécessitent I'estimation précise du minimum de f(z)/z".

12Note: Voir I'exemple suivant le théoréme 2.3.1.
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De nombreux théorémes taubériens peuvent également s’avérer utiles dans l'étude
des fonctions génératrices. La plupart d’entre eux s’appliquent a des fonctions possédant
de petites singularités’® et donnent des relations asymptotiques pour la somme de leurs
coefficients. Pour une discussion plus approfondie, nous référons le lecteur a la section

8.2 de [7h].

4.2 Meéthodes basées sur ’analyse complexe

Dans cette section, nous introduirons quelques méthodes utilisant I'analyse com-
plexe. Celles-ci s’inspirent en grande partie de la formule de Cauchy. Lorsqu’elles
s’appliquent, elles donnent généralement beaucoup plus de précision que les méthodes

¢lémentaires. Par exemple, nous avons vu a la section précédente que les fonctions

0 1 o0 5 23
filz) =) 2= et f3(2)=2+3Zz"=2+2—3
n=1 l-z n=1 l-2

sont trés semblables sur 1'axe réel. La situation est pourtant toute autre dans le plan
complexe. En effet, f;(z) n’a qu'un seul péle simple en z = 1 alors que f3(z) posséde un
pole simple en chaque racine cubique de l'unité, c’est-a-dire en z = 1, z = exp(2wi/3) et

= exp(4wi/3). Notons que la présence des trois pdles aux racines cubiques de 1'unité
est reflétée par la périodicité modulo 3 des coefficients de f3(z). Dans la discussion qui

suivra, f(z) sera une fonction d’une variable complexe.

4.2.1 Définitions et résultats généraux

Par un théoréme bien connu (voir [6] chapitre III, §7 théoréme 7.3). f(z) sera
holomorphe sur un ouvert U C € si et seulement si f(z) admet un développement en
série de la forme

oo
f(2) =Y an(z —w)?, olt les a,, dépendent de w,
n=0
dans un voisinage de chaque point w € U avec un rayon de convergence strictement
positif. La plupart des fonctions pour lesquelles des méthodes analytiques s’appliquent
sont effectivement holomorphes dans un certain disque centré a l'origine. Rappelons
oQ

qu’une condition nécessaire et suffisante pour que f(z) = 332, a,2" soit holomorphe

dans un voisinage de l'origine est qu’il existe une constante C > 0 telle que |a,| < C®

13Note: Voir la section 4.2.1 pour une “classification” des singularités.
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pour tout n > 0. En pratique, nous aurons donc affaire & deux types de fonctions
génératrices: celles qui sont holomorphes dans un voisinage de l'origine et celles qui

divergent pour tout z # 0.

Nous dirons qu’une fonction f(z) est méromorphe sur un ouvert U si elle est holo-
morphe sur 'ouvert U’ obtenu a partir de U/ auquel on a enlevé un ensemble de points
isolés {p1,pa, - .-} ol chaque p; est un péle de f(z). Si f(z) posséde un péle d'ordre r

en z = w, alors nous pouvons développer f(z) en série de Laurent de la forme

x
f(z) = Y an(z—w)". ol a, dépend de w,

n=-r

et nous noterons la partie principale de f(z) en w par

-1

PP(fiw)= ) an(z —w)"

n=-r

Rappelons également que toute fonction méromorphe peut s’écrire comme le quotient

de deux fonctions holomorphes.

Le concept de prolongement analytique sera également trés utile. Soit f(z) une
fonction holomorphe sur un ouvert U. Si g(z) est holomorphe sur U’ D U et g(z) =
f(z) pour tout z € U, nous dirons que g(z) est le prolongement analytique de f(z)
a l'ensemble U’. Notons que lorsque U’ est connexe, si i C U' et U N U’ est non
vide, le prolongement analytique est unique. Par exemple, la série f(z) = S0,z
converge sur |z| < 1 et définit une fonction holomorphe sur cet ensemble. Par ailleurs.
9(z) = 1/(1 — 2) est holomorphe sur € \{1} et g(z) = f(z) sur |z|] < 1. La fonction
g(z) est donc le prolongement analytique de f(z) & I'ensemble C\{1}.

Pour terminer cette section. parlons un peu des différents types de singularités
auxquelles nous serons confrontés. Les singularités isolées qui ne sont pas des péles
seront appelées singularités essentielles. Pour une fonction f(z) donnée. celles-ci cor-
respondent aux points w € € autour desquels le développement en série de Laurent
autour de w posséde un nombre infini de puissances négatives de (z — w). Ainsi le point
w = 1 est une singularité essentielle de exp[1/(1 — z)| mais non de 1/(1 — z).

Mentionnons également un autre type de singularité: la singularité algébrique. Celle-

a

ci provient du fait que pour définir convenablement log(z), et par conséquent!* z°

14Note: Rappelons que z® = exp[alog(z)].
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pour a réel, il nous faut choisir une “branche” sur laquelle la fonction log(z) ne sera
pas définie. Par exemple, on choisit habituellement la branche principale /R~ pour
définir log(z) sur € \/R~. D’une facon générale, une fonction f(z) aura une singu-
larité algébrique en z = w si l'on peut réécrire f(z) comme la somme d’'une fonction

holomorphe en z = w et d’'un nombre fini de termes de la forme
z a
l—-— .
(-2 o

olt g(z) est holomorphe en w et a € R\ Z.

Comme nous I’avions remarqué a la section 2.1, le succés d’'une méthode analytique
dans l'estimation asymptotique des coefficients d'une fonction génératrice f(z) dépend
grandement du type de singularité de f(z). Pour une fonction f(z) entiére. c'est-a-
dire holomorphe sur €, les méthodes développées aux chapitres II et III sont souvent
appropriées. Dans les autres cas, il nous faudra déterminer si les singularités de f(z)
sont petites ou grandes. Cette classification est assez vague et ne sert qu'a indiquer a
quelle vitesse croit la fonction f(z) lorsque z — w, ou w est une singularité de f(z). Si
w = 1, nous dirons que les fonctions (1 — z)'/2, log(1 — z) et (1 — z)~° ont une petite
singularité en w car |f(z)| décroit ou croit au plus comme une puissance négative de
|1—z] lorsque z — 1. Par contre, les fonctions exp[1/(1—z)] et exp[(1—2z)~/%] possédent

une grande singularité en w.

Enoncons maintenant quelques résultats généraux en commencant par le pendant

complexe du lemme 4.1.1.

Lemme 4.2.1 57 f(z) est holomorphe sur [z] < R, R > 0. alors pour tout r tel que
O<r<Retn>0,

max |f(z)|

=" f(z)| < B

T

Ce lemme est une conséquence directe de la formule de Cauchy. Notons que si f(z)
est définie comme en 4.1.1 avec a, > 0 pour tout n, le lemme 4.1.1 devient un corollaire
évident de 4.2.1 car

F@I S anlzl™ = £(z])-

n=0
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L’avantage du lemme 4.2.1 sur son vis-a-vis réel est que les coefficients a, peuvent
maintenant prendre des valeurs négatives (et méme complexes!). Notons que si f(z)
est holomorphe sur |z| < R, alors pour tout € > 0, f(z) sera bornée sur |z] < R —¢ et

par le lemme 4.2.1,
laa] = O [(R~&)™"].

Un autre théoréme de base & propos du rayon de convergence R d'une série peut

également nous renseigner sur le comportement des coefficients de f(z).

Théoréme 4.2.2 Soit f(z) = Y22 a2". Alors une des trois possibilités suivantes
doit étre vérifiée.
(a) f(z) converge seulement pour z =0, et R = 0.

(b) f(z) converge absolument pour tout z € C, et R = co.

(c) Il existe un nombre R € (0,00) tel que f(z) converge absolument sur |z| < R et

diverge pour |z| > R. De plus, R est donné par ['expression

1 omy- 1 1
= Fmsop a7’ (convention: ; =co et 7 =0).

n—oc

Appliquons le théoréme 4.2.2 a la fonction génératrice des nombres de Bernoulli.

f(z)zf:Bn;:

n=0

P4

e -1

Les singularités de f(z) sont situées aux points z = 2kmi pour k € Z. Notons que la
singularité en z = 0 est enlevable en définissant f(0) = 1, et que les singularités (non
enlevables) les plus prés de I'origine sont +2mi. Le rayon de convergence de f(z) est
donc 2x. Par le théoréme 4.2.2,

ll/n

*

S

lim sup |a,
n—o0
ce qui nous assure qu’'étant donné € > 0, nous avons, pour tout n assez grand.
1 n
<|z—+¢€
lax| (271' )
1 n
>l——€} .
@] (21r )

Il suit que les coefficients a, tendent vers zéro exponentiellement rapidement, environ

et pour une infinité de n,

comme 1/(27)" pour n assez grand.
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4.2.2 Soustraction de singularités et méthode de Darboux

Une fagon classique d’évaluer les coefficients d’une fonction génératrice f{z) est de
construire une fonction g(z) plus simple ayant certaines. voire les mémes singularités

que f(z), et d’évaluer les coefficients de g(z).

Supposons que f(z) = Y ar,@,2" ait un rayon de convergence R > 0 et que sur
le cercle |z| = R, les seules singularités de f(z) soient des podles. En construisant
une fonction g(z) holomorphe sur |z| < R et ayant les mémes singularités que f(z)
sur |z| = R, la différence f(z) — g(z) sera maintenant holomorphe sur |z| < R’ avec
R' > R. Avec un peu de chance, R’ sera substantiellement plus grand que R. Par le

théoréme 4.2.2, nous aurons pour tout € > 0,
2" f(z) —g(z)| = O [(R' - e)—"] , lorsque n — 0.

Si nous connaissons précisément les coefficients de la fonction g(z). nous aurons donc

un bon estimé de ceux de f(z).

A nouveau, appliquons cette idée a la fonction génératrice des nombres de Bernoulli.

=3 BE =2

n=0

Nous savons que f(z) possede des péles simples en 2kwi, & # 0 (en 0, la singularité est

enlevable). Posons

g(z) = 27ri( L - — - .),

z=2m z4+2m

- Z (Qm)

La fonction (f — g)(z) est maintenant holomorphe sur |z| < 47 et par le théoréme 4.2.2,

I[z"] f(2) —g(z)| =0 [471'—6)'"].

o

-3 ()

=0 \2mi

Comme les coefficients de g(z) sont donnés par
0 si n est impair,

n = 2 . .
[Z ]g(Z W s1 1 est pair,

nous avons, pour les coefficients de f(z),
Ol(4r — €)™ si n est impair,

an = [2"|f(2) = (22 +0 [(41r —€)” ] si n est pair.
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Le principe de soustraction de singularités a donné naissance & bien des méthodes

pour étudier les coefficients de fonctions génératrices, entre autres au théoréme suivant.

Théoréme 4.2.3 Supposons que f(z) est méromorphe sur un ouvert contenant

|z2| < R, holomorphe en z = 0 et sur |z|] = R, et que les seuls pdles de f(z) dans

|z} < R sont py,po,-..,px, respectivement d’ordre my, mo,.... my.. Supposons de plus
que
max |f(z)] < M,

et que R — |p;| > & pour un certain 6 >0 et 1 <t < k. Alors

[z"]f ZPprz‘<—+RnZ(Zla’(p' )

i=1

ou les a;j(p;) dépendent des péles et sont définis de la fagon suivante

a;(p:) = [(z — p:) ’|PP(f. p).

Démonstration. Comme ( f(z) - =&, PP(f, p,)) est holomorphe sur un ouvert con-

tenant |z| < R. nous pouvons appliquer le théoréme 4.2.2 afin d’obtenir

.
f2) - L PPU. pJ\.

o (f )

Quand la fonction f(z) présente des singularités algébriques. la méthode de Darboux

k
(=] (f(z) - PP(, p,-)) | <

IN

d'ol le résultat. O

est souvent utilisée. Nous citerons ici une généralisation due a Szeg6 [12].

Théoréme 4.2.4 Supposons que f(z) est holomorphe sur {z| < R, R > 0. et ne
posséde que des singularités algébriques sur |z| = R, disons auz points w;, j = 1.... k.

La fonction f(z) peut alors s’écrire comme

k aj
f(z )+ (1 - —) 9i(z),

i=1
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ou h(z) est holomorphe sur |z] < R, gj(z) est holomorphe sur un voisinage de w; et
a; € R\Z. Soient a le minimum de Re(a;) et S = {j € {1....,k} : Re(a;) = a}.
Alors, lorsque n — oo,

) — Z g](wJ n~%~1 +o [R—nn—a—I] .

Appliquons le théoréme 4.2.4 2 la fonction génératrice exponentielle que nous avons

obtenue pour les graphes 2-réguliers a la section 1.3.4. Ici,

fla) = 52—,
R =1 et la seule singularité algébrique de f(z) se trouve en z = 1. Nous aurons donc
1 1 1
e 2" in"?
[2"]f(2) = —I‘l_ +o[vn],
(3)

Nous verrons dans la prochaine section une famille de résultats pouvant souvent

remplacer avantageusement la méthode de Darboux.

4.2.3 Théoremes de transfert

Les théoremes de transfert constituent un apport assez récent au “coffre a outils”
de l'analvse combinatoire. Ils permettent de traduire directement le développement
asymptotique d'une fonction génératrice en développement asymptotique pour ses co-
efficients. Ces résultats sont également fondés sur le principe de soustraction de sin-
gularités mais ils ['utilisent assez différemment pour justifier leur exposition dans une
section a part. La méthode de base que nous présenterons s’appliquera aux fonctions
génératrices ayant une seule singularité sur I’axe réel mais pouvant étre étendues d'une

certaine fagon au-dela de leur rayon de convergence.

Nous nous contenterons ici d’énoncer un théoreme résumant la plupart des résultats
obtenus & l'aide des techniques de transfert. Nous référons le lecteur a l’article de
Flajolet et Odlyzko [3] pour les démonstrations ainsi qu’une discussion plus approfondie
du sujet. Mais tout d’abord, nous devons définir la notion de fonction & variation lente

a l'infini ainsi que le domaine fermé A(r, ¢, 7).
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Définition 4.2.5 ([7b], p.1166) Une fonction L(u) est dite a variation lente a I'infini
sl existe
(a) des nombres réels ug > 0 et 0 < ¢g < 7/2 tels que L(u) est holomorphe et

non nulle sur

{u:|arg(u —ug)| < ™ — ¢o}:

(b) une fonction e(z) définie pour z > 0 avec lim,_, o () = 0 telle que pour tout
6 € [—(m — ¢0). ™ — ¢a] €t © > ug, nous avons

'L (uem) .
L(u)

L(uloglogu)

< e(u) et 70

1} < €(u).

Le domaine fermé A = A(r, ¢,7) (voir la figure ci-dessous) est défini par

A(r.¢.m) ={z:|z| <7 +n,|arg(z —7)| > ¢}.

A(r,¢.n)

r+n

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer notre théoréeme de transfert.
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Théoréme 4.2.6 ([7b], p.1166) Supposons gue f(z) est holomorphe'® sur A\{r}.
ou A =A(r,¢,n) avecr,n > 0,0 < ¢ < /2, et que L(u) est une fonction a croissance

lente a l'infini. Soit a € R.

(A) Si

R AR
uniformément lorsque z — v pour z € A\{r}, alors

[z"]f(z) =0 [r—"n""lL(n)] . lorsque n — oo.

(B) Si

f&) =0tz =L (=]
r—2z
uniformément lorsque z — r pour z € A\{r}, alors

[z"]f(z) =0 [r'"n""lL(n)] , lorsque n — oo.

(C) Sia€ R\{0.1,2,...} et

f@) ~ =L (=)

r—z
uniformément lorsque z = r pour z € A\{r}, alors

T—nn—a—l

[2"]f(2) ~ —m‘*

L(n).

Notons que ce théoréeme peut étre généralisé. En effet, la méthode de transfert
s'applique également & une fonction f(z) possédant un nombre fini de singularités sur
son cercle de convergence. Il suffit dans ce cas de modifier le domaine A en y enlevant
une “pointe” pour chaque singularité supplémentaire. L'important. c’est que la fonction

f(z) soit continue sur le nouveau domaine ainsi obtenu.

Pour une fonction f(z) ne possédant qu'une singularité réelle en z = r. la condition
que f(z) soit holomorphe sur A(r, @, 7n) est plus difficile 2 assouplir. Toutefois. si la
singularité est assez grande, Flajolet et Odlyzko [3] ont démontré qu’il était suffisant

que f(z) soit holomorphe sur |z| < r. Plus précisément, nous avons le résultat suivant.

15Note: Nous dirons que f(z) est holomorphe sur A\{r} si f(=) est holomorphe sur un voisinage de
chaque point w € A\{r}.
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Théoréme 4.2.7 Supposons que f(z) est holomorphe sur {z : [z| < r.z # r} et que
L(u) est une fonction & croissance lente & l'infini. Si @ € (—00, —1), alors les parties

(A), (B) et (C) du théoréme {.2.6 sont vraies.

Avant d’utiliser la méthode de transfert, il est utile de connaitre le développement
asymptotique de certaines fonctions usuelles. Dans l'exemple qui suivra. nous aurons
besoin de connaitre les coefficients de la fonction (1 — z)* pour @ € R\{0.1....}.

Ceux-ci sont donnés par

(1= 20~ B [1 Lolerl) alatre+2)@Batl)

[(-a) 2n 24n?
a?(a+1)%(a + 2)(a + 3)
28n3

+ -

et plus exactement par le lemme suivant.

Lemme 4.2.8 ([3], Proposition 1) Les coefficients binomiauz ezprimant
[2"[(1 = 2)°, a € R\{0,1,...},

sont donnés ezactement et asymptotiquement par

n a_(rn—a-1\ Tr-a)
=2 —( n )_F(—a)l‘(nﬂ)’

et

—a-1 (a)
[2")[(1 = 2)* ~ ?(_a) [l +3 i"—] :

ot les eg’) sont donnés par la somme

2k
e =S (=)' Msla+ 1) (@ +2)- - (@ + 1),
=k

avec

> =€+ r/t)'l_%.
k>0

Ce lemme est démontré dans [3] comme un des théorémes de transfert de base. Il

nous permettra maintenant d'étudier une fonction génératrice qui nous est familiére:
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celle des graphes 2-réguliers'®. Nous avons

2 _z2
e 7° 1

f(z) = \/I——Z’

et en développant f(z) autour du point z = 1. nous trouvons

oot

W

f=et{a-atra-at+50-2)

Par le lemme 4.2.8, nous avons

. _1 1 1 1
-~ gt
n 1 -1 3 25
7)1 - 2) n1r2n[ %+-1_2—8_1?+]
n 2 3 15 385
0=t~ o [ g

En rassemblant les termes de méme puissance en n, nous avons donc pour les coefficients

de f(2)

e

) 5 1
[2 ]f(z)"'\/ﬁ{l"é'ﬁ+128n2+"'}’

Rappelons que dans l'exemple ci-dessus, nous avons obtenu un développement

hjw

asymptotique complet pour les coefficients de f(z). Cette heureuse performance est

due au caractére particulier de la fonction f(z). Elle est en effet de la forme
fonction entiére x (1 — z)%, pour a € R\{0.1....}.

En d’autres cas, elle se compare quand méme avantageusemant a la méthode de Dar-
boux (lorsque celle-ci s’applique), avec des estimations plus précises d’environ un fac-
teur \/n et parfois plus. En oubliant le développement complet de [z"]f(z). on voit par

exemple que

e

"1 (e) = =

~lw

+0[n7Y,

alors que la méthode de Darboux nous donnait (voir la section 4.2.2) seulement

2"/ () = Z=+o[VA].

Al

$Note: Voir la section 1.3.4 pour la dérivation de cette fonction génératrice.
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Méme si les théorémes de transfert sont souvent plus puissants et dapplication
plus variée que la méthode de Darboux, cette derniére n'est pas a reléguer aux ou-
bliettes pour autant. Les théorémes de transfert nécessitent que I'on puisse prolonger
analytiquement la fonction f(z) en dehors d'un certain secteur au-deld de son rayon
de convergence. Si f(z) posséde une frontiére naturelle, aucun théoréme de transfert
ne peut s’appliquer et 'on doit avoir recours au bon vieux Darboux ou a d’autres

méthodes plus complexes (des théorémes taubériens par exemple).
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