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Ce mémoire est consacré à la méthode de H a p a n  ainsi qu'à diverses applications à 

des problèmes d'analyse combinatoire énumérative. Nous commençons par un bref ex- 

posé de la théorie des fonctions génératrices ('Tg."). Une fois ces notions en main, nous 

formulons quelques problèmes de combinatoire à l'aide des tg. Nous démontrons en- 

suite en détail le résultat de Hayman et l'utilisons pour résoudre certains des problèmes 

précédents. Nous poursuivons avec un raffinement de l'idée de Hayman nous permettant 

d'obtenir un développement asymptotique complet de plusieurs tg. Nous terminons par 

un bref survol des autres méthodes analytiques utiles en analyse combinatoire. 
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INTRODUCTION 

Le chapitre 1 est consacré au développement des notions d'analyse combinatoire qui 

serviront à énoncer et à résoudre les problèmes subséquents. Nous y traiterons d'un peu 

de théorie des graphes mais surtout des fonctions génératrices ("f.g.") et de la formule 

exponentielle, le tout à la manière de Wilf dans Generatingjunctionology [13]. 

C'est au chapitre II que nous abordons la méthode de Hayrnan proprement dite. 

Tout commence en 1956 lorsque Hayman ( A  Genemhation of Stirling's Fonnula [5])  

définit une classe de fonctions holomorphes (dont font partie beaucoup de f-g.) que nous 

appellerons H-admissibles, possédant d'intéressantes propriétés. Pour ces fonctions. 

Hayman obtient une relation asymptotique pour les coefficients de leur développement 

en série. J'ai repris en détail la démonstration de Hayman et donné quelques applica- 

tions. 

Le chapitre III nous permettra de tirer encore un peu plus de la méthode de Hayman. 

En 1968, Harris et Schoenfeld (Asymptotic ezpanszon for the coeficients of analytzc 

functions [4]) ont réussi à obtenir une relation asymptotique complète pour les coef- 

ficients d'une classe plus restreinte de fonctions que nous appellerons HS-admissibles. 

Ici. je reprendrai l'article de Odlyzko et Richmond (Asymptotic expansion for the coef- 

ficients of andytic genemting functions [SI) qui nous assure que I'exponentielle d'uiie 

fonction H-admissible sera HS-admissible. Ceci nous permettra d'obtenir *'gratuite- 

ment" le développement asymptotique complet des coefficients de plusieurs fonctions 

génératrices importantes. 

Dans le chapitre N. nous ferons un survol de plusieurs autres méthodes analy- 

tiques utiles en analyse combinatoire énumérative. Nous commencerons par quelques 

méthodes réelles mais porterons une attention particulière aux méthodes faisant appel 

à l'analyse complexe. Nous exclurons toutefois la méthode du point de selle, celle-ci 

ayant été exposée relativement en détail à la section 2.1. 



Chapitre 1 

Notions de base en analyse combinatoire et théorie 
des graphes 

1.1 Fonctions génératrices 

Dans le présent mémoire, une fonction générathce sera une série formelle à coeffi- 

cients dans un corps P, avec F = R ou 6. Comme nous aurons besoin d'une notation 

pratique pour identifier les coefficients d'une série formelle, si f (x) = C;L=, a,xi'. nous 

noterons le coefficient de xn par [xn] f (x) = an. Voici un petit rappel au sujet des séries 

formelles qui nous permettra de développer la théorie des fonctions génératrices. 

Notons que l'ensemble des séries formelles à coefficients dans un corps F forme un 

anneau avec les opérations d'addition et de multiplication définies comme suit. 

Définition 1.1.1 Soient f = C2!O=o anxn et g = CEo bnxn deux séries formelles. 

alors f + g est définie par f + g = x7=o(a, + bn)xn et fg pur le produit de Cauchy. 

cést-à-dire fg = ç,xn ou Cn = akbn-k La composée f (g(x)) n'est définie 

que si bo = O ,  dans qvel cas f ( g ( x ) )  = CCo dnxn où d, = CE==o ak[xn]g(x)'. 

Remarquons que le succès des fonctions génératrices en analyse combinatoire tient 

en grande partie de  leur règle de multiplication. En effet, on peut souvent construire 



tous les a, objets de type n (par exemple. tous les graphes connexes à n sommets) en 

choisissant un objet de type k, un autre de type n - k et en les combinant. Le nombre 

de façons de faire cela est akb,+ En sommant sur k on obtient tous les objets de type 

n. Le produit de Cauchy de deux séries formelles est directement lié à ce problème. 

Nous allons maintenant définir ce que fon entend par la réciproque et l'inverse 

d'une série formelle. Nous montrerons ensuite deux propositions donnant des conditions 

nécessaires à l'existence de tels objets. 

Définition 1.1.2 Soient f = CF==, aa,xn et g = ~~, bnxn deux séries formelles. iVous 

dirons que f et g sont réciproques 1 'une de 1 'autre si f g = 1. De la même façon. nous 

dirons que f et g sont l'inverse l%ne de l'autre si f ( g ( x ) )  = g(f (x)) = x. 

Proposition 1.1.3 Une série formelle f = C~=oa,xn possède une réciproque si et 

seulement si aa # O. Dans ce cas, la réciproque est unique. 

Démonstration. Soit g = bnxn la réciproque de f .  Alors f g  = 1 et par la 

définition du produit, nous avons co = aobo = 1 d'où a* $ O. De plus, pour n 2 1. nous 

- akb,-k, ce qui détermine les bn de façon unique comme avons c, = O = CE-, 

Proposition 1.1.4 Si f et g sont deux  séries formelles inverses 1 ' m e  de 1 Butre. alors 

f et g sont de la forme suivante, f = flx + f2x2 + - - et g = gix + g2r2 + - - .. où gl 

et f, sont tous deux non nuls. 

Démonstration. Supposons que f = frxr + . - et que g = gsxS + . a. où r. s 2 O et 

frgs # O. Alors f (g(x)) = x = f,gsxrS + - a, d'où rs  = 1 et r = s = 1. CI 

Définition 1.1.5 Soit f = Er==, unxn. La dérivée de f sera notée D f = na,xn-' . 

Ainsi, les règles de dérivation pour une somme. un produit ou un quotient de séries 

formelles sont les mêmes que dans le calcul différentiel ordinaire. 

Comme nous aurons besoin un peu plus loin (section 2.7 et 3.3) d'un théorème sur la 

composition des séries formelles faisant intervenir les polynômes exponentiels de Bell. 

parlons-en un peu. Un polynôme exponentiel de Bell BnVk est défini par l'expression 



où la somme se fait sur tous les entiers cl. c*, - . - 2 O tels que 

Une propriété remarquable de ces polynômes nous sera tout particulièrement utile. à 

savoir que Bn,ç(O, . . . , Xj, O, . . .) = O, sauf pour n = jk. dans quel cas. Bjk,k = ( j k ) !  r+ y )  1 -  

Pour en savoir plus long sur ces polynomes, on peut consulter la section 3.3 de [Il. Nous 

sommes maintenant prêts à énoncer notre théorème, communément appelé *formule 

de Faà di Bruno". 

,rn 
Théorème 1.1.6 (Formule de Faà di Bruno) Soient A(z)  = Fm L ~ = O  am$ et 

. n 
B(z)  = CF==, bn deux séries formelles avec bo = O. Alors la composition formelle 

C(r )  = A(B(z) )  est bien définie et C(z) est donnée par 

avec les Bn,k, des polynômes exponentiels de Bell. 

1.1.1 Règles de calcul pour les fonctions génératrices 
ordinaires 

Nous allons maintenant donner la définition d'une fonction génératrice ordinaire 

ainsi que quelques règles de calcul sur ces fonctions. En effet. une bonne connaissance 

de ces règles permet de déterminer plus rapidement quelle fonction génératrice sera la 

plus adéquate pour résoudre tel ou tel problème de combinatoire. 

Définition 1.1.7 La notation f f-ot { ~ ) ~ ! ! O , O  signifie que f est la fonction génératrice 

ordinaire de la suite { u , ) ~ = ~ ,  c 'est-à-dire que f = C:==, anxn. 

Règle 1.1 Si f & {an)r=o, alors pour tout entier h > O nous aurons. 



Règle 1.2 Si f & et P est un polynôme. alors 

f90 Règle 1.3 Si f P+ et g t-t {bn}n=o, alors 

De la règle 1.3, on peut déduire le cas spécial où l'on élève une fonction génératrice 

ordinaire à la k-ième puissance. 

Règle 1.4 Soit f & et k un entier positif, alors 

1.1.2 Règles de calcul pour les fonctions génératrices 
exponentielles 

Voyons ce que deviennent les règles de calcul lorsque l'on s'intéresse à des fonctions 

génératrices exponentielles . 

Définition 1.1.8 La notation f & {an)r=P=, signifie que f est la fonction génératrice 

eqonentielle de la suite {a,)~=, . c 'est-a-dire que f = an 5. 
Règle 1.1' Si f alors pour tout entier h > O nous aurons, 

Règle 1.2' Si f @+ et P est un polynôme. alors 

Règle 1.3' Si f +% et 9 @+ {bn)zo, alors 



Comme dans le cas des fonctions ghératrices ordinaires . il est intéressant de voir 

ce qui se passe lorsque l'on élève à la k-ième puissance une fonction génératrice expo- 

nentielle . 

Règle 1.4' Soit f & et k un entier positif. Alors 

1.2 La formule exponentielle 

Dans cette section. nous allons "redécouvrir" la formule exponentielle. Cette formule 

trouve sa principale utilité lorsque l'on veut compter le nombre d'objets construits 

à partir de composantes connexes. Notons que les objets ainsi obtenus ne sont pas 

nécessairement connexes. Par exemple, sachant le nombre de graphes connexes étiquetés 

à 1 , 2  et 3 sommets, que peut-on dire du nombre total de graphes étiquetés comportant 

3 sommets ou moins? C'est à ce genre de question et à bien d'autres que la forniule 

exponentielle nous permettra de répondre. 

Nous emploierons l'approche de H. S. Wilf [13]. Commençons par quelques défini- 

tions suivies d'un exemple concret. 

Définition 1.2.1 Soit I un ensemble *d 'images". Une carte C(E, i) est une paire cons- 

tituée d U n  ensemble fini E (lénsemble des -étiquettes") d'entzers posztzfs. et d'une 

image i E 1. Le poids de la carte C est n = 1 El. Une carte de poids n est dite standard 

si l 'ensemble E = [n]'. 

Définition 1.2.2 Une main M est un ensemble de cartes dont les étiquettes forment 

une partition de [n] pour un certain entier n. 

Donc, si n est égal à la somme des poids des cartes d'une niain M, alors les ensembles 

d'étiquettes des cartes de M sont deux à deux disjoints, non vides et leur réunion est 

[nl. 

Définition 1.2.3 Le poids d'une main est la somme des poids des cartes qui la cons- 

tituent. 

'où In1 = {l. 2 .3 , .  . .II}. 



Définition 1.2.4 Un réétiquetage d'une carte C(E, 2)  à lDide d iin ensemble Et sera 

noté C(Er. i) et est déflni si 1 El = IGI. Si E' = [l E II, on dit que le réétiquetage est 

standard. 

Définition 1.2.5 Une pile P est un ensemble de cartes ayant toutes le même poids 

mais comportant toutes des images différentes. Le poids d'une pile est le poids commun 

6 toutes ses cartes. 

Définition 1.2.6 Une famille exponentielle 3 est une collection de piles Pl. P?. . . . oti 

pour chaque n, la pile P,, est de poids n. 

Si 3 est une famille exponentielle, nous noterons le nombre de cartes de la pile P,, 

par p, et nous appellerons 1 'énuméruteur de piles de la famille 3 la fonction génératrice 

exponentielle P ( s )  {p,)Kl. 

Commençons maintenant par donner l'exemple de la famille exponentielle F1 de 

tous les graphes étiquetés non dirigés. Un graphe G à n sommet sera dit standard si 

l'ensemble des étiquettes de ses sommets est [n]. Comme il y a (2) arêtes possibles entre 

n sommets. il y a donc 2(2) graphes étiquetés à n sommets. Décrivons maintenant ce 

que sera une carte de FI. II existe une carte C(E. i) pour tout graphe connexe G. Ici. 

E est l'ensemble des étiquettes des sommets de G. Avant de dire ce qu'est l'image i. 

définissons ce qu'est un réétiquetage standard. 

Si G possède n sommets, un réétiquetage standard de G se fait en renommant les 

sommets de G à l'aide de [n]; tout en préservant l'ordre. 

L'image i de notre graphe G sera simplement donnée par G étiqueté de façon 

standard. Par exemple, une carte de poids 3 pourrait être 

qui correspondrait au  graphe suivant 

Qu'est-ce qu'une main? Une main M est un ensemble de cartes dont les étiquettes 

partitionnent [n], où n est le poids de la main. M correspond donc à un graphe standard 

même si les graphes qui le constituent peuvent ne pas l'être. 



En résumé. l'ensemble de 

que nous avons nommé Fi. 
tous les graphes étiquetés forme une famille exponentielle 

Chaque carte est un graphe connexe. chaque main est 

un graphe standard (pas nécessairement connexe) et chaque pile P, est l'ensemble de 

tous les graphes standards connexes à n sommets. Ici, p,, est le nombre de graphes 

standards connexes à n sommets et m(n,k) est le nombre de graphes standards à n 

sommets constitués de k composantes connexes. 

Introduisons maintenant deux dernières fonctions génératrices et nous pourrons 

ensuite démontrer les résultats qui nous amèneront à la formule exponentielle. Si l'on 

note par m(n, k) le nombre de mains M de poids n ayant exactement k cartes. alors 

Remarquons que cette fonction génératrice est de type mixte. c'est-à-dire qu'elle est 

exponentielle en x et ordinaire en y. Nous appellerons M ( x ,  y) I'énumératew de rnazns 

à devz variables de la famille 3. Par ailleurs, si m(n) = Ck m(n, k) , est le nombre de 

mains de poids n (sans restrictions sur le nombre de cartes), l'énumérateur de mains 

a une variable sera 

Par fusion de deux familles exponentielles 3' et 3" ayant des ensembles d'images 1' 

et 1" disjoints. on entend l'opération $ qui à 3' et 3" associe la famille exponentielle 

F = F' d 3". Les piles P, de 3 sont obtenues par l'union des cartes des piles P:, et 

Pn pour chaque n 2 1. 

Lemme 1.2.7 (Lemme fondamental) Soient 3' et 3" de= familles ezponentielles 

et 3 = F1@3" leur fusion. Soient awsi  M1(x, y), Mtl(x, y) et M (x. y )  respectivement 

les énumérateurs de mains à deux variables des familles exponentielles Fr. 3" et 3. 

alors 

Démonstration. Soit M une main de F de poids n. Certaines de ses cartes proviennent 

de 3' et d'autres de 3". L'ensemble des cartes de 3' forme une main M' de poids 



disons nt et de kt cartes qui ont été réétiquetées. en préservant l'ordre. avec un ensemble 

S c [n]. Donc, toute main M de 3 est uniquement déterminée par une main particulière 

Mt de FI, le choix des nouvelles étiquettes S qui renommeront M t .  et une autre main 

M" de 3" qui sera renommée, encore en préservant l'ordre. par [n] -S. D'où. le nombre 

de mains de poids n composées de k cartes est exactement 

Lemme 1.2.8 Soit r un entier posit2f et 3 une famille ezponentielle dont la pile Pr 

ne contient qu 'une seule carte et ou toutes les autres piles sont vides. Alors 

Démonstration. Ici, p, = 1 et pour j # T ,  pj = O. L'énumérateur de piles à une 

variable est donc M ( x )  = xr/r!. Une main M consiste donc en s copies de la seule 

carte existante. Son poids est donc sr. On en déduit que le nombre de mains de poids 

n constituées de k cartes est m(n, k) = 0, à moins que n = kr. Dans ce cas. combien 

de mains de poids n y a-t-il? Nous pouvons choisir les étiquettes de la première carte 

de (:) façons. la deuxième de (";') façons, jusqu'à la k-ième de ("-'y1)') = 1 faqon. 

Comme l'ordre 

mains de poids 

des étiquettes n'a pas d'importance, il y a donc 

1 n! 
m(kr? k) = -- 

! r!" 

L'énumérateur de mains à deux variables de cette famille exponentielle est donc 

donné par 



Lemme 1.2.9 Soit r un entier positif et 7 une famille exponentielle dont la pile Pr 

contient p, cartes et où toutes les autres piles sont vides. Alors 

Démonstration. La preuve se fait par induction sur p,. Pour p, = 1. nous retrouvons 

le lemme 1.2.8. Supposons que le lemme tient pour p, = 1.2.. . . . rn - 1 et soit 3 une 

famille exponentielle qui a m cartes dans sa T-ième pile. Alors F peut être vue comme 

la fusion d'une famille ayant m - 1 cartes dans sa r-ème pile et d'une autre famille ne 

possédant qu'une seule carte dans cette pile. Par l'hypothèse d'induction et le lemme 

fondamental, I'énumérateur de mains à deux variables de cette famille exponentielle 

est donc donné par 

Équipés de ce dernier lemme. nous sommes maintenant prêts à démontrer la formule 

exponentielle. 

Théorème 1.2.10 (La formule exponentielle) Soit 3 une famille exponentielle 

dont les énumémteurs de mains et de piles sont respectivement donnés par M ( x .  y) 

et p (x) . -4 [ors 

M (x. y) = e ~ ' ( ~ ) .  

Plus précisément. le nomb~e de mains de poids n composées de  k cartes est 

P (x) 
= 

Démonstration. Soit 3 une famille exponentielle quelconque. Nous pouvons repré- 

senter 3 comme la fusion d'une suite de familles exponentielles{3,)~~ où pour chaque 



Fr. seule la pile Pr contient p, cartes et toutes les autres sont vides. Par le lemme fonda- 

mental. l'énumérateur de mains à deux variables de + est le produit des énumérateurs 

des Fr- Le lemme 1.2.9 nous donne donc 

Corollaire 1.2.11 Soit 3 une famille exponentielle. P ( x )  son énumérateur de piles 

et M ( z )  @+ {n~,)r=~, où m, est le nombre de mains de poids n. Alors 

M (x) = ep(') . 

Corollaire 1.2.12 (Formule exponentielle avec nombre de cartes restreint) 

Soit T un ensemble d *entiers positifs, eT(x)  = CnETzn/n! et mJï) le nombre de 

mains de poids n dont le nombre de cartes est dans l'ensemble permis T .  Alors 

Démonstration. Il suffit de sommer de part et d'autre l'équation (*) de l'énoncé de 

la formule exponentielle pour les k E 7'. O 

1.3 Applications de la formule exponentielle 

Dans cette présente section, nous allons donner des applications de la formule ex- 

ponentielle et du concept de fonction génératrice en général. Certains de ces exemples 

auront un but purement "pédagogique" tandis que d'autres serviront plus tard à illus- 

trer la méthode de Hayman ou d'autres approches analytiques. 

1.3.1 Nombre de graphes connexes 

Pour ce premier exemple, revenons à notre famille exponentielle FI. Ici, nous con- 

naissons la fonction génératrice M ( z )  & { m ( n ) } ~ - ,  car m(n), le nombre total de 

graphes à n sommets, est donné par m(n) = 2(? D'où 



Cette fonction génératrice. vue comme une série formelle. ne converge pour aucune 

valeur de x différente de zéro. On ne pourra donc en tirer aucune information par des 

méthodes analytiques, comme celle de Hayman par exemple. Ceci dit. nous pouvons 

quand même obtenir des résultats intéressants grâce à la machinerie que nous avons 

développée. 

Nous allons maintenant trouver une formule de récurrence pour p,. le nombre de 

graphes connexes à n sommets, en appliquant à M ( x )  la suite d'opérations formelles 

'k(d/dx) log". Ces opérations peuvent paraître bizarres à première vue mais elles cons- 

tituent un "truc" standard de la théorie des fonctions génératrices. 

Première étape: appliquons le log. 

Deuxième étape: dérivons. 

Troisième étape: multiplions par x débarrassons-nous des fractions. 

Nous avons obtenu une équation de la forme fg  = h où f et g sont deux fonctions 

génératrices exponentielles. Par la règle 1.3'. nous savons que 

En égalant les coefficients de xn/n! de chaque côté de notre équation nous obtenons 

relation qui nous permet de calculer récursivement les p,. 



1.3.2 Nombres de Bell et de Stirling du second 

Notre deuxième exemple sera de  trouver la fonction génératrice 

bres de Bell et de Stirling du second ordre. 

ordre 

associée aux nom- 

Commençons par rappeler ce que sont ces nombres. Un nombre de Stirling du second 

ordre { L )  est le nombre de façons de partitionner [n] en k classes. Le nombre de Bell 

b(n) est le nombre total de partitions de [n]. Il est donc clair que 

Introduisons une nouvelle famille exponentielle ;f2 comme suit. Pour chaque n > 1. 

la pile P, ne contient qu'une seule carte de poids n. Pour la carte de la pile P,. 

l'étiquette est l'ensemble [n] et l'image n'a pas d'importance car cette pile ne contient 

pas d'autres cartes. Dans cette famille exponentielle, le nombre de mains de poids n 

composées de k cartes est égal au nombre de partitions de [n] en k classes et donc. par 

définition. à ( 2 ) .  
Pour appliquer la formule exponentielle. il faut d'abord calculer l'énumérateur de 

piles P ( x ) .  Mais comme il n'y a qu'une seule carte dans chaque pile. p, = 1 pour 

chaque n 2 1. Nous avons donc 

Par la formule exponentielle. fénumérateur de mains à deux variables est donc 

et en particulier 

Le corollaire 1.2.11 nous apprend également que b(n) ,  le nombre de partitions de n, est 

donné par 



1.3.3 Fonctions idempotentes sur [n] 

Dans cet exemple, nous allons chercher la fonction génératrice exponentielle de la 

suite { h ( n ) ) p , ,  où h(n) est le nombre de fonctions ,û idempotentes sur [n] . c*est-à-dire 

celles pour lesquelles P ( O ( i ) )  = B ( i )  pour tout i E [n]. Remarquons tout de suite qu'une 

fonction p est idempotente si et seulement si pour tout i E [n], l'ensemble 0-'(i) est 

vide ou contient i. 

Nous allons maintenant introduire une nouvelle famille exponentielle F3 en modifi- 

ant légèrement la famille 32 de l'exemple 1.3.2. Pour chaque n 2 1, la pile P,, contient n 

cartes et pour chacune d'elles, l'étiquette est [n] et l'image, un élément fixé de [n]. Une 

petite digression sera nécessaire avant que n'apparaisse la pertinence de cette faniille à 

notre problème. 

Grâce à la remarque précédente, nous savons que toute fonction idempotente f l  sur 

[n]. peut être obtenue à l'aide d'une partition II de [n] à laquelle. pour chaque bloc Bj, 
nous associons à tous les éléments de Bj un élément y fixe de ce même bloc. En termes 

de notre famille exponentielle, une telle opération est équivalente à former une niain à 

l'aide d'autant de cartes de F3 que II compte de blocs. Voici un exemple. 

La fonction B : [n] + [n] définie par le diagramme 

est bien idempotente. Soit IIJ = ((11, {2,3.4)), la partition de [4] correspondante. 

Associons au bloc (1) l'élément 1 et au bloc (2' 3.4) l'élément 3. La main équivalente 

à cette opération sera composée des deux cartes suivantes, 

où Cl et C2 sont respectivement des réétiquetages des cartes standards Cl1 = C([l], 1) 



et Cf2 = C([3]: 2). De cette observation, il suit que m(n), le nombre de mains de poids 

n, est exactement h(n), le nombre de fonctions idempotentes sur [n]. Par la formule 

exponentielle, la fonction génératrice exponentielle de la suite {h (n) ) :,, sera donc 

connue une fois que nous aurons calculé P ( x ) .  Par notre construction de F3. p, = 71 et 

donc 

Comme m(n) = h(n), il suit que 

d'où h(n) est donné par 

h(n) = [-] exp [xe"] , 
n ! 

1.3.4 Graphes %réguliers 

Nous terminerons ce chapitre en trouvant la fonction génératrice exponentielle de la 

suite {g(n))z=P=, , où g(n) est le nombre de graphes 2-réguliers à n sommets. Rappelons 

qu'un graphe %régulier est un graphe étiqueté non dirigé, où chaque sommet est de 

degré 2. c'est-à-dire que de chaque sommet partent deux arêtes. 

Comme un tel gaphe  est constitué d'une union disjointe de cycles non dirigés. 

les cartes de notre nouvelle familie exponentielle F4 seront elles aussi des cycles non 

dirigés. Pour n 5 2, il n'y a aucun cycle non dirigé. Pour n 2 3, le nombre de cartes 

dans la pile Pn est donné par (n - 1)!/2, le nombre d'arrangements circulaires de n 

éléments. L'énumérateur de piles est donc 



Par la formule exponentielle. la fonction génératrice exponentielle de la suite {g(n))F!L0 

est donnée par 



Chapitre II 

Méthode de Hayman 

2.1 Motivation 

Combznaton'alzsts use recurrence. generating functions. and such transfor- 

mations as the Vandemonde convolution: others. to my horror. use contour 

integrals. d2fferenttial equations. and other resources of mathematical ana- 

lgsis. Handbook of Combinatorics (1995) 

Cette citation exprime bien le choc causé par l'avènement des méthodes analy- 

tiques dans l'étude des problèmes d'analyse combinatoire traditionnelle. Pour estimer 

asymptotiquement les coefficients de fonctions génératrices à croissance rapide. la plus 

performante de ces méthodes est probablement la méthode du point de selle. Elle re- 

pose sur le fait que pour des fonctions holomorphes, les points de départ et d'arrivée 

d'un chemin simple sont suffisants pour déterminer le résultat d'une intégrale de ligne: 

nous pouvons donc choisir le chemin d'intégration à notre guise1 (sauf pour les points 

de départ et d'arrivée bien entendu). 

Note: Ceci est une conséquence immédiate du théorème de Cauchy. 



Supposons, pour le reste de la discussion, que f (2) = CF=, a,zn est holomorphe 

sur Ir1 < R 5 oo, R > O, et qu'il existe une constante positive ro telle que 

max If (41 = f ( r ) ,  pour ro < r < R. 
Izl=r 

Cette dernière hypothèse est clairement satisfaite par les fonctions holomorphes à 

coefficients réels non négatifs, lesquelles sont très communes en analyse combinatoire. 

Supposons également que z = r est I'unique point où (1) est atteint. Si tel n'est pas le 

cas. il y a presque toujours une certaine périodicité dans l'estimation des coefficients a,. 

On peut souvent ramener le problème au cas où il y a unicité grâce à un changement 

de variables. ou encore en réécrivant f (2) comme une somme de fonctions plus simples. 

et en travaillant sur chacune d'elles individuellement. 

Cela dit, la première étape de l'estimation des a, par la méthode du point de selle 

est justement de le déterminer. Sous nos hypothèses, ce sera un point r, E (ro. R) qui 

minimisera l'expression f ( r ) / rn .  Ce r, sera le plus souvent unique, du  moins pour des 

n assez grands2. On applique ensuite la formule de Cauchy pour les dérivées, 

avec le contour r = (2 E d: : lzl = r,) afin d'obtenir l'approximation suivante. 

où b(r)  = 7 (r#)' .  Ce choix de contour est motivé par le fait que pour plusieurs 

fonctions, l'intégrande est importaote sur I' seulement au voisinage de 2 = r,. les 

contributions de part et d'autre de z = r, ne s'annullent pas et le reste de l'intégrale 

est négligeable. Par le théorème de Cauchy, nous savons que tout chemin simple fermé 

aurait donné la même solution. Le problème, c'est que pour la plupart d'entre eux. 

l'intégrande ne devient pas négligeable loin de l'axe réel positif ou qu'il se produit trop 

de simplifications pour obtenir des estimations utiles. 

Bien que séduisante, I'utilisation de cette méthode demande toutefois une certaine 

prudence. À preuve, considérons simplement la fonction f ( r )  = &, où a, = i pour 

2Note: S'il existe plusieurs r E (ro,  R) minimisant /(r)/rn, la fonction f ( z )  est "pathologiquen 
et la  méthode du point de selle sera inapplicable. Toutefois, dans le cas où les a, sont tous positifs, 
l'unicité est garantie. 



tout n 2 O. Le point de selle sera le point r, qui minimisera f ( r ) / rn .  Après de simples 

calculs, il suit que rn est défini par I'équation rn fl(rn)/ f (r,) = n. Dans l'exemple qui 

nous intéresse, rn = & et b(r,) = n(n + 1). Si l'approximation fournie par la méthode 

du point de selle était valide nous aurions 

rV - 
6' lorsque n + m. 

Mais quelque chose cloche car e l f i  = 1.0844.. . # 1. La méthode du point de selle ne 

s'applique donc pas dans ce cas. La principale raison de cet échec est qu'ici la singularité 

de f (2) en z = 1 n'est pas assez importante. Ceci entraîne que l'intégrande ne devient 

pas négligeable en dehors d'un petit voisinage de z = rn sur r. Cet exemple illustre 

bien l'importance du type de singularité dans le choix d'une méthode de résolution 

analytique. Au chapitre IV. nous verrons comment aborder ce genre de problème. 

Malgré sa puissance et sa  flexibilité. la méthode du point de selle demeure néanmoins 

compliquée à utiliser dans toute sa généralité. Il n'existe également pas de caractérisa- 

tion simple des situations auxquelles elle s'applique, ni de la qualité des estimations 

qu'elle fournit. C'est ici que la méthode de Hayman entre en scène. En 1956. celui-ci 

publie l'article " A  Generalisation of Stirling S Fornula " [5]. dans lequel il introduit 

une crasse de fonctions 

holomorphes sur lzl < R, où 0 < R 5 oo, et réelles pour tout r réel. que nous 

appellerons H-admissibles . Moyennant quelques hypothèses sur la croissance de ces 

fonctions, Hayman appliqua la méthode du point de selle aiin d'obtenir une relation 

asymptotique pour les coefficients un. De plus. il montra également que si f (2) et g ( r )  

sont H-admissibles, alors exp[f ( z ) ]  et f (z)g(z)  le seront aussi. Notons que plusieurs 

fonctions génératrices définissent effectivement des fonctions holomorphes remplissant 

les conditions de Hayman. 

3Note: Dans son article, Hayrnan utilise le terme "admissiblen mais comme nous rencontrerons plus 
tard un autre type d'admissibilité, nous utiliserons ici le terme "H-admissible" . 



Considérant les nombreuses applications de la formule exponentielle et les propriétés 

fermeture des fonctions Badmissibles, il n'est donc pas étonnant que la méthode 

Hayman soit d'une grande importance en analyse combinatoire énumérative. 

Dans ce chapitre. nous allons reprendre en détail les sections de l'article de Hayman 

traitant des propriétés des fonctions Kadmissibles. 

2.2 Définit ion d'une fonction H-admissible suivie 
d'un exemple 

Énonçons d'entrée de jeu la définition d'une fonction H-admissible. 

Définition 2.2.1 (H-admissibilité) Supposons que f (2) = C ~ = - , a , z n  est holomor- 

phe sur Izl < R où O < R 5 oo. Posons 

Nous dirons que la fonction f (z) est H-admissible si elle respecte les quatre conditions 

szliuantes: 

(a) f (z) est réelle pour tout z E R et il existe une constante positive 7-0 < R telle 

que 

( b )  b(r) -t co lorsque r + R; 

(c)  il existe une fonctzon b ( r ) ,  définie sur ro < r < R et satisfaisant O < 6(r )  < a. 
telle que unifonnément pour 101 < Qr) ,  

lorsque r -t R; 



(d )  si b(r) 5 5 T alors uniformément en 19. 

j (reid) = o [m] , 
,/Gï 

lorsque r + R. 

À cause de leur caractère "uniforme". les conditions (c) et (d) méritent un peu plus 

d'attention. Par exemple. la condition ( c )  signifie que pour tout e > O. il existe r, tel 

que 

pour tout r > r, et 101 < b(r) .  Soulignons que la condition d'uniformité est très 

importante en (c) et en (d) de la définition de H-admissibilité. En effet, le manque de 

convergence uniforme est souvent responsable de l'incapacité des méthodes analytiques 

à produire des estimés utiles. 

Soit maintenant f (2) = xF=o a,zR une fonction H-admissible sur 121 < R avec 

O < R 5 m. Notons4 M(r ,  f )  = sup 1 f (t)l et définissons les fonctions suivantes. 
I:l=r 

Par un théorème de convexité d'Hadamard ( [6 ]?  chapitre XII, 56).  nous savoiis que 

log M(T) est une fonction croissante et convexe de log T .  11 suit que a ( ~ )  est non négative 

pour r > O. En effet, supposons que pour un certain rl strictement positif. a ( r l )  < 0. 

Dans ce cas. 

implique que 

'Note: Si le choix de la fonction f ne peut porter à confusion, nous utiliserons simplement la 
notation hl (r) au lieu de !Ci (r, f ). 



ce qui contredit le principe du maximum. Aussi. par la convexité de logM(r)  par 

rapport à logr, a ( r )  est croissante. Pour la même raison, B(r)  est non négative pour 

r > O. Aussi, pour chaque entier n > 0, 

De cela et du fait que pour f H-admissible, f (r)/rn + oo lorsque r  -t R (nous le 

démontrerons en 2.4). il suit que le minimum de M(r) / rn  sur O < r < R est donné par 

où r, est l'unique solution de l'équation a(r,) = n. 

L'intérêt des fonctions a ( r )  et ,û(r) vient du fait que si f est une fonction 

H-admissible. nous montrerons (section 2.5) que pour ro < r < R nous avons M (  f. r.) = 

f ( r ) .  Après substitution dans a ( r )  et B(r),  nous constatons par de simples calculs que 

sur TO < r < R. 

Les propriétés que nous avons déduites pour a ( r )  et ,û(r) seront donc partagées par a ( r )  

et  b(r) sur le domaine restreint ro < r < R. Cette restriction ne causera cependant pas 

de problème car nous ne nous intéresserons qu'à des phénomènes se produisant lorsque 

r tend vers R. 

Pour une fonction f simplement holomorphe. l'inégalité de Cauchy nous assure 

que la,l 5 Mn. Notre principal objectif sera de montrer que pour les fonctions 

H-admissi bles, la relation asymptotique 

lorsque n + oo. 

est vérifiée. Notons que par la remarque précédente, r,  est uniquement déterminé par 

loéquation a(r,) = n. 



Donnons tout de suite un exemple simple de fonction H-admissible. Soit f (2) = e'. 

Cette fonction est holomorphe dans tout le plan complexe (R = cm)' réelle pour tout 

z réel et er > O pour tout r 2 O. Il ne reste donc qu'à vérifier que e' satisfait les 

conditions 2.2.1 (b), (c), (d) pour montrer que e' est H-admissible. 

Par de simples calculs, nous trouvons a ( r )  = b(r) = r. La condition (b) est donc 

satisfaite. Vérifions que (c) et (d) le sont également avec b(r)  = r-Il3. Pour ( c ) .  nous 

avons uniformément pour 101 < Qr) ,  

Pour ( d ) ,  nous avons uniformément sur b ( r )  5 181 5 n, 

La fonction f (2) = e' est donc H-admissible. 

Remarquons qu'en générai, il est souvent difficile de trouver directement une fonc- 

tion b(r)  satisfaisant les conditions (c) et (d) de la définition 2.2.1. Pour contourner 

ce problème, nous démontrerons (section 2.6) certaines propriétés de fermeture et de 

robustesse des fonctions H-admissibles qui. dans plusieurs cas. nous faciliteront grande- 

ment la tâche. 

Comme tout au long de ce chapitre nous allons travailler avec des relations asymp- 

totiques, démontrons tout de suite un résultat auquel nous ferons souvent appel. 

Lemme 2.2.2 (Addition de relations asymptotiques) Soient A(r)  - B(r)  et 

C ( r )  - D ( r )  lorsque r -t R. Supposons de plus que toutes ces quantités sont posi- 

tives. Alors 

&) + C ( r )  .- B(r)  + D(r )  lorsque r + R. 



Démonstration. Par définition du symbole "-" , nous avons 

A(r) = B(r)( l  + o(1)) et C(r) = D ( r ) ( l +  o(1)). 

Ainsi, 

car B(r)  > O et D(r )  > O implique B (r)  wmm D(r) <1. O 
<let- 

2.3 Théorème principal et corollaires 

Dans cette section nous allons démontrer le théorème suivant. 

Théorème 2.3.1 (Théorème principal) Supposons que f (2) = CC, a,rn est une 

fonction H-admissible sur lzl < R, et définissons a, = O si n < O. Alors 

f ( r )  (a(r) - n)2 anrn = {ex. [- lorsque r -+ R. 
27rb(r) 2b(r) 

uniformément pour toat entier n. 

Démonstration. Ce théorème est une conséquence de la définition d'admissibilité. 

Pour tout entier n et pour tout r tel que O < r < R, nous avons 

où 6 = b(r) est défini comme en 2 2 . 1  (c) et (d). Réécrivons a,rn comme la soiunie des 

deux intégrales Il et I2 où 

Pour I l ,  nous avons directement de 2.2.1 (d) que, uniformément en n. 

lorsque T + R. 



L'évaluation de I2 demande plus de travail. Par 2.2.1 (c). nous pouvons écrire I2 

comme 

(-d 

Par 2.2.1 (d), nous avons que 

e t  comme 2.2.1 (c) nous assure 

If ( T e i b )  I ru 

f ( r )  
,- ?b(r)d2 lorsque r + R! 

nous aurons 

Ceci montre que e-wr)62/2 = O [ b ( r ) - l / ~ ]  et aussi, par 2.2.1 (b) , que b(r) d2 + CU. 

Revenons à I2 et faisons le changement de variables suivant. Posons y = 0 ( 6 ( ~ ) / 2 ) " ~  

et c = (a ( r )  - a)  (2/b(r))'I2. Nous obtenons alors 

lorsque r -t R. 

Comme b(r)d2 + oo, nous pouvons passer à la limite et simplifier les bornes afin 

d'obtenir 



En complétant le carré de l'exponentielle. nous pouvons encore simplifier l'intégrale de 

12, ce qui nous donne 

D 'où 

- lorsque r -t R. 

En combinant l'information obtenue sur Il et  12, il suit que 

[- '"';b,"'2] + o(q} lorsque r - R. 

Revenons à la fonction f ( z )  = e" que nous savons être H-admissible. Comme 

a ( r )  = T ,  il suit que r,, = n. Nous pouvons donc appliquer le théorème principal 

avec r = T, afin d'obtenir 

ce qui est la formule de Stirling. 

lorsque n + oq 

lorsque n + co, 

Du théorème principal, Hayman tire quatre corollaires importants. 



Corollaire 2.3.2 La fonction a ( r )  telle que définie en 2-21  est positive croissante 

pour q' < r < R. tend vers l'infini lorsque r  + R. et 

b(r)  = 0 [ a ( ~ ) * ]  , lorsque r -t R. 

Démonstration. Par la déhition 2.2.1 (b), nous savons que b(r)  = ra'(r) + oo lorsque 

r + R. La fonction a ( r )  est donc croissante sur un certain intervalle q < r < R. Il suit 

que a(r )  est finalement positive ou que a(r )  reste bornée lorsque r + R. Pour exclure 

cette dernière possibilité, posons n = -1 dans le théorème principal. En laissant tendre 

T + R, nous obtenons 

ce qui entraine 

(1) 

et de ce fait 

ce qui contredit 2.2.1 

croissante et positive 

(b) si a ( r )  reste bornée lorsque r + R. La fonction a ( r )  est donc 

sur un intervalle q' < r < R et tend vers l'infini lorsque r  --+ R. 

Par (1) nous avons b ( r )  = o [ ( a ( r )  + I ) ~ ]  e t  comme a(r) + x. b(r )  = o ( ~ ( r ) ~ ] .  U 

Corollaire 2.3.3 Si r, est défini par a(r,) = n et si r*vo > r o .  alors la suite { T , ) ~ = ~ ~ ~  

est croissante. lirn r, = R et 
T l 3 0 0  

an  ̂ I 

f (GJ lorsque n + m. 
7-; J2*bo' 

Démonstration. Par définition des r, et le fait que a(r)  est continue et croissante à 

partir de ro, il suit que les r, > ro forment une suite croissante majorée par R. Cette 

suite admet donc une limite. Supposons que lim r, = R' < R. Par le corollaire 2.3.2 
n+w 

et le fait que a ( r )  est continue, il existe une constante C telle que a(R1) 5 C < CO, ce 

qui contredit le fait que lirn a(r,) = lim n = oo. 
n+co n-mo 



Encore par le corollaire 2-3.2. pour tout n > a(rO). il existera un unique r ,  tel que 

a(r,) = n avec ro < r, < R. D'où 

ce qui montre Le résultat. O 

Corollaire 2.3.4 Soit p(r) = max lan Irn = ax(,)rX(') le plus gmnd terne de la série 
Oln<w 

qui définit f ( r ) .  Si N(T) est son indice alors 

lorsque r +- R. 

Démonstration. Du théorème principal, nous avons 

lorsque r + R. 
O<n<m 

car. pour tout r .  

- exp [ (a ( r )  - n)2 ]  5 1. 
2b(r) 

Pour obtenir une borne inférieure pour chaque r.  choisissons n(r )  < a ( r )  de telle 

sorte que n soit l'entier le plus près de a(r ) .  Avec ce choix de nt 

car b(r) -t oo. Posons ~ ( r )  = ( " ' r ~ ~ ~ ~ r ' ) 2  . Nous avons alors 
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car (1 - exp[-c(r)]) = o(1). Grâce aux bornes supérieures et inférieures ainsi trouvées. 

il suit que 

Soit maintenant E arbitraire et N ( r )  

lorsque r -t R. 

l'indice du plus grand 

que [ N ( r )  - a(r)I2 > e2b(r) pour des r arbitrairement près de 

principal. nous avons 

terme de f .  Supposons 

R. Grâce au théorème 

lorsque r -t R par ces valeurs. 

Aussi, 

5 liin exp -- !$ ff(r)l~2rrb(r) T+R { [ ;] + 41)) < 1- 

ce qui contredit (1). Il existe donc un rc tel que pour tout r, < r < R nous avons 

et donc 

Par le corollaire 2.3.2, cela revient à dire que 

Corollaire 2.3.5 Si r, est défini comme au corollaire 2.3.3' alors 

an+l an 
- N p  N ri1, lorsque n -t m. 
an an-l 



Démonstration. Du théorème principal nous avons 

lorsque n + m. 

Comme b(r,) -t w par 2.2.1 (b) et que Lim exp [-p2/2b(rn)] = 1, nous obtenons 
n+ca 

Le résultat suit en posant p = O? 1, -1 dans la relation ci-dessus et en divisant. O 

2.4 Croissance des fonctions H-admissibles 

Dans cette section. nous allons utiliser le théorème principal de la section 2.3 ainsi 

que ses corollaires afin d'obtenir de l'information sur la croissance des fonctions 

H-admissibles- 

Lemme 2.4.1 Supposons que f (2) est H-admissible sur  Ir1 < R. .4lors nous avons 

lorsque r et reh tendent vers R: 

(a)  a (reh)  - a ( r )  uniformément en r si (hl 5 K / a ( r )  pour une constante h. j2re 

et  positive: 

( b )  si R < CQ, alors ( R  - r ) a ( r )  + m. 

Démonstration. Posons #(x) = a(eZ). Par le corollaire 7-32,  nous savons que a ( r )  est 

positive et croissante sur ro < r < R. Comme ez est également positive et croissante. 

$(x) sera croissante sur xo < x < ZR = log R. Encore par le même corollaire. il suit 

que t$(x) + co lorsque x + IR. Par la définition 2.2.1 (a) et le corollaire 2.3.2 nous 

avons donc 

= O [ ~ ( e ~ ) ~ ]  , lorsque x -t XR, 

= 0 [#(x)'] Y lorsque x + ZR. 



D'où. si x' < x" et x'. x" + ZR. 

En effet. par l'uniformité de la relation asymptotique en (a) nous avons 

lim 
S,Z"+tR 

5 iim 
~ . x " - ) x R  

En multipliant (1) par 4(x1), nous obtenons 

De plus, si lx'' - x'l 5 K/q5(xt) alors 

D'où. dans ces conditions, o(x" - xt)q5(x') = o(1). Nous pouvons donc transformer (II) 

pour obtenir 

ce qui revient à dire que q5(xM) - #(xt)- En posant 

trons (a). 

Pour démontrer (b) . supposons, afin d'obtenir 

que (R - r )a (r )  ne tend pas vers l'infini lorsque + 

r = & e t  h = x" - x'. nous mon- 

une contradiction. que R < 00 et 

-t R. Dans ce cas, il existera des 

constantes C et C' ainsi qu'une suite R, -t R telles que (R, - r)a(&) reste bornée et 

La première inégalité de (III) étant triviale, vérifions que la seconde tient bel et bien. 

Posons R' = rnax(r0, R/2) > O (le même ro que dans le corollaire 2.3.2). Pour des 



n assez grands. nous aurons R, > R' et le théorème des valeurs intermédiaires nous 

garantit que 

I 
1ogR-log& = - (R-&)?  pour un r E [RI. RI. 

r 
1 

Donc en posant Cf = (C + l ) / R 1 ,  nous sommes assurés que 

ce qui démontre la seconde inégalité de ( I I I ) .  

Soit rn + R une suite telle que R, < T, < R pour tout n. Posons h = log ( ~ ~ 1 % ) .  

Alors par ( I I I )  nous avons 

T n  R Cf h = log- < log- < - 
R, R, a(%)' 

En posant r = 4, il suit que reh = rn e t  lhl c Cf /a ( r ) .  Nous pouvons donc appliquer 

la partie (a) du présent lemme pour déduire que 

4%) lim - - - 1, 
a(r,) 

d'où. à partir d'un N assez grand mais fixe. a(&)/a(r,) > 112. Nous en déduisons 

que a(r)  < k(&) < cm pour tout r E (&, R). Ceci contredit donc le fait que 

d ( r )  = a(er )  + cr, car a(er) < 2a(eRn) pour tout r E (&, R). (b) est donc vrai. O 

Comme nous aurons besoin à plusieurs reprises d'utiliser le fait que pour une fonc- 

tion f (z )  = xF=oanzn H-admissible, les a,  sont positifs pour tout n assez grand. 

démontrons le petit lemme suivant. 

Lemme 2.4.2 Supposons que f (2) est H-admissible sur Ir1 < R. Alors pour tous les 

n assez grands, les coeficients a, de f (2) sont strictement positifs. 

Démonstration. Comme f ( z )  est H-admissible, il existe une constante 70, où 

O < ro < R, telle que f (r) > O pour tout T E (ro, R). Soit No le plus petit entier 

tel que Na 2 a(ro).  Alors si n 3 No, nous aurons que a(rn)  = n et en choisissant NI 

assez grand avec NI > No, le théorème principal nous assure que 

1 f ( rn)  a, > - 
T Z  Jqq pour n 2 N I ,  



Lemme 2.4.3 Supposons que f ( z )  est H-admissible sur 1 t 1 < R. Alors si n > O 

- (r) + m. lorsque r + R. 
T" 

De plus. étant donné E > O ,  nous avons 

lorsque r + R. 

Démonstration. Par le lemme 2.4.2, nous savons que ak > O pour k assez grand. 

Supposons que ak  > O. Nous avons que 

Par le corollaire 2.3.2. nous savons que b(r) = o[a(r)*] et donc que 

= ~ ( l ) ,  lorsque r + R. 

D'où pour r suffisamment près de R, f ( r )  > ?akr"J2*b(r). De ceci nous tirons 

par 2.2.1 (b) . La partie (a) du lemme est donc vérifiée. 

Pour démontrer la partie (b), supposons niaintenant qu'il existe rl tel que pour 

tout r E [rl ,  R) nous avons 

f ' ( r )  a ( r )  = T- 2 f (r)'. 
f ( r )  

Alors. 

6 6 

' & > / $ = log (:) , pour rl < 6 < R. 
1 f 1 

En intégrant le membre de gauche, nous obtenons 



En prenant la limite lorsque d -t R, nous arrivons à une contradiction si R est infini. 

En effet, par 2.4.3 (a), 

Supposons donc que R < W. Dans ce cas. prendre la limite nous donne 

> log (e) . - 
E 

De cela nous déduisons que 

où C est une constante positive. Vérifions la deuxième inégalité de (II). En posant le 

changement de variables y = r l / R  où y E [rl/R, 1) lorsque rl + R, cette inégalité 

devient 

laquelle est vérifiée pour C' > R. Notons que rl peut être aussi près de R qu'il nous 

plaît. Par (b) du lemme 2.4.1. comme R < W. nous aurons qu'à partir d'un rz < R. 

D'où, en combinant cela avec (1). 

En intégrant de r2 à T I ,  nous obtenons 

ce qui est équivalent à 

et contredit (II) si rl est assez près de R. L'inégalité (1) est donc fausse pour des r 

arbitrairement près de R. 
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Supposons maintenant que rl est assez près de R pour que I'on ait à la fois 

(m) b(r) < e a ( ~ ) ~ ,  pour rl 5 r < R. 

(W a(rd < f ( ~ l ) ?  

Notons que ( I I I )  est vrai par le corollaire 2 - 3 2  Alors. 

ce qui revient à dire que a(r)  = O[f ( + ] .  En effet. supposons que (V) est faux. Dans 

ce cas, par (IV) et le fait que a(r) et f ( T ) ~  sont des fonctions continues. il existera un 

plus petit nombre r~ tel que 

4 ~ 2 )  = f ( ~ 2 ) ~ :  où rl < r2 < R. 

Sous ces hypothèses, nous avons que 

d Par la continuité des dérivées de a(r)  et  f ( r ) ( ,  il suit que a;; ( a ( r )  - f ( r ) ' )  2 O en r*. 
d Analysons maintenant l'expression r z  (a ( r )  - f (r) ' )  . Par définition de a(r)  et b(r) .  

nous avons 

2 0, lorsque r = r*. 

Nous avons donc obtenu I'inégalité 

b(7-2)  2 + 2 ) f  ( ~ 2 ) ~  = ~ a ( r 2 ) ~ .  



ce qui contredit (III). L'inégalité (V) est donc vraie. d'où a(r ) = O [ f ( T  )'] . De cela et du 

corollaire 2 - 3 2  nous montrons aisément que b(r) =O[f (T ) ' ]  et le lemme est démontré. 

O 

Lemme 2.4.4 Supposons que f (2) est H-admissible sur 1z1 < R. Alors pour tout k 

réel f i e ,  

j (. + ") - ekf (T) .  lorsque r + R- 
a ( ~ )  

Démonstration. Par le théorème des valeurs intermédiaires appliqué à log f ( r ) .  il 

existe un 0 E (0 .1)  tel que pour O < r < R et O < T + h  < R. 

f ' (T  + Oh) 
(1) log f ( r  + h)  - log f ( r )  = h 

f (r  + Oh) ' 

Ainsi. en posant h = kr /a ( r ) ,  le corollaire 2.3.2 nous assure que 

d'où ( r  + Oh) -- r .  Vérifions que a ( r  + eh) - a ( r ) .  Comme r + 6h = r (1 + Oll/a(r)). 

posons e' = I + Bk/a(r). Par le corollaire 2.3.2, e' t 1 lorsque r -+ R et donc. à partir 

de Ri assez grand, 1 < e' < 2. Nous avons donc 

8k k 
pour r > Ri. 

par le théorème de Leibniz sur les séries alternées appliqué au développement en série de 

log (1 + Ok/a(r)) .  11 suit que 1 vérifie l'hypothèse du lemme 2.4.1 (a) et a ( r  +Oh) -- a ( r )  . 

Maintenant, appliquons l'exponentielle de chaque côté de (1) et laissons tendre T -t R. 

lirn f (T + h)  
r+R f ( r )  r+R 

En substituant h, 



c'est-à-dire, 

j (r  + *) - ekf(r) ,  lorsque r  -t R. O 
4 7 . )  

2.5 Autres résultats importants 

Cette section regroupe trois théorèmes ainsi que trois lemmes qui serviront plus 

tard à démontrer les propriétés de fermeture des fonctions Kadmissibles énoncées au 

début de ce chapitre. 

Théorème 2.5.1 Supposons que f (2) = Cr=-, u,zn est H-admissible sur 121 < R. 

Alors pour tout w E R &e, nous aurons lorsque r + R 

Démonstration. Soient w l ,  wz fixes tels que wl  < O < w*. Définissons soigneusenient 

les trois entiers suivants en fonction de r. No sera l'entier tel que No 5 a(r) < No + 1. 
Comme dans l'énoncé du théorème, nous allons simplifier la notation en posant 

wl(r) = a(r)  + wl J2b(r) et Wz(r)  = a(r) + w 2 J i .  Soient égaiement N~ et .v2 
les plus grands entiers tels que 

Pour aider à la compréhension de la démonstration. voici une représentation graphi- 

que des diverses grandeurs en jeu. 

Pour chaque entier n, nous avons l'inégalité 
n 7 1  / exP [ - ( x - u ( r ) ) 2 ] d ~ < e x p [  
n 2 W )  

dx. 
n-1 

En sommant de n = No + 2 à n = N2, nous obtenons 



En faisant le changement de variable z = a(r )  + tJ2b(r). les intégrales Ic et ID 

deviennent 

Vérifions que 1 1 ,  l3 + O et que 12, l4 + w;! lorsque r + R. 

Pour l l .  

Par le choix de No qui. ne l'oublions pas, dépend de r ,  le résultat suit en laissant tendre 

r vers l'infini. 

Ici aussi. ces inégalités tiennent grâce au choix de N2 et le résultat suit en laissant 

tendre r vers l'infini. Il est évident que le même raisonnement s'applique à l3 et 4. 

De cela, il suit que 

Par le même argument appliqué aux n tels que Nl + 1 5 n 5 No - 1' nous avons 

également 

Comme nous aurons besoin du fait que N2 - Nl = O [,/wj y vérifions-le. Nous 

avons que 

par le choix de NI et N2. D'oii, si T est assez près de R, 



Alors par 2.2.1 (b), 

il suit que 
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5 (w2 - wl) + - lorsque r -t R. 

Par le théorème principal appliqué à c~!!~~~+~ a,rn. nous avons 

car le o(1) du théorème principal est uniforme en n et ne dépend que de r. Par (II) et 

(III) nous avons donc 

Pour les mêmes raisons, 

Soit maintenant E > O. Choisissons w2 = - ~ 1  assez grands pour que 

En combinant (IV) et (V) nous obtenons 

f (7-1 > ~ ( f i ( k ) ) ,  si r est assez grand, 

= f(r)(l-€1. 



Comme f ( r )  = Cr=, a / .  nous avons que 

Par le lemme 2.4.2, les ut sont tous positifs pour des k assez grands, disons k > p. 

Nous aurons donc, grâce au lemme 2.4.3 (a). lorsque r -t R. 

D'où. pour r suffisamment près de R! 

Par (II). il suit que 

où les estimations en "c f (r)"  sont respectivement justifiées par (VI), le choix de wl et  

W? et (IV). Et comme 

lim 
r 4 R  

- I 5 lim 
r-bR 



et que e a été choisi quelconque, (VI) nous permet de déduire que 

ce qui prouve le théorème dans le cas où w = O. Si w # 0: posons w = wl ou w? suivant 

le signe de w et W ( r )  = a(r)  + w d 2 b ( r ) .  Supposons que w > O. Par (VII) et (V). nous 

avons 

Si w < 0, par (IV) et (VII). nous avons 

Le lemme 2.4.2 nous permet également de conclure que 

ce qui termine la démonstration du théorème. O 

Le prochain théorème nous fournira une relation asymptotique entre f ( r )  et  ses 

dérivées. 

Théorème 2.5.2 Supposons que f ( z )  est H-admissible sur lzl < R. Alors pour tout 

entier positif k f i e ,  noas aurons 



Démonstration. Posons TI = r [l + l / a ( ~ ) ] .  Notons que. par le corollaire 2.3.2. 

a( r )  + ca et donc r l  + R lorsque r + R. Alors. pour Izl < r l .  les lemmes 2-42 .  

3.4.3 et 2 A.4 nous donneront 

n=O 

= O ( f  ( r d ) ,  pour rl assez grand. 

d'où. en posant h = rl - r ,  la formule de Cauchy pour les dérivées et le lemme 2.4.4 

nous donnent 

Raffinons (1) afin d'obtenir une relation asymptotique. Pour cela, écrivons r"f("(r) 

comme 

où. pour w une constante positive, nous posons 



Par le corollaire 2.3.2? nous avons pour El, 

rn + 6. 1 ' -  &I a ( r )  lorsque r -t R. 

D'où a ( r )  5 n et il suit que 

De cela et du théorème 2.5.1, nous obtenons pour 1,. 

Plus de travail sera nécessaire afin de majorer C2 adéquatement. Définissons Et conuiie 

Ilopérateur de sommation restreint aux n tels que In - a(r)l > w d ( ; j - .  Alors. par 

l'inégalité de Cauchy-Schwarz. nous avons 

Étudions la première sommation du membre d'extrême droite de (III) sans ses 

valeurs absolues. 

Par le lemme 2-42'  nous pouvons conclure que 



Considérons maintenant la seconde sommation de (III). Par le lemme 2-42 les a. 

sont finalement tous positifs. Posons N égal à l'indice maximum des a, < O. Comme 

k est fixé, nous sommes assurés. encore par le lemme 2.42. que pour une constante C 

assez grande, (1) et le lemme 2.4.3 nous donnent 

En reportant les informations ainsi obtenues à propos de C, dans (III), nous avons 

Soit maintenant 6 > O. Par (II), nous avons 

Nous pouvons donc choisir w assez grand pour qu'à la fois 

D'où 

ce qui implique le résultat. O 

Le lemme suivant nous permettra d'approximer f (2) au voisinage de z = r .  

Lemme 2.5.3 Supposons que f (z) est holomorphe et non nulle à l'intérieur du disque 

Ir - T I  < 2qr, ou O < 9 5 1/2? et que 



oli C > O et a(z) ,  b(z) sont définis en 2.2.1. Alors nous avons 

e2 
log f (de) = log f ( r )  + ida ( r )  - -b(r) + ~ ( r ,  8). 

2 

Démonstration. Posons C = log 2, €0 = log T et $(C) = log f (ec).  Vérifions que la 

fonction #(C) est bien holomorphe sur IC - €01 5 q. Pour cela, il suffit de nous assurer 

que f (2) = f (ec) ne s'annule pour aucun C avec I( - < q. Par la  définition de co et 

en maximisant IC - €0 1. nous avons 

car e" 1 < 2q sur O < q 5 1/2. D'où, il suit de nos hypothèses de départ que f (ec )  # O 

pour tout j avec Ic - col < q et 4(C) est holomorphe sur ce disque. Nous trouvons. 

après de simples calculs, que 

est bien définie. et par 2.2.1, #'(<) = b(ei)  . Aussi, par 2.2.1 (b). #"'co) = b(r)  > O 

pour un r assez grand. Il existe donc une constante C > O telle que 

Nous pouvons donc développer qY"'C) en série autour de €0 pour obtenir 



où, par l'inégalité de  Cauchy, 

En intégrant (1) deux fois par rapport à C, nous obtenons 

Considérons la série apparaissant dans le membre de gauche de (II). Pour l< - co 1 5 7 

et n > 1. nous avons 

Posons maintenant < - €0 = i6 avec 101 5 7 et remarquons que 

Comme rei8 = rec-Q = ei! en substituant les valeurs de e( 6 ( r o ) ,  qS(co) et qS"'e0) dans 

(II). il suit que 

1 
log f (rei8) = log f (r) + i O a ( r )  - - 0 2 b ( r )  + ~ ( r .  8). 

2 

où par (III), 

Le résultat suivant nous permettra d'approximer f (reie) pour de "petites" valeurs 

de û encore plus précisément que ne le laissait croire 2.2.1 (c). 



Lemme 2.5.4 Supposons que f ( z )  est H-admissible sur Ir1 c 3. Alors nous aurons 

lorsque r -t R, uniformément pour (81 < a(r)-' ,  

1 
f (Teie) = f  ( r )  + i 8 ~  f  ' (r  ) - -8' [r f' ( r )  + r2 f  "(T)]  + O [ o 3 f  ( r ) a ( ~ ) ~ ]  - 

2 

Démonstration. Appliquons le lemme 2.5.3 à la fonction F ( r )  = ef(") et écrivons 

Comme f (2) est H-admissible. nous pouvons appliquer le théorème 2.5.2. le lemme 

2.2.2 ainsi que le corollaire 2.3.2 à B ( r )  pour obtenir, lorsque r -t R, 

Comme bn = a,-1 +an-*? le lemme 2.4.2 nous assure que B(r)  ne possède qu'un nombre 

fini de coefficients b, < O. En posant q = a(r ) - l ,  f ( z )  sera holomorphe sur l< - r 1 <_ lvr 

et nous pourrons développer B(z )  en série autour du point z = r  pour obtenir 

où bi = Cr=P=, bnrn-' Il suit que pour tout Ir assez grand, bi > O. Soit N le maximum 

des indices tels que bk < O. Nous aurons donc 

Aussi, par (1). le lemme 2.4.4 et le fait que r )  + O, 



B(~f21)~)  f ( ~ + 2 q ~ ) a ( r + 2 ~ ) ' .  - e2 f ( r ) a ( r ( i  + 27))'. 

-- e2 f ( r )a ( r )* ,  lorsque T -t R. 

Maintenant, comme F(r )  = ef(') est une fonction holomorphe et  non nulle sur le 

disque 1 z - r 1 < ~ V T  avec 7 = a( r )  -' ; (II), le lemme 2.4.3 et (1) nous donnent 

Nous pouvons donc appliquer le lemme 2.5.3 aux fonctions F ( r ) .  A(z) et B ( z )  en 

posant C = 9 > e2. ce qui nous donne 

1 
f (Teî8) = f ( T )  + iBA(r) - - e 2 ~ ( r )  + ~ ( r ,  O ) ,  

2 

où d'après (1) et la définition de q, pour r assez près de R. 

ce qui démontre le lemme. O 

Le prochain résultat nous permettra de démontrer un tliéorème à propos du module 

de f (rei8). 

Lemme 2.5.5 Supposons que f ( z )  est H-admissible sur 1 r 1 < R. Alors il existe r ,  < R 

tel que pour rl < r < R et f (r)-*15 < 101 5 T nous avons 

Démonstration. Écrivons 



et choisissons k tel que li 5 a(r) < k + 1. De plus, posons 

Sans perte de généralité, le lemme 2.4.2 nous assure que a et  ,O sont tous deux positifs 

pour r assez grand. Alors, par le théorème principal 2.3.1, nous avons que 

(1) f ( r )  JGqq7 lorsque r + R. 

En posant z = reiB et O < 101 5 T, la loi du cosinus nous donne 

= CI' + p2 + 2a@ 1 - 2 sin- ( m* 

D'où. 

E.n factorisant et en dhlsant nous obtenons 

car de (II). il suit 

Si r est assez près 

en utilisant (1) et 

R et que nous nous restreignons aux 0 tels que f (r)-*/' 5 101 5 T ,  

minorant 8,  nous aurons 



Par le lemme 

aurons b(r) 5 

2.4.3: en posant c = 1/15 et pour des r suffisamment près de R. nous 

M f ( T ) ~ / ' ~ ,  OU l'on peut choisir M > 1. 11 suit que 

Donc (a&+ +k+irk+l 1 < a + - f ( T ) ' / ~  pour f (r)-?I5 5 101 5 r. Comme f ( r )  + x, 

lorsque r + R. par les lemmes 2.4.2 et 2.4.3, si r est assez grand. nous pouvons écrire 

a,, <O 
+tf C , k f  l 

ce qui prouve le lemme. O 

Nous terminerons cette section en démontrant le théorème suivant à propos du 

maximum de 1 f (rei8) 1. 
Théorème 2.5.6 Supposons que f ( z )  est H-admissible sur Ir1 < R. Alors il eziste 

ro < R tel que pour tout r E ( 7 0 ,  R) et O < 101 5 r nous auons 



Démonstration. Restreignons-nous aux 0 tels que O < 101 < f (r)-2/5 .  Par le lemme 

2.4.3 utilisé avec 6 = 1/15, il suit que pour des r  assez près de R. 

a(r )  < M ,  pour M une constante positive. 
f ( T ) t  - 

En divisant de chaque côté par f (r)'15 et en prenant la limite lorsque r  tend vers l'infini. 

nous trouvons que a ( r )  = o [f(r)*I5] , ce qui revient à dire que f ( r )  = o [a ( r  ) -'] . 

D'où 101 = O [a(.) -'] et nous sommes en droit d'appliquer le lemme 2.5.4. 

Écrivons maintenant f ( z )  sous la forme f (reie) = u + iv. Sous cette forme. le 

lemme 2.5.4 nous donne 

1 = f ( r )  - Se2 {T  f t ( T )  + r2 f "(r )  + O [f ( r ) ) a ( r ) 3 ] )  

Moyennant de longs mais faciles calculs utilisant le lemme 2.4.3 et le théorème 2.5.2. 

nous trouvons que 

Comme par 2.2.1 (b): nous avons pour les 0 tels que O < 101 < f (r)? 

pour des r  assez près de R. Par le lemme 4.1.1, nous obtenons la même inégalité pour 

les û tels que f (r)-*15 < 161 5 T et donc 



pour tout T plus grand qu'un certain ro et pour tout O < 101 5 r. 0 

Ce théorème justifie donc, pour r > 7-0, les égalités O ( T )  = a ( r )  et P(r) = b(r) de 

la section 2.2. Il montre également que du corollaire 2.3.3, on peut remplacer f (r , ) /r ," 

par Mn = M(r,J /r :  afin d'obtenir 

M n  

"- ,/2*b(r,)' 
lorsque n -+ m, 

où 1M, et rn sont définis à la section 2.2. 

2.6 Propriétés de fermeture et urobustessev des 
fonctions H-admissibles 

Comme nous l'avons remarqué à La section 2.1. le succès de la méthode de Hayman 

en analyse combinatoire repose en grande partie sur le fait que si f (z) et g(z)  sont 

H-admissibles, alors exp[f ( z ) ]  et f ( r )g (r )  le seront encore. Les deux premiers théorèmes 

de cette section démontreront ces propriétés. 

Par la suite. nous étudierons la "robustesse" des fonctions H-admissibles. En effet. 

nous verrons que le produit d'une fonction H-admissible f (2) par un polynôme est tou- 

jours H-admissible. De plus. si h(z)  est une fonction holomorphe sur 1z1 < R respectant 

certaines conditions, il suivra que f (z) + h(r )  sera également H-admissible sur /S I  < R. 

Théorème 2.6.1 (Exponentielle de fonctions H-admissibles) Supposons que 

f (z) est H-admzsszble sur Izl < R, alors la fonction expif (z)] sera H-admissible. 

Démonstration. La preuve se fera en montrant que la fonction F ( z )  = e x p [ f ( z ) ]  

satisfait les propriétés 2.2.1 (b). (c) et (d) avec 6(r)  = f ( T ) - ? 1 5  et 

Fr (z) 
A ( z ) = z - = z f t ( z ) ,  B ( z ) = z A ' ( z ) = ~ f ~ ( z ) + z ~ f ' ~ ( z ) .  

F(4 
remplaçant respectivement a(z)  et b ( z ) .  Notons que la condition 2.2.1 (a) est triviale- 

ment satisfaite. 

Vérifions 2.2.1 (b) . Par le théorème 2.5.2 et le lemme 2.2.2, nous avons 



car par le lemme 2.4.3, f ( T )  -t w et par le corollaire 2.3.2 du théorème principal. a(# 

tend également vers l'infini lorsque r  -t R, d'oh 2.2.1 (b) est vérifié. 

Maintenant, si 101 5 6(r)  = f ( T ) - ~ / ~ .  le lemme 2.4.3 nous assure que pour r assez 

grand1 

a(r )  < f ( r ) z .  

11 suit que f (7)-*15 = O [a ( t ) - l ] .  NOUS pouvons donc appliquer le lemme 2.5.4 afin 

d'obtenir 

1 
log F (rei6) = log F ( r )  + iBA(r) - -e2 ~ ( r )  + O [e3 f ( ~ ) a ( r ) ~ ]  . 

2 
1 

= log F(r )  + iOA(r) - - o * B ( ~ )  + 0 [f ( ~ ) - ! a ( r ) ~ ]  . 
2 

car < f ( T ) - ~ / ~ .  En appliquant l'exponentielle de chaque côté. i1 suit que 

F fie'@ = ( T ) e i e ~ ( r ) - + @ 2 ~ ( r ) e ~ ( f  (r)-f a(r)j] 1 
et donc, 

ce qui vérifie 2.2.1 (c). 

Finalement, si d(r) 5 101 5 7r et r est assez près de R, le lemme 4.1.1 nous donne 

1 f (reie) 1 < f ( r )  - f (r)' l i .  En appliquant encore une fois l'exponentielle de chaque 

côté, (1) et le lemme 2.4.3 nous donnent 

De ceci, nous constatons que 

ce qui montre 2.2.1 (d) et termine la démonstration. O 



Théorème 2.6.2 (Produit de fonctions H-admissibles) Supposons que fi(:) et 

f2(z)  sont H-admissibles sur Ir 1 < R, alors la fonction f (2) = f i  (z) f2 (2) sera également 

H-admissible. 

Démonstration. Soit f ( 2 )  = f&) f2 (z ) .  Définissons a ( r ) ,  b(r) .  al ( r ) .  bl ( r )  et a2 ( r ) .  

b2(r) respectivement par rapport à f ( z ) ,  f l ( t )  et f2 ( z )  comme en 2.2.1. Alors. 

De la même façon, nous obtenons que b(r) = bl ( r )  + b ( r ) .  

Comme bl(r)  et b2(r) tendent vers l'infini lorsque r + m. b(r)  tendra également 

vers l'infini et f (z) satisfait 2.2.1 (b). Posons5 TO = max [ro( fi), ro ( f2)] Comme f i  ( r )  

et  f2(r)  sont toutes deux positives sur ro 5 r < R, f ( r )  le sera aussi. Maintenant. 

supposons que fi ( r )  et  f2 ( r )  satisfont 2.2.1 ( c )  e t  2.2.1 (d) pour des fonctions 61 (r) et 

& ( T )  NOUS allons montrer que f (z) satisfait également 2.2.1 ( c )  et 2.2.1 (d) avec la 

fonction b(r)  = min[& (sr) , & ( r ) ]  . Ainsi, 

Commençons par montrer que f (2) 

nous aurons bien vérifié l'admissibilité de f (2). 

vérifie 2 2.1 ( c )  . Nous avons 

1 
( r )  - 782b2 ( r  )] . 

I 

simplement en multipliant les deux relations asymptotiques car elles tiennent toutes 

deux pour 191 < QT).  

Afin de montrer que f (2) satisfait 2.2.1 (d) avec la fonction b( r )  définie plus haut. 

supposons que pour ro < r  < R, nous ayons b&) > el b2(r) > e. Soit E < 112. alors 

2.2.1 (d) appliqué à f i  et f2 nous donne 

I f l ( r e i * ) ( <  t 

f d r )  -,/GY pour 6 1  5 IO( 5 ?r. 

SNote: La notation ra (fi ), ro ( fi) est utilisée pour différencier les deux constantes ro intervenant 
dans la définition 2.2.1 (a) pour les fonctions fi ( z )  et f2(i). 



pour r assez près de R. 

Pour la suite de l'argumentation, considérons les valeurs de r pour lesquelles 

bl(r) 3 b2(r). Notre but sera d'étendre (1) à 6 5 161 5 r. Si bl (r) 5 &(r )  alors 

b(r) = bl(r) et il n'y a rien à démontrer. Supposons que J1(r) > &(T). Dans ce cas. en 

appliquant 2-2.1 (c) à fi ( z )  sw &(T) 5 101 5 b1 (r)  et en minorant 6'. 

nous obtenons 

lorsque r + R. 

Notons que comme 2.2.1 (c) est uniforme en 0 sur 101 < 6. nous pouvions utiliser le 

résultat 2.2.1 (c) en 0 = bl(r). 

En appliquant 2.2.1 (c) à f2(r)  avec 9 = &(r),  encore grâce à l'uniformité en O. 

nous avons 

De cela et de (II), il suit que pour T assez près de R, 

Nous utiliserons le fait que la fonction t'/2e-at est décroissante lorsque t croît pour 

a > O et ut > 112. D'où, si nous avons y > x > e, E < 112 et a un certain nombre 

positif, 

e-'= < 2ex-i, entraine que e-'y < 2eye). 

De là, comme nous avions supposé que bi (r) 2 b2(r), 



entraine que 

Donc. pour r assez près de R, ( I I I )  nous donne 

et  contrairement à l'inégalité (1), celle-ci tient pour b(r)  5 101 5 n. Comme par hy- 

pothèse. b(r) = bl(r) + bz(r) 5 2b1(r)? il suit que 

1 ( )  2 e ~ i  

f d ~ )  Jbi;S' 
pour b(r)  5 0 < R.  

Aussi. par le théorème 2.5.6, nous avons pour r > 7-0 et O < le1 5 T que 

En multipliant les inégalités (IV) et (V)? nous obtenons 

O < 0 5 R et r suffisamment près de R. Ceci prouve 2.2.1 (d) pour f ( z )  et termine la 

démonstration du théorème. O 

Nous avons finalement démontré les deux propriétés de fermeture des fonctions 

H-admissibles. Attaquons-nous maintenant à leurs propriétés de robustesse. 

Théorème 2.6.3 (Multiplication par un polynôme) Supposons que f ( z )  est 

H-admissible sur lzl < R. Supposons également que 



est un polynôme à coeficients réels tel que P(R) > O si R < cr, et bm > O si R = oo. 

Alors f ( 2 )  P ( z )  est H-admissible sur lzl < R. 

Démonstration. Supposons que a ( r )  et b ( r )  sont définis pour f (z) comme en 2 - 2 1  

et que 2.2.1 (c), 2.2.1 (d) tiennent pour une certaine fonction b(r) .  Nous supposons 

également que 

2 Iog b(r)  car dans le cas contraire, pour [ ] < 101 5 6(r), 2.2.1 (c) nous donnerait 

d'où il suivrait que 

I f r e i 8  5-  lorsque r + R. 

Comme la propriété 2.2.1 (d) serait également vérifiée pour [WI''~ < 101 < a(.). 
nous pouvons donc remplacer b(r)  par min [6(r) ,  -1 tout en conservant les pm- 

priétés 2.2.1 (c) et 2.2.1 (d). 

Aussi, si R = cm, nous avons 

lim 
r+R 

Il suit que 

(II) 
P (Tei8) 

W r )  
1) lorsque r -t R, 



uniformément pour 101 5 b(r). De plus, si R < m. nous avons 

où la seconde relation asymptotique est évidente et la première garantie par la conti- 

nuité de P(z )  et le fait que b(r) + O lorsque r -+ R. Il suit que les fonctions P ( T )  et 

f ( r ) P ( r )  sont toutes deux positives p o u  r assez près de R. Aussi. (II) et 2.2.1 ( c )  nous 

disent que 

(III) 
( @ )  P (de) _ eiOa(r)-f d 2 b ( r )  

, lorsque r  + R. 
f 

uniformément pour 10 1 < 6 ( T )  . 

Maintenant, si R est finio IP(z)l est borné dans Izl < R et P(T)  est borné inférieure- 

ment lorsque r  -+ R. Nous avons donc sur b(r )  < 101 < n, 

P ( T P )  
= O(1). lorsque r -t R. 

P b )  

Si R = m. nous avons 

I P  (reie) 1 
+ 1, lorsque r i m. 

uniformément en 19 et (IV) tient dans les deux cas. D'où, en appliquant 2.2.1 (d) à f ( z )  

et en utilisant (IV). nous déduisons que 

uniformément pour 6(r) 5 101 5 T. 

Pour compléter la preuve que f (z )P(z )  est H-admissible, il ne nous reste qu'à 

montrer que L'on peut remplacer a(r)  et b(r) respectivement par 



et dans les relations asymptotiques (III) et (V). Comme 6(r) + O et que r- Pb-) 

demeurent bornées lorsque T + m. nous avons pour (III). '5 po 

= 1 - lim exp 
r 4 R  

et donc que 2.2.1 ( c )  est vérifié pour f (z)P(t) .  De même, pour (V), nous obtenons 

ce qui montre que f (r)P(z) vérifie 2.2.1 (d) et termine la démonstration. O 

Le prochain théorème montrera que si g(z)  est de croissance moins rapide que f ( r ) ?  

alors f (z) + g(z) sera encore une fonction H-admissible. 

Théorème 2.6.4 (Addition d9une "petite" fonction) Supposons que f (2) est 

H-admissible sur Izl < R et que g(z) est holomorphe sur Izl < R. réelle pour tout 2 

réel et qu'il existe m e  constante positive X telle que 

Alors F ( r )  = f (2) + g ( z )  est H-admissible sur Izl < R. 

Démonstration. Comme f (2) est supposée Badmissible sur lzl < R. il suit de la 

condition (a) que F(r) = f (T) + g ( r )  > O pour r suffisamment près de R. Toujours par 

2.2.1 (c), 2.2.1 (d), nous avons pour f(& 

(1) f (reie) - f ( r ) e  
ida(i) - f e2 b(r)  

1 

uniformément pour 101 < d(r) ,  et 

lorsque T -+ R, 

lorsque T + R, 



pour b(r) 5 101 5 n. Nous pouvons à nouveau utiliser la même hypothèse sur b ( r )  

qu'au théorème 2.6.3, à savoir que 

Alors, de (1), en majorant Oz et en utilisant le lemme 2.4.3. il suit lorsque r -t R. 

Par (1) et (a) appliqué à g ( T e i e )  /f ( r )  et g(r) /  f ( r ) ,  il suit que pour 101 < b(r)' 

f ( r )  exp [iea(r) - ) ~ * b ( r ) ]  + g (rei8) 
= lim 

f ( 7 )  + g(r)  r+R 7 

lim 
r+R 

g (rei8) 
exp [ i ~ a ( r )  - @*b(r)] + f ( r )  

Nous aurons donc 

De la même façon, par (a) appliqué à g(r) /  f ( r )  et le lemme 2.4.3, pour 6 5 101 5 T 

nous avons 



et de (II) nous obtenons 

par (II) et (a) .  

Pour compléter la preuve de I'admissibilité de F ( z ) ,  nous montrerons que si 

alors 

car si tel est le cas, nous pourrons remplacer a(r) par A(r)  et b ( r )  par B(r)  dans 

(III) et (IV) pour obtenir 2.2.1 (c), 2.2.1 (d) pour F(r) .  Évidemment, 2.2.1 (b) suivra 

automatiquement. Vérifions que nous pouvons effectivement faire cette substitution. 

Supposons que Ir - CI 5 r /a (r ) -  Alors par le principe du maximum et le lenime 

3.4.4, 



Il suit donc, par (a), le lemme 2.4.3 et la formule de Cauchy pour les dérivées. que pour 

tout entier n fixe, 

1Z 

(VI lgln)(r) 1 < n ( )  max I~(c) I ,  
I C - d 9 / 4 4  

en choisissant e < 6/2n. 

De plus. comme 
1 

= i + O [ g ( r ) /  f (r)]  et O [f ( r )  -iX] = o( i )  lorsque 
1 + 9 W f  ( r )  

r + Ro par (a). (V) et le théorème 2.5.2 nous aurons 

En utilisant les mêmes idées, à savoir l'hypothèse (a), l'inégalité (V) et le théorème 

2.5.1, nous trouvons, après beaucoup de calculs, que 

Nous pouvons donc remplacer a(r ) ,  b(r) respectivement par A ( r )  et B ( r )  dans ( I I I )  et 



lorsque r -f R, 

ce qui complète la démonstration. O 

De ce théorème, nous déduisons immédiatement le corollaire suivant. 

Corollaire 2.6.5 Si F ( r )  = bo +blz+ - -+bmzm est u n  polynôme à coeficients réels et 

si f (2) est H-admissible sur 1-1 < R. alors f (2) + P ( z )  1 'est aussi, tout comme P( f (z)) 

si b, > 0. 

Démonstration. Par le lemme 2.4.3: il est clair que la condition (a) d u  théorème 

2.6.4 est respectée. Comme P ( z )  est à coefficients réels, il suit immédiatement que 

f ( r )  + P(r  ) est H-admissible. 

Supposons maintenant que 6 ,  > O. Par m applications du théorème 2.6 -3. il suit que 

f ( z ) ,  est H-admissible, et aussi b, f ( z ) ~  par le théorème 2.6.3 appliqué a u  polynôme 

constant b,. Si g(z )  est définie comme 

g(r)  = bo + bl f (z) + - + b,-lzm-l, 

alors 

= O [ (b ,  ( r ) m ) i -  $1 , lorsque r + R. 

et ainsi. par le théorème 2.6.4, P( f (2)) = b,  f (z)" + g(z) est encore une fonction 

H-admissible. O 



2.7 Exemples et applications de la méthode de Hay- 
man 

Nous sommes maintenant en mesure de donner quelques exemples utiles de fonc- 

tions FI-admissibles. Comme nous I'avions remarqué au chapitre Io la formule expo- 

nentielle nous permet de trouver facilement la fonction génératrice associée à de nom- 

breux problèmes d'analyse combinatoire. Nous verrons que dans plusieurs cas. lorsque 

l'énumérateur de piles P ( z )  est un polynôme, l'énurnérateur de mains M(r) = eP(=' 

sera une fonction H-admissible. 

Théorème 2.7.1 (Exponentielle d 'un  polynôme) Supposons que P ( r )  = bo + 
bl (z) + - - + bkzk , où bk # O et li > 1, est un polynôme à coeficients réels. et que 

Alors les cinq conditions suivantes sont équivalentes. 

(a) M ( z )  est H-admissible dans le plan. 

(b)  Pour tout 1- sufisamment grand, nous avons 

(c) Pour tout entier d > 1. il existe un entier m tel que d n'est pas un facteur de  

rn et bm # O .  De plus. si rn = m ( d )  est le plus grand tel entier. alors bm(d! > 0. 

(d) Si Mn est défini comme 8 la section 2.2 alors 

Mn 
- " V ~ x k n  

lorsque n -t m. 

(e) a, > O pour tout entier n suJisamment grand. 

Démonstration. 

(a) * ( b )  Ceci est une conséquence immédiate du théorème 2.5.6. 

(b)  * ( c )  Démontrons par l'absurde que (b) implique ( c ) .  Supposons qu'il existe un 

entier d > 1 tel que bm = O sauf lorsque d 1 m. Alors P ( z )  est de la forme 



pour un certain entier 1 2 1, et 

, ( re ($) )  = exp 

ceci pour des r arbitrairement grands. ce qui contredit (b). Nous pouvons donc exclure 

cette possibilité. Nous savons donc que pour tout d > 1, il existe un entier m ( d )  tel 

Supposons maintenant que brn(d) < O pour un certain entier d > 1. Écrivons P ( z )  

sous la forme 

k 

P ( z )  = u ( z )  + iv(z) = 1 bmrm (cos mB + i sin m0). 

Alors 

oii, par hypothèse, b,(d) < O et  cos (2*m(d)/d)  < 1 car d 1 m ( d ) .  Il existe donc une 

constante C > O telle que pour tout r assez grand, 

Nous avons donc 

- - eu(=) 

, eu(r)+~rm(d)  
Y pour C > O et r assez grand. 

Autrement dit, (f ( ~ e ( ~ " ' 1 ~ ) )  1 > f (r)  exp [ ~ r ~ ( ~ ) ] ,  pour r suffisamment grand, ce qui 

contredit (b), et nous avons bien que (b) * (c). 



(c) =+ (a) Nous allons vérifier que f ( r  ) = ep(') satisfait les conditions 2 2 . 1  (a). (b) . 
(c) et (d). Comme l'exponentielle d'un nombre réel est toujours positive, la condition 

2 -2.1 (a) est trivialement vérifiée. Définissons a(r)  et b(r) comme en 2.2.1. c'est-à-dire: 

Par (c), en posant d = k + 1' nous déduisons que bk > O et b(r) - k2bkrQ CO lorsque 

r + oo et la condition 2.2.1 (b) est également vérifiée. Voyons si f (2) satisfait à la 

condition 2.2.1 (c). Comme eP(") est holomorphe et  ne s'annule jamais. nous pouvons 

appliquer le lemme 2.5.3 pour obtenir 

(1) P (de) = P(T) + i h ( T )  - b 2 b ( r )  +O [o3rk] , lorsque r i m. 
2 

uniformément en 8, où le O [e3r" provient du E ( T ,  O) avec b(r) remplacé par O [r". De 

cela. en posant 6(r)  = T - ~ ' ~ - ~ ' ~  , nous obtenons pour IO1 < d(r) '  

f (TP)  = f ( r )e  iea(r)- +e2b(r )+0[03rk ] Y 

= f ( d e  
it?a(r)- jd2b(r )+0  [r-3/7] . 

ry f (T)eiQn(r)-fe2b(r)  lorsque r + R. 

ce qui vérifie 2.2.1 (c) .  Attaquons-nous maintenant à 2.2.1 (d). la partie corsée de la 

démonstration. Comme b(r) - k2bkrk, nous aurons pour T assez grand, 

1 
f ( e )  - f(r)exp [-?b(r)r -2(f ++) 1 



d'où, pour tout T assez grand, 

~f (Te''(')) 1 < f ( r )  exp [-Th] 

car k/3 - 217 2 1/21. Pour montrer que f (2) vérifie 2.2.1 (d) et ainsi terminer la 

preuve, il suffira de montrer que (II) tient également pour b(r)  5 101 5 T. Comme (II) 

tient dans un certain voisinage de (01 = b(r) ,  il ne nous reste qu'à vérifier ce qui se 
d passe pour Les valeurs de 6 telles que 1 f (de) 1 = 0. 

En posant à nouveau u = log ( f (Teie) 1, nous obtenons 

k 

= - rnbmrm sin m0, 
m=O 

= -kbkrk sin k6 + O [rk-'1 , 

= -kbkrk (sin k0 + O [r-'1) . 

Donc. = O implique que sin k0 = Q(r)  = O [T-'1. Concentrons-nous sur lïntervalle 
7r K II0 E (- v. T ) .  Pour r assez grand, nous pouvons appliquer arcsin à i I ( r ) .  En prenant 
d 1 

le développement limité d'ordre 3 de la fonction arcsin! nous obtenons 

En enlevant la restriction sur ko, nous trouvons que kt9 = ux+O [T-'1 pour un u entier. 

Si v = O alors pour 6(r )  < 101 5 0 [r-'1' (1) et (II) nous assurent que pour tout r 

assez grand, 

I f  (rei4) 1 = f ( r )  exp [- ($ (r )  + O [rk-'1) 02] . 

Maintenant, supposons que 1 5 v < 2k - 1 et posons # = 0 - y. Il suit que 
211- r # = O [r-'1 lorsque r + oo. Soit d le plus petit entier tel que 2k 1 du. Écrivons y = 



où r et s sont relativement premiers. Nous allons montrer que pour m # 0. 

Supposons que cos ( m m l k )  = 1. Cela implique que = 21 pour un entier 1 3 1. 

En réécrivant cette équation à l'aide de sous forme réduite6. il suit que = rn? = 

21. Comme 1 E N et que r 1 S. r doit diviser m. 

Si r 1 m, alors mu = 9 est un nombre pair et cos (mv~ l l r )  = 1. 7 
Ceci dit, analysons de plus près u (reie) - u (reio). Nous avons 

k mur 
= 1 b,rm [cos(rnb) (cos (y) - 1) -s'"(mm) 5'" (?)] - 

m=O 

Pour m > m ( d ) ,  nous savons que d 1 m et donc m = dl pour un certain entier 1 2 1. 

D'où = y et comme 2 1 vdz il suit que cos (muxlli) = 1 et sin ( r n v ~ l k )  = 0. I;) 
Tous les termes de u (re") - u (rei*) de degré plus grand que m(d) seront donc nuls. 

Vérifions que cos (mwrlk) # 1 pour rn = m ( d ) .  Par définition de d, nous avons 

%l = du avec n et d relativement premiers. Comme nous avons également que 2ks = ru 

avec r et s relativement premiers, il suit que s = n et r = d. Comme par hypothèse. 

d ym(d) .  nous avons que r y m ( d )  et cos ( m v ~ l k )  est bien différent de 1. 

Par l'hypothèse (c), bm(dl > O et le coefficient de rm(d) est strictement négatif. Il existe 

donc une constante C > O telle que 

6Le terme ''forme réduite" signine que v et k ne possèdent aucun facteur commun. 



où la seconde inégalité provient du fait que 4 = O [T-'1. De cela. il suit que 

et (II) tient toujours. Comme 4 > O, nous avons aussi pour tout T assez grand. 

f ( r )  < - w ' pour b ( r )  5 181 5 r. 

reie 
Iim I f  ( ) lb(r) 5 lim b(r) exp [-b(r) A] = 0; 
r+R f ( T )  r+R 

Cela montre que f (reie) = o [f ( r ) /  da] et termine la preuve de l0adrnisçibilité 

de f (4- 
(c)  + (d) Jusqu'à présent, nous avons montré que (a) e (b) o (c). Sous I'hypothèse 

(c), nous pouvons donc supposer que f ( z )  est H-admissible dans le plan et utiliser le 

corollaire 2 -3.3, lequel nous donne 

an - f (rn) lorsque n -t m. 
r; J25;6O7 

Par le théorème 2.5.6, nous savons que pour les fonctions H-admissibles, on peut rem- 

piacer f ( r )  par M(r. f) = sup 1 f (reie) 1, ce qui nous donne 
l e 1 3  

"- - lorsque n -t m. 

Mais ici. 

- k 1 mb,~; = ka(rn)  = kn,  lorsque n + oo? 
m=O 

ce qui prouve le résultat. 



(d) (e) Cela est clair par le lemme 2.4.2. 

(e) + (c) Encore a h  d'obtenir une contradiction, supposons qu'il existe un entier 

d > 1 tel que b, = O sauf lorsque d ,/' m. Dans ce cas, écrivons f (2) = eP(') comme 

= exp [bo + bdzd + - - - + bldzLd] . 

Sous cette forme, nous remarquons que tous les coefficients a, où d i n  seront nuls. ce 

qui contredit évidemment (e). 

Supposons maintenant que b,(dl < O pour un certain entier d > 1. Comme dans la 

démonstration de (6) * (c), nous avons encore que 1 f (rd2"'ld)) 1 > f (r) exp [C"rrncd)]. 

mais par (e). nous avons également 

5 2f(r), pour tout r assez grand. 

d'où la contradiction. a 

Notons que la formule de Faà di Bruno 1.1.6 nous permet de déduire le corollaire 

suivant. 

Corollaire 2.7.2 Si P ( z )  = bo + blz + . - + bkzk, bk # 0, est un polynôme à coefi- 

cients réels non négatifs, alors nous pouvons obtenir une relation asymptotique pour 

les coeficients de ep(') = %zn . 

Démonstration. Si P ( z )  satisfait à la condition (c) du théorème 2.7.1. alors il suffit 

de l'appliquer pour obtenir le résultat. Sinon, comme tous les coefficients b, sont non 

négatifs, c'est qu'il existe des entiers d > 1 et 1 1 1 tels que 

Dans ce cas, posons P ( z )  = Q ( z d ) .  Définissons ensuite la fonne réduite de P(z )  comme 

étant le polynôme Q(z) .  Il suit que Q(z)  satisfera à la condition 2.7.1 (c). Nous pou- 

vons donc appliquer ce théorème afin d'obtenir une relation asymptotique pour les 



coefficients an de la fonction 

Pour transformer cette information en relation asymptotique pour les coefficients a, 

de la fonction eP('), il suffit de remarquer qu'en posant 

nous pouvons appliquer 1.1.6 pour obtenir 

Par la propriété des que nous avions soulignée à la section 1.1, nous savons que 

Bn,k = O sauf lorsque k = n / d  (avec bien sûr k E N ) .  11 suit que tous les c, où d ,/ n 

seront nuls. Pour les autres, n = ds pour un certain entier s 2 1 et  

Comme a, = [zn]eP(') = [zn]eQ(') = &ln!, nous aurons a, = O si d / n. Si d 1 n et que 

n = ds. alors 

m lorsque n +P oo, 

où r, et b(r,) sont calculés pour la fonction F ( r )  = eQ(").  O 

Soulignons que la démonstration du corollaire 2.7.2 peut parfois s'appliquer au cas 

oh le polynôme P ( z )  possède certains coefficients négatifs. Par exemple. considérons 



P(z )  = 1 - r2 + r4 + z6. II est évident que P(z )  ne vérifie pas à 2.7.1 (c) mais sous forme 

réduite, le polynôme Q(z)  = 1 - z + r2 + z3 satisfait 2.7.1 (c) (il suffit de vérifier avec 

d = 2,3).  Par le théorème 2.7.1, nous pouvons donc obtenir une relation asymptotique 

pour les coefficients de eQ('), qui se traduira, grâce à la formule de Faà di Bruno. en 

une relation asymtotique des coefficients de ep('). Cette observation nous permet donc 

d'étendre à la fois le théorème 2.7-1 et le corollaire 2.7.2. 

Corouaire 2.7.3 Si P(z )  = bo + blr + - - + bkz\ bk # O et k 2 0. est un polynôme 

à coeficients réels, aiors il sufit que l'une ou [-*autre des conditions suivantes soit 

satisfaite pour que 1 'on puisse obtenir une relation as ymptotique pour les coeficients 

de ep (=) .  

(a) Pour tout entier d > 1, il existe un entier rn tel que d nést pas un facteur de 

m et 6, # O. De plus, si m = m(d) est le plus grand tel entier. alors b,(d) > O 

(même condition que 2.7.1 (c)) .  

(b) Il existe un entier d > 1 tel que si d A rn alors 6, = O. et la forme réduite de 

P ( z )  satisfait à la condition (a) ci-dessus. 

Démonstration. Évidente de 2.7.1, 2.7.2 et des remarques ci-dessus. O 

Grâce aux théorèmes démontrés à la section 2.6, nous pouvons aisément déduire 

que les fonctions génératrices des nombres de Bell (1.3.2) et du nombre de fonctions 

idempotentes sur [n] (1.3.3) sont H-admissible. En effet, comme nous avons déjà montré 

que ex est H-admissible, le corollaire 2.6.5 nous assure que ex - 1 est toujours H- 

admissible. Par le théorème 2.6. l, il suit que exp[ex - l] est aussi H-admissible. Égale- 

ment, xe" est H-admissible par le théorème 2.6.3 et toujours par le théorème 2.6.1, 

exp[xex] est encore H-admissible. Les fonctions génératrices des exemples 1.3.2 et 1 -3.3 

sont donc toutes deux H-admissibles. 

Pour terminer. mentionnons que l'utilité de la méthode de Hayman est souvent 

conditionnelle à notre capacité d'évaluer T,? la solution de a ( r )  = n, avec suffisamment 

de précision pour estimer r," et f (T,) asymptotiquement. Pour la fonction ex. cette 

estimation était triviale. Dans d'autres cas, comme les nombres de Bell par exemple. 

l'estimation de r, a posé des problèmes d'une très grande difficulté. Chaque application 

de la méthode de Hayman demandant un traitement particulier, nous n'élaborerons pas 

davantage sur ce sujet. 



Chapitre III 

Développement asy-mptot ique complet de certaines 
fonctions holomorphes 

3.1 Motivation 

Comme les résultats de Hayman ont trouvé beaucoup d'applications en analyse 

combinatoire énumérative, il n'est pas surprenant que d'autres mathématiciens se soient 

intéressés à les généraliser. Une des voies possibles était de raffiner le développement 

asymptotique de Hayman dans Le but d'obtenir une plus grande précision. C'est ex- 

actement ce que Harris et Schoenfeld ont fait en 1968. 

Dans l'article intitulé "As ymptotic Expansions for the Coeficients of Analytic Func- 

tionso' [4], ils définissent une classe de fonctions que nous appellerons HS-admissibles. 

plus restreinte que celle des fonctions H-admissibles, mais pour lesquelles ils obtiennent 

un développement qui est souvent asymptotique et complet. Par cela nous entendons 

que les coefficients a, de f ( z )  = Cr=, %zn sont estimés par 

lorsque n + cu, où C(n) et &(n) seront des 

[y]} , pour tout N > 0. 
fonctions de n à préciser et 

pour tout k 3 0, 



où a -t 00 lorsque n + oo. Remarquons que l'on retrouve un 

totique simple (à la Hayman) en ne conservant que le premier 

développement 

terme a, - Cn. 
Nous consacrerons ce chapitre à l'étude de l'article de Odlyzko et Richmond 

tant sur le Iien existant entre les fonctions H-admissibIes et les fonctions HS-admissibles. 

Ils ont en effet démontré que si f (2) est II-admissible, alors la fonction e-xp[f ( z ) ]  sera 

HS-admissible. Nous obtiendrons donc un développement asymptotique complet' pour 

toutes les fonctions de ce type, et ce, au "prix" d'un développement simple. 

3.2 Définition d'une fonction HS-admissible et 
résultat principal de Harris et Schoenfeld 

Introduisons tout de suite la définition de fonction HS-admissible. Nous serons 

ensuite en mesure d'énoncer le résultat principal de Harris et Schoenfeld ii propos de 

ces fonctions. 

Définition 3.2.1 (HS-admissibilité) Nous dirons dune fonction f (2) = a,zn 

holomorphe sur lzl < R 5 w et réelle pour tout 2 réel qu'elle est HS-admissible si elle 

satis fait les conditions suivantes. 

A) Il existe & E ( O .  R) et une fonction d(r) définie pour tout r E (&. R) tel que 

nous awons 

De plus? f (z) f O pour tout z tel que ( z  - r (  < rd(r). 

B)  En définissant pour k 2 1 les fonctions 

nous avons 

B(r)  > O pour & < r < R et Bl(r) + cm lorsque r -t R. 

' ~ o t e :  Voir les remarques à la fin de la section 3.2. 



C) Pour Ri assez près de R et n grand, définissons un comme 1 iraique solution de 

Bl(r)  = n + 1 telle que R1 < r < R. Définissons également 

et supposons qu'il &te un entier no et des fonctions non négatives D, . En telles 

que 

D )  Lorsque n -t m' 

Avant de poursuivre avec le résultat de Hams et Schoenfeld, procédons à quelques 

remarques au sujet de la définition de HS-admissibilité. Premièrement, la fonction BI ( T )  

définie en (B) n'est autre que le a(r)  de Hayman (voir 2.2.1). L'unicité des un définis 

en (C) découle donc de ce fait. Deuxièmement, la fonction B(r ) ,  bien que différente 

du b(r) de Hayman, lui est quand même reliée d'assez près et nous exploiterons ce lien 

lors de la démonstration du résultat de Odlyzko et Richmond. 

Théorème 3.2.2 (Harris et Schoelifeld [4]) Si f (2) = Cr==, anzn est une fonction 

HS-admissible et que Pn est définie par B, = B(u,), alors pour tout N 2 O nous aurons 



avec 

p(r. d )  = 
exp [ - B ( ~ ) d ( r ) ~ ]  

z E Q(r)  J B ( r ) d b )  1 

pour les z sut le chemin orienté Q(r)' où X(r, d )  est défini comme le maximum de 

(voir la figure ci-dessus) constitué du segment de droite L de r +ird(r)  à rd-+ 

ird(r) et de 1 'arc de cercle C du dernzer point à i r  a -r. O 

Remarquons que le théorème 3.2.2 ne nous assure pas d'un développement asymp- 

totique complet. En effet, comme l'a fait remarquer Schmutz [Il], si P(z)  = z4 - z3 + z2, 

la fonction eP(=)  est bien HS-admissible mais le terme d'erreur QN (n, d)  est trop grand 

pour que 3.2.2 nous donne un développement asymptotique complet. 

En 1985, Odlyzko et Richmond [8] ont toutefois établi une condition suffisante très 

simple pour qu'une fonction soit HS-admissible et que le développement fourni par 

8Note: Dans l'article de Odlyzko et  Richmond, il y a une erreur dans la définition du chemin Q (r ) . 
Le bon chemin est celui défini au théorème 3-22. 



le théorème 3.2.2 soit asymptotique. Leur découverte est d'autant plus intéressante 

que la vérification directe des conditions de HS-admissibilité est souvent ardue. Nous 

consacrerons donc la prochaine section à l'étude de leur résultat. 

3.3 Exponent iat ion d'une fonction H-admissible 
et d'un polynôme 

Cette section constitue le coeur du chapitre III. Nous y démontrerons le lien existant 

entre les fonctions H-admissibles et les fonctions HS-admissibles. 

Théorème 3.3.1 (Odlyzko et Richmond [ B I )  Si la fonction f (z) est H-admissible 

alors exp[f ( z ) ]  est HS-admissible. De plus, pour tout N > O fié. le terne dérreur 

c P N  (nl d )  du théorème 3.2.2 est alors o [KM] lorsque n + cm. 

Démonstration. Supposons que f (2) = C, anzn est H-admissible sur lzl < R < m. 

Soient a(r ) ,  b(r) définis pour f ( z )  comme en 2.2.1 et A(T),  B(r ) ,  BI ( T )  définis pour 

F(r) = exp[f(z)] comme en 3.2.1. Notons que F ( z )  est holomorphe sur Ir1 < R car 

elle résulte de la composition de deux fonctions holomorphes. De plus. comme f ( z )  est 

réelle pour tout z réel, il en sera de même pour F(z ) .  

Montrons que F ( r )  satisfait aux conditions (A): (B), (C) et (D) de la définition de 

HS-admissibilité. 

Condition ( A )  Posons d(r) = f (T ) -~ / ' .  Le lemme 2.4.3 nous assure que d ( r )  -t O 

lorsque r + R. Si R = m. alors trivialement r ( l  + d ( r ) )  < m. Supposons que R < m. 

Du lemme 2.4.3. nous avons a(r) = O [f ( T ) * / ~ ] .  Il mit que pour un rl assez grand. 

2 K  
f (79-5 < - pour rl < r < R. 

4 - 1  ' 

Par le lemme 2.4-1, nous savons qu'il existe également rz < R tel que (R - r)a(r  ) > KR 

pour tout T tel que ~2 < T < R7 d'où l'inégalité 

KR 
r < R - -  

44 ? 

pour r2 < T < R. 
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Du corollaire 2.3.2, nous savons que b(r) > O pour tout r > q'. Posons 

% = max[q', r ~ ,  r ~ ?  r2]*  

Il suit que 

KR KR < R - -  +- = R, pour & < r  < R. 
4 9  ab-) 

Finalement, comme F ( z )  # O pour tout z E 6, la condition (A) est vérifiée. 

Condition (B) Pour vérifier (B), remarquons tout d'abord que comme f (E) est 

H-admissible, par le théorème 2.6.1, F ( z )  = exp[ f ( z ) ]  sera également H-admissible. 

Par les remarques faites au sujet de la définition 3.2.1, nous savons que Bi(r )  est 

exactement a(r)  défini pour F ( z ) .  Il suit donc du corollaire 2.3.2 que & ( r )  t oo 

lorsque T + R. 

En calculant. nous trouvons également que 

1 
B r )  f )  et B ( r )  = Z ( r f ' ( r ) + r 2 f i t ( r ) ) .  

Vérifions que B ( r )  est bien strictement positif pour tout r  assez grand. Par définition 

de &, nous savons que b(r) > O pour & < r < R. En exploitant la ressemblance entre 

B(r)  et b(r) .  nous trouvons 

= b(r) > 0 ,  pour & < r  < R. 

D'où. par le théorème 2.2.1 (a)! B(r)  2 a f ( r )b(r)  > O pour f&, < r  < R. Par le lemme 

2.4.3 et le fait que b(r) + oo, nous avons même que B(r)  -t m. 

Condition (C) Par le théorème 2.5.2 (I), nous savons que rj f ( j ) ( ~ )  = 0 [ j !  f ( r )a ( r ) j ] ,  

où la constante du O est indépendante de j .  Par la démonstration du théorème, nous 

g ~ o t e :  Ne pas confond; le ro  défini pour f (z) en 2.2-1 avec Le Ro défini pour F(r) en 3.2.1. Aussi. ro 
jouera un rôle lors de la vérification de (B); c'est pourquoi nous en tenons compte dans la construction 
de &. 



pouvons choisir cette constante inférieure à 2 pour tout r assez grand. Comme dans 

notre cas A(r) = F'(r) /F(r)  = f ' ( r ) ,  il suit que 

où la constante du O est toujours indépendante de j .  Comme nous savons que F ( - )  est 

H-admissible, et que Bl(r)  = a(r) défini pour F ( z ) ,  le corollaire 2.3.3 nous permet de 

déduire que un -t co lorsque n -t m. De cela, il suit que l'on peut choisir un no assez 

grand pour que la constante du O estimant Bj(un) soit inférieure à 2. Ceci dit. posons 

NOUS avons donc EnDi = 2 f (u,)a(u,)jf ' /B(u,) .  Voyons si ICj (un, un) 1 est inférieur à 

EnDi pour tout n assez grand. 

où la constante du O est inférieure à 2 et ICj(~n, un)l < 2 f ( U ~ ) ~ ( U ~ ) ' + ? / B ( U ~ )  pour 

tout n 2 no. La condition (C) est donc vérifiée. 

Condition (D) Notons que par le lemme 2.4.3. nous avons pour tout 6 > 0. 

Dn = O [f (un)'] 7 lorsque n -t oo. 

Encore par le lemme 2.4.3, en choisissant e < 215, il existe une constante M positive 

telle que 



Par le théorème 2.5.2, nous avons que un f (k)(u,) - f (un)a(un). Comme 

B(r )  = f (rf ' (r)  + r2 f "(r ) ) ,  nous aurons par le lemme 2.2.2. 

De cela, il suit que 

lorsque n -t oo, 

1 1 
= - f ( ~ , ) s a ( u , ) ~  + cq lorsque n + W. 

2 

Vérifions le comportement de D , E , B ( U ~ ) ~ ( U , ) ~  lorsque n + oo. Encore par le 

lemme 2.4.3, en choisissant e < 115, 

ce qui vérifie (D). 

Nous venons de montrer que F ( r )  est HS-admissible. Pour terminer la démonstra- 

tion, il ne nous reste plus qu'à estimer le terme d'erreur QN(n.  d). Commençons par 

évaluer p(u,. d) en analysant de près l'expression X(u,, d) \ l ~ ( u , ) .  Pour les z E Q(un). 

nous savons que Ir1 2 un et en posant z = re" nous aurons 

min arg(r) = arctan ( Un ) 
:EQ(un) 

und(un) = d ( ~ , )  + O [d(u,J2] . 

Pour les 6 tels que O 2 d(un), nous aurons, grâce au théorème 2.5.6, 

exp [- f (un)+] . 



Par le lemme 2.4.3, il existera une constante M telle que pour tout n assez grand. 

+ O lorsque n -+ m. 

D'où, pour les z E Q(un) tels que arg(z) 2 d(un), nous avons 

Pour être complètement rigoureux, il nous reste cependant un détail à vérifier. En 

effet. comme le terme d'erreur sur B est négatif'', nous devons aussi considérer le cas où 

û < d(u,). Comme min arg(z) - d(uR), nous pouvons borner inférieurement B par 
-€Q(un) 

a f pour tout n assez grand. Remarquons également que par le théorème 2 - 5 2  et 

le lemme 2.2.2, pour tout n suffisamment grand, un fl(un) + un f "(un) > f ( ~ , ) a ( u , ) ~ .  

Comme par le lemme 2.4.3, nous aurons 

pour des n assez grands, nous pourrons donc utiliser toute la précision du lemme 2.5.4 

afin d'obtenir 

1 F(4 ( 
lm1 = exp [Re f (2) - f (un)] Y 

1 1 
< 2 exp [-- 16 (u,)~a(~,)~] - 

Encore par le lemme 2.4.3, il existe une constante M telle que pour tout n suffisamment 

grand, 

- -- - -- 

laNote: Cela se v é s e  a l'aide du développement Limité de arctanx autour de O. En effet. arctanx = 
x - x 3 / 3  + o[x4] brsque x + 0. 



+ O lorsque n + oo, 

et ici aussi, X(u,, d) J&J = o [&NI . 
e x p [ - ~ ( u .  1'1 Montrons maintenant que 

J B O d b n  1 
= O [o;,-N]. Pour simplifier les manipula- 

tions: posons c, = B(u,)d(u,)? comme c, - $ f ( ~ , ) " ~ a ( u , ) ~ ,  nous aurons donc 

- - (5N + 2)! 22(2NC1) 
+ O? lorsque n + oo. 

(u,)'(2"+') 

d'où 
e x p [ - ~ ( u , ) d ( a . ) ~ l  

J B O d b .  ) 
= 0 [pl . 

Comme p(un, d) est assez petit, il ne reste qu'à montrer que EA 

est bien O [/3,-~] - Par définition de En et E:, nous devons considérer les deux possibilités 

suivantes. 

Supposons d'abord que Eh = 1 et E: = En. En laissant tendre n + oo nous avons 



Comme pn = B(u,), en choisissant E < &, il existera une constante M telle que 

pour pour tout n assez grand nous aurons 

D'OÙ d)  = o [P,-"1 - 

Supposons maintenant que En = En et que En = 1. Dans ce cas. avec les mêmes 

hypothèses que ci-dessus, nous aurons 

ce qui termine la preuve et montre que QLv(n, d) = o [piN] lorsque n -+ m. O 

Remarquons que le théorème 3.3.1 ne s'applique pas dans le cas où la fonction f (2) 

est un polynôme. les polynômes n'étant pas en général des fonctions H-admissi bles. Par 

contre, Schmutz [Il] réussit à obtenir des conditions nécessaires et suffisantes pour que 

le théorème 3.2.2 nous donne un développement asymptotique de ep(') . Pour compléter 

cette section, citons ici son résultat. 

Théorème 3.3.2 (Schmutz [Il]) Soit P(z )  = bo + blr + - - + bkz< bk # O et A: 3 1, 

un polynôme à coeficients réels, et  soit F ( z )  = eP(') = Cr=o anzn. Alors 



est un développement asymptotique complet pour a, si et seulement si les conditions 

équivalentes l1 de Hayman ci-dessous sont satisfaites. 

(a) Pour tout entier d > 1' il existe un entier m tel que d n'est pas un facteur de 

m et 6, # O. De plus, si m = m(d) est le plus grand tel entier, alors 6m(d) > O 

(même condition que 2.7.1 (c)).  

(b )  a,, > O pour tout entier n sufisamment gmnd (même condition que 2.7.1 (e)). 

Du théorème 3.3.2, Schmutz déduit le corollaire suivant. 

Corollaire 3.3.3 (Schmutz [Il]) Si P(z )  = bo + blz + + bkzk. bk # O et 

k 2 1, est un polynôme à coeficients réels non négatifs, alors nous pouvons obtenir un 

développement asymptotique complet povr les coeficients de eP(:) = x?=-, a,zn. 

Démonstration. La preuve utilise le même argument que le corollaire 2.7.2. Si P ( z )  

satisfait à la condition (a) du théorème 3.3.2, alors il suffit de l'appliquer pour obtenir 

le résultat. Sinon, comme tous les coefficients b, sont non négatifs, c'est qu'il existe 

un entier d > 1 tel que P(z )  = Q(rd) .  Dans ce cas, Q(z )  (la forme réduite de P ( z ) )  

satisfera à 3.3.2 (a) et nous pourrons obtenir un développement asymptotique complet 

pour les coefficients an de la fonction F ( z )  = eQ(=) - - CEo a n s .  À l'aide de la formule 

de Faà di Bruno, nous trouvons halement  que a,, = O si d J n et que si n = ds pour 

un s 2 1. alors 

F(un) A- 
- - {1+ 1 -(- i O [Q&, d ) ]  ) . lorsque >I i a. 

2 ~ ! ( d ! ) ~ u : J a  ,=, @: 

où F ( z )  = eu( ' )  et les un, Pn, Fk(n) et  Q N  (n, d) sont calculés pour F ( z ) .  O 

Notons qu'en employant le même argument que pour le corollaire 2.7.3 nous pou- 

vons également étendre le corollaire 3.3.3 au cas où P(z )  possède certains coefficients 

négatifs. Nous obtenons ainsi l'analogue du corollaire 2.7.3. 

Corollaire 3.3.4 Si P ( z )  = bo + blz  + - .  + bkzk, bk # O et k 2 1' est un polynôme 

à coeficients réels, alors il sufit  que l'une ou l'autre des conditions suivantes soit 

satisfaite pour que 1 'on puisse obtenir un déueloppement asymptotique complet pour les 

coeficients de eP(=) .  

"Note: Voir le théorème 2.7.1 de Hayman. 



(a) Povr tout entier d > 1' il existe un  entier rn tel que d n'est pas un facteur de 

m et b, # O. De plus, si nt = m(d) est le plus grand tel entier. alors bmcai > O 

(même condition que 2.7.1 (c)). 

(b)  Il existe un entier d > 1 tel que si d ym alors b, = O. et la f o n e  réduite de 

P ( z )  satisfàit à la condition (a) ci-dessus. 

Démonstration. Si P(z )  vérifie la condition (a), il suffit d'appliquer le théorème 

3.3.2. Si P ( z )  vérifie la condition (b), nous n'avons qu'à appliquer le théorème 3.3.3 à 

la forme réduite de P ( z )  et ensuite utiliser la formule de Faà di Bruno pour retrouver 

ie développement de eP(') à la manière du corollaire 3.3.3. O 

Soulignons que ce dernier résultat et le corollaire 2.7.3 découlent des mêmes hy- 

pothèses. Il n'est donc pas plus "difficile" d'obtenir un développement asymptotique 

complet qu'un développement simple dans le cas de la fonction eP('). ce qui n'est 

évidemment pas le cas en général. 

Pour terminer, remarquons que les nombres de Bell et le nombre de fonctions idem- 

potentes sur [n] peuvent être approximés par le théorème 3.3.1 car ex - 1 et zex sont 

deux fonctions H-admissibles1*. Notons toutefois qu'à l'instar de la méthode de Hay- 

man, l'utilité du théorème 3.3.1 dépend grandement de notre capacité à estimer un 

avec assez de précision pour estimer asymptotiquement à leur tour les fonctions un, 

f (un) et P n .  

12Note: Voir la discussion suivant Ie corollaire 2.7.3. 



Chapitre IV 

Autres méthodes analytiques utiles 

Dans ce dernier chapitre, nous ferons un survol de quelques autres méthodes ana- 

lytiques couramment utilisées en analyse combinatoire énumérative. Nous dégagerons 

leurs forces et leurs faiblesses et donnerons quelques applications typiques. Notre am- 

bition n'est pas de toutes les exposer avec rigueur mais seulement d'informer le lecteur 

de leur existence et de le référer aux ouvrages appropriés. A la section 4.2.1. nous 

procéderons à un bref rappel des définitions et résultats de l'analyse complexe dont 

nous ferons usage par la suite. Ce rappel ne se veut en aucun cas exhaustif ou rigoureux 

et n'a pour but que d'introduire les concepts utiles en analyse combinatoire. Le lecteur 

intéressé peut consulter [6] ou tout autre livre portant sur l'analyse complexe. 

4.1 Estimés élémentaires 

L'expression "élémentaire" signifie que nous ne considérerons dans cette section 

que les méthodes n'ayant pas recours à l'analyse complexe. Le plus grand avantage des 

méthodes élémentaires est qu'elles sont souvent plus faciles à utiliser. De plus, comme 

elles imposent des conditions plus faibles sur les fonctions génératrices, elles sont plus 

largement applicables. 

Leur plus grand inconvénient est que les estimés qu'elles procurent sont souvent 



moins précis que ceux obtenus à t'aide des méthodes d'analyse complexe. Par exemple. 

considérons les fonctions suivantes. 

Ces deux séries convergent pour Izl < 1, divergent pour I L (  > 1 et tendent vers lïnfini 

lorsque r -t 1-. Toutefois, 

2 - 1  
fd4 - f 2 ( 4  = 2(3 + 1) + 0, lorsque r + ld. 

Ces deux fonctions sont donc presque identiques près de z = 1. De plus. comme fi(=) 

et f2(z) sont toutes deux asymptotiques à 1/(1 - z) lorsque z + 1-, z E R+. et que 

leur différence est O(lz - II) pour z E IR+, il nous faudrait des outils extrêmement 

subtils afin de détecter des différences dans leurs coefficients simplement grâce à leur 

comportement sur l'axe réel positif. Cependant, comme fl(z) et f2(z) different notable- 

ment lorsque z + -1+? il subsiste toujours un espoir pour les méthodes réelles. 

Considérons maintenant la fonction 

Dans ce cas. f i ( r )  et f3(z) sont toujours asymptotiques à 1/(1 - z )  lorsque z + 1-. 

z E R', mais ici. 

Cette différence entre fi (z) , fi (2) et fi (2). f3 (2) est comparable au changement que 

produirait la modification d'un seul coefficient d'une fonction génératrice F. Avec des 

méthodes réelles. il nous faudrait beaucoup plus d'information au sujet de la fonction 

génératrice a6.n de déterminer comment cette modification influence les coefficients de 

F. Nous verrons plus tard que les méthodes d'analyse complexe sont plus appropriées à 

ce genre de problème. En imposant à F des conditions assez faibles sur C, elles peuvent 

se contenter de beaucoup moins d'information le long de l'axe réel. 

Cela dit, voici une façon triviale d'obtenir une borne supérieure pour les coefficients 





De nombreux théorèmes taubériens peuvent également s'avérer utiles dans l'étude 

des fonctions génératrices. La plupart d'entre eux s'appliquent à des fonctions possédant 

de petites sing~larités'~ et donnent des relations asymptotiques pour la somme de leurs 

coefficients. Pour une discussion plus approfondie, nous référons le lecteur à la section 

8.2 de [7b]. 

4.2 Méthodes basées sur l'analyse complexe 

Dans cette section, nous introduirons quelques méthodes utilisant L'analyse coni- 

plexe. Celles-ci s'inspirent en grande partie de la formule de Cauchy. Lorsqu'elles 

s'appliquent, elles donnent généralement beaucoup plus de précision que les méthodes 

élémentaires. Par exemple, nous avons vu à la section précédente que les fonctions 

sont très semblables sur I'axe réel. La situation est pourtant toute autre dans le plan 

complexe. En effet, fi(%) n'a qu'un seul pôle simple en z = 1 alors que f 3 ( 4  possède un 

pôle simple en chaque racine cubique de l'unité, c'est-à-dire en z = 1,z = exp(2~i/3) et 

z = exp(4~i /3) .  Notons que la présence des trois pôles aux racines cubiques de l'unité 

est reflétée par La périodicité modulo 3 des coefficients de f 3 ( z )  Dans la discussion qui 

suivra. f ( z )  sera une fonction d'une variable complexe. 

4.2.1 Définitions et résultats généraux 

Par un théorème bien connu (voir [6] chapitre III, 57 théorème 7.3). f (2) sera 

holomorphe sur un ouvert U C d: si et seulement si f (2) admet un développement en 

série de la forme 

f (4 

dans un voisinage 

positif. L a  plupart 

sont effectivement 

00 

= x a,& - w)", où les a, dépendent de w ,  
n=O 

de chaque point w E U avec un rayon de convergence strictement 

des fonctions pour lesquelles des méthodes analytiques s'appliquent 

holomorphes dans un certain disque cent ré à l'origine. Rappelons 

qu'une condition nécessaire et suffisante pour que f (z) = C?iLP=, anrn soit holomorphe 

dans un voisinage de l'origine est qu'il existe une constante C > O telle que lan 1 5 Cn 

13~ote:  Voir la section 4.2.1 pour une "classification" des singularités. 



pour tout n 2 0. En pratique, nous aurons donc affaire à deux types de fonctions 

génératrices: celles qui sont holomorphes dans un voisinage de l'origine et celles qui 

divergent pour tout z # 0. 

Nous dirons qu'une fonction f (2) est mérornorphe sur un ouvert U si elle est Iiolo- 

morphe sur l'ouvert U' obtenu à partir de U auquel on a enlevé un ensemble de points 

isolés {pl, pz,  . . .) oii chaque pi est un pôle de f (2). Si f (2) possède un pôle d'ordre z 

en z = W. alors nous pouvons développer f (z) en série de Laurent de la forme 

Cs 

f (2) = x %(z - 4". où a, dépend 
n=-r 

et nous noterons la partie principale de f (2) en w par 

Rappelons également que toute fonction méromorphe peut s'écrire comme le quotient 

de deux fonctions holomorphes. 

Le concept de prolongement analytique sera également très utile. Soit f (t) une 

fonction holomorphe sur un ouvert U. Si g(z)  est holomorphe sur U' > U et g ( z )  = 

f (2) pour tout z E U, nous dirons que g ( t )  est le prolongement analytique de f (2) 

à l'ensemble Ur. Notons que lorsque Ur est connexe. si U c 2.4' et U n U' est non 

vide, le prolongement analytique est unique. Par exemple. la série f (z) = Cr==, zn 
converge sur 121 < 1 et définit une fonction holomorphe sur cet ensemble. Par ailleurs. 

g(t) = 1/(1 - r )  est holomorphe sur 6\{1) et g ( z )  = f ( i )  sur / i l  < 1. La fonction 

g(z )  est donc le prolongement analytique de f (2) à l'ensemble 6\{1). 

Pour terminer cette section. parlons un peu des différents types de singularites 

auxquelles nous serons confrontés. Les singularités isolées qui ne sont pas des pôles 

seront appelées singularités essentielles. Pour une fonction f (z) donnée. celles-ci cor- 

respondent aux points w E C autour desquels le développement en série de Laurent 

autour de w possède un nombre infini de puissances négatives de (z - w). Ainsi le point 

w = 1 est une singularité essentielle de exp[l/(l - z) ]  mais non de 1/(1 - 2). 

Mentionnons également un autre type de singularité: la singularité algébrique. Celle- 

ci provient du fait que pour définir convenablement log(z), et par conséquent14 z", 

''Note: Rappelons que ra = exp[a log(;)]. 



pour a réel, il nous faut choisir une "branche" sur laquelle la fonction log(-) ne sera 

pas déhie .  Par exemple, on choisit habituellement la branche principale R- pour 

d é h i r  log(z) sur d: \R-. D'une façon générale, une fonction f (2) aura une singu- 

larité algébrique en z = w si l'on peut réécrire f (2) comme la somme d'une fonction 

holomorphe en z = u et d'un nombre fini de termes de la forme 

où g ( z )  est holomorphe en u et a E R\Z. 

Comme nous l'avions remarqué à la section 2.1, le succès d'une méthode analytique 

dans l'estimation asymptotique des coefficients d'une fonction génératrice f ( z )  dépend 

grandement du type de singularité de f (2). Pour une fonction f (2) entière. c'est-à- 

dire holomorphe sur C, les méthodes développées aux chapitres II et III sont souvent 

appropriées. Dans les autres cas, il nous faudra déterminer si les singularités de f (2) 

sont petites ou grandes. Cette classification est assez vague et ne sert qu'à indiquer à 

quelle vitesse croit la fonction f (2) lorsque z  -t w, où UJ est une singularité de f (2). Si 

w = 1, nous dirons que les fonctions (1 - z ) ' ' ~ :  log(1 - z) et (1 - =)-'O ont une petite 

singularité en w car 1 f (r)l décroit ou croît au plus comme une puissance négative de 

Il -rl lorsque z + 1. Par contre. les fonctions exp[l/(l- z ) ]  et exp[(l -z) - ' /~ ]  possèdent 

une grande singularité en W. 

Énonçons maintenant quelques résultats généraux en commençant par le pendant 

complexe du lemme 4.1.1. 

Lemme 4.2.1 Si f (2) est holomorphe sur lzl < R, R > O. alors pour tocut r tel que 

O < r < R e t n 2 0 ,  

Ce lemme est une conséquence directe de la formule de Cauchy. Notons que si f (2) 

est définie comme en 4.1.1 avec a, 2 O pour tout n, le lemme 4.1.1 devient un corollaire 

évident de 4.2.1 car 



L'avantage du lemme 4.2.1 sur son vis-à-vis réel est que les coefficients a, peuvent 

maintenant prendre des valeurs négatives (et même complexes!). Notons que si f (2) 

est holomorphe sur lzl < R, alors pour tout e > O, f (z) sera bornée sur lzl < R - E et 

par le lemme 4.2.1, 

Un autre théorème de base à propos du rayon de convergence R d'une série peut 

également nous renseigner sur le comportement des coefficients de f (2). 

Théorème 4.2.2 Soit f (2) = C:=P=o u&'. Alors une des trois possibilités suivantes 

doit être vérifiée. 

(a) f ( z )  converge seulement pour z = O, et R = 0. 

( b )  f (2) converge absolument pour tout z E C, et R = m. 

(c)  Il existe un nombre R E (0,oo) tel que f (z) converge absolument sur Ir 1 < R et 

diverge pour lz 1 > R. De plus, R est donné par 1 'expression 

R =  
I 

(convention: = oo et 2 = 0). 
lim sup 1 a, 1 'ln ' 

Appliquons le théorème 4.2.2 à la fonction génératrice des nombres de Bernoulli. 

Les singularités de f (2) sont situées aux points z = 2k7ri pour k E Z. Notons que la 

singularité en z = O est enlevable en définissant f (O) = 1, et que les singularités (non 

enlevables) les plus près de l'origine sont 12x2. Le rayon de convergence de f (2) est 

donc 2a. Par le théorème 4.2.2, 
1 

ce qui nous assure qu'étant donné E > O, nous avons' pour tout n assez grand. 

et pour une infinité de n, 

11 suit que les coefficients a, tendent vers zéro exponentiellement rapidement. environ 

comme 1/(2s)" pour n assez grand. 



4.2.2 Soustraction de singularités et méthode de Darboux 

Une façon classique d'évaluer les coefficients d'une fonction génératrice f (2) est de 

construire une fonction g (2) plus simple ayant certaines. voire les mêmes singularités 

que f ( z ) ,  et d'évaluer les coefficients de g(z). 

Supposons que f (2) = x;=-, %zn ait un rayon de convergence R > O et que sur 

le cercle lzl = R, les seules singularités de f ( z )  soient des pôles. En construisant 

une fonction g(r)  holomorphe sur Ir1 < R et ayant les mêmes singularités que f (2) 

sur lzl = R, la différence f (2) - g(z) sera maintenant holomorphe sur 1-1  c R' avec 

Rt > R. Avec un peu de chance. Rt sera substantiellement plus grand que R. Par le 

théorème 4.2.2. nous aurons pour tout c > 0, 

lorsque n -t m. 

Si nous connaissons précisément les coefficients de la fonction g ( r ) .  nous aurons donc 

un bon estimé de ceux de f (2). 

À nouveau. appliquons cette idée à la fonction génératrice des nombres de Bernoulli. 
b0 zn Z 

f (z) = C B,- = -. 
n=O n! ez - 1 

Nous savons que f (2) possède des pôles simples en 2kni- k # O (en O. la singularité est 

enlevable) . Posons 

La fonction (f -g)(z) est maintenant holomorphe sur Izl < 47r et par le théorème 4.2.2. 

Comme les coefficients de g(z )  sont donnés par 

( O si n est imoair. 
A J 

si n est pair, 

nous avons, pour les coefficients de f (z) , 

[ ( 4 ~  - E)-"] si n est impair, 

- + O [ ( 4 ~  - E)-n] si n est pair. 



Le principe de soustraction de singularités a donné naissance à bien des méthodes 

pour étudier les coefficients de fonctions génératrices, entre autres au théorème suivant. 

Théorème 4.2.3 Supposons que f (2) est méromorphe sur un ouvert contenant 

lzl 2 R, holomorphe en z = O et sur lzl = R, et que les sevls pôles de f ( z )  dans 

lz 1 < R sont p l ,  p2 , . . . , p k ,  respectivement d 'ordre ml. m2, . . . . r n k  . Supposons de plus 

Que 

I-KlaJc If (4 l 5 MI 
l:l=R 

et que R - lpil 2 b pour un certain 6 > O et 1 5 i 5 k. Alors 

02i les aj(pi) dépendent des pôles et sont définis de la façon suivante 

aj(.Pi) = [ ( z  - pi)-j]pp(f, pi)-  

Démonstration. Comme (f (*) - ~ f = ~  PP( f ,  p i ) )  est holomorphe sur un ouvert con- 

tenant Ir1 5 R. nous pouvons appliquer le théorème 4.2.2 afin d'obtenir 

d'où le résultat. 0 

Quand la fonction f ( r )  présente des singularités algébriques. la méthode de Darboux 

est souvent utilisée. Nous citerons ici une généralisation due à Szego [la]. 

ThéorBrne 4.2.4 Supposons que f ( z )  est holomorphe sur lzl < R. R > O .  et ne 

possède que des singulantés algébriques sur lzl = R, disons auz points wj. j = 1. . . . ? Xi. 

La fonction f ( r )  peut alors s 'écrire comme 



où h(r)  est holomorphe sur Ir1 < R. gj(z) est holomorphe sur un voisinage de +w, et 

Qj E R\Z. Soient a le minimum de &(aj) et S = {j E (1. . . . , k) : Re(aj )  = a ) .  

Alors, lorsque n + oo, 

Appliquons Le théorème 4.2.4 à la fonction génératrice exponentielle que nous avons 

obtenue pour les graphes %réguliers à la section 1.3.4. Ici, 

R = 1 et la seule singularité algébrique de f (z) se trouve en z = 1. Nous aurons donc 

Nous verrons dans la prochaine section une famille de résultats pouvant souvent 

remplacer avantageusement la méthode de Darboux. 

4.2.3 Théorèmes de transfert 

Les théorèmes de transfert constituent un apport assez récent au '*coffre à outils" 

de l'analyse combinatoire. Ils permettent de traduire directement le développement 

asymptotique d'une fonction génératrice en développement asymptotique pour ses co- 

efficients. Ces résultats sont également fondés sur le principe de soustraction de sin- 

gularit és mais ils l'utilisent assez différemment pour justifier leur exposition dans une 

section à part. La méthode de base que nous présenterons s'appliquera aux fonctions 

génératrices ayant une seule singularité sur l'axe réel mais pouvant être étendues d'une 

certaine façon au-delà de leur rayon de convergence. 

Nous nous contenterons ici d'énoncer un théorème résumant la plupart des résultats 

obtenus à l'aide des techniques de transfert. Nous référons le lecteur à l'article de 

Flajolet et Odlyzko [3] pour les démonstrations ainsi qu'une discussion plus approfondie 

du sujet. Mais tout d'abord, nous devons définir la notion de fonction à variation lente 

à l'infini ainsi que le domaine fermé A(r, #, 7). 



Définition 4.2.5 ([7b], p.1166) Une fonction L(u)  est dite à variation lente à l'infini 

s'il existe 

( a )  des nombres réels uo > O et O < $0 < 7r/2 tels que L(u) est holomorphe et 

non nulle sur 

{u  : I ardu  -uo)l 5 r - 4 0 ) ;  

(b )  une fonction e (x )  d é h i e  pour x 2 O avec lim,,, c ( x )  = O telle que poar t o ~ t  

0 E f-(r - @O),  n - &O] et u 2 uo, nous avons 

Le domaine fermé A = A(r, #, q) (voir la figure ci-dessous) est défini par 

A(T, 4 7 7 1 )  = (2 : Irl I r + 7,I - r)l L 4 ) .  

Nous sommes maintenant en mesure d'énoncer notre théorème de transfert. 



Théorème 4.2.6 ([7b], p.1166) Supposons que f (2) est holornoq~h$~ sur A\{r). 

où A = A(T, 4 , ~ )  avec 7 ,  i )  > 0 ,  O < q5 < a/S,  et que L(u) est une fonction à croissance 

lente a I5nfini. Soit a E IR. 

( A )  si 

uniformément lorsque z + r pour z E A\{r), alors 

[zn] f ( r )  = 0 [ ~ " n - ~ - ' ~ ( n ) ]  . lorsque n -t W. 

uniformément lorsque z + r pour z E A\{T), alors 

lorsque n -t m. 

unifonnément lorsque r + r pour r E A\{T), alors 

Notons que ce théorème peut être généralisé. En effet, la méthode de transfert 

s'applique également à une fonction f (z) possédant un nombre fini de singularités sur 

son cercle de convergence. 11 suffit dans ce cas de modifier le domaine A en y enlevant 

une "pointe" pour chaque singularité supplémentaire. L'important. c'est que la fonction 

f (2) soit continue sur le nouveau domaine ainsi obtenu. 

Pour une fonction f (2) ne possédant qu'une singularité réelle en z = r .  la condition 

que f (2) soit holomorphe sur A(r, 4 , ~ )  est plus difficile à assouplir. Toutefois. si la 

singularité est assez grande, Flajolet et Odlyzko [3] ont démontré qu'il était suffisant 

que f ( z )  soit holomorphe sur lzl < r. Plus précisément, nous avons le résultat suivant. 
- - 

15Note: Nous dirons que f (z) est holomorphe sur A\{r) si f (2) est holomorphe sur un voisinage de 
chaque point w E 4 \ {r ) .  



Théorème 4.2.7 Supposons que f (z) est holomorphe sur {z : lzl 5 r. 2 f r )  et que 

L(u) est une fonction à croissance lente à l'infini. Si a E (-oo, -1), alors les parties 

(A),  (B) et (C) du théorème 4.2.6 sont vraies. 

Avant d'utiliser la méthode de transfert, il est utile de comaitre le développement 

asymptotique de certaines fonctions usuelles. Dans l'exemple qui suivra. nous aurons 

besoin de connaître les coefficients de la fonction (1 - z)" pour cr E R\{O. 1. . . .). 

Ceux-ci sont donnés par 

a2(a + ~ ) ~ ( a  + 2)(<r+3) + 
28n3 +- - .1 .  

et plus exactement par le lemme suivant. 

Lemme 4.2.8 ([3], Proposition 1) Les coeficients binomiaux exprimant 

sont donnés exactement et asymptotiquement par 

où les $) sont donnés par la somme 

avec 

Ce lemme est démontré dans [3] comme un des théorèmes de transfert de base. Il 

nous permettra maintenant d'étudier une fonction génératrice qui nous est familière: 



celle des graphes 2-réguliers? Nous avons 

et en développant f (z) autour du point z = 1. nous trouvons 

Par le lemme 4.2 -8, nous avons 

En rassemblant les termes de même puissance en no! nous avons donc pour les coefficients 

de f (4 

Rappelons que dans l'exemple ci-dessus, nous avons obtenu un développement 

asymptotique complet pour les coefficients de f (2). Cette heureuse performance est 

due au caractère particulier de la fonction f (z). Elle est en effet de la forme 

fonction entière x (1 - z ) ~ ,  pour ct E &!',{O. 1.. . .). 

En d'autres cas, elle se compare quand même avantageusemant à la méthode de Dar- 

boux (lorsque celle-ci s'applique). avec des estimations plus précises d'environ un fac- 

teur fi et parfois plus. En oubliant le développement complet de [rn] f ( z ) .  on voit par 

exemple que 

alors que la méthode de Darboux nous donnait (voir la section 4.2.2) seulement 

-. - - 

16Note: Voir la section 1.3.4 pou.  la dérivation de cette fonction génératrice. 



Même si les théorèmes de transfert sont souvent plus puissants et d'application 

plus variée que la méthode de Darboux, cette dernière n'est pas à reléguer a u  ou- 

bliettes pour autant. Les théorèmes de transfert nécessitent que l'on puisse prolonger 

analytiquement la fonction f ( z )  en dehors d'un certain secteur au-delà de son rayon 

de convergence. Si f (2) possède une frontière naturelle, aucun théorème de transfert 

ne peut s'appliquer et l'on doit avoir recours au bon vieux Darboux ou à d'autres 

méthodes plus complexes (des théorèmes taubériens par exemple). 
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