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RESUME

Les codes convolutionnels forment une classe de codes correcteurs d’erreur qui
offrent des performances d’erreur. Parmi les meilleurs dans ces codes, on retrouve les
codes convolutionnels systématiques et récursifs. Un code convolutionnel récursif
systématique peut étre construit 4 partir de la transformation d’un code non systématique
en un code systématique. Cette transformation implique que le codeur utilise une boucle
de retour interne. Il posséde alors la méme distance libre et le méme nombre de chemins
erronés, mais le nombre total de bits d’information en erreur sur ces chemins est différent.
De plus, des résultats de simulations montrent qu’'a de faibles rapports signal a bruit, la
probabilité¢ d’erreur d’un code convolutionnel récursif systématique est plus faible que

celle d’un code convolutionnel non systématique.

La perforation est une technique qui permet la construction de codes
convolutionnels de taux de codage élevé a partir de codes de faible taux de codage. Les
codes perforés sont obtenus par I’élimination périodique (perforation) de symboles codés
produits par un codeur de faible taux de codage. Les codes perforés possédent donc la
structure simple des codes de faible taux de codage dont ils sont dérivés mais tout en ayant
les avantages des codes de taux de codage élevé quant & une puissance d’€mission et une
largeur de bande requises inférieures a celles des codes de faibles taux. De plus, il est
possible de changer le code résultant de la perforation d’un code origine, en changeant
simplement la facon de perforer les symboles, ce qui permet donc d’obtenir un code a taux

variable.
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Une nouvelle stratégie de corrections d’erreur consiste a utiliser la concaténation
paralléle de deux codeurs convolutionnels récursifs systématiques (codeurs constituants) a
travers un entrelaceur. Le codage CPCC (concaténation parallele de codes
convolutionnels) constitue une technique trés puissante pour la détection et la correction
d’erreurs. A de faibles rapports signal i bruit, les performances d’erreur obtenues avec ces

nouveaux codes sont meilleures que celles des codes constituants.

L’analyse de la performance d’erreur des codes est établie a partir de leur spectre.
Le spectre est la distribution du nombre de mots de codes ayant un poids de Hamming

donné.

(g)

Ce mémoire s’adresse au probléme de la détermination du spectre de plusisurs
types de codes convolutionnels: récursifs systématiques, récursifs systématiques perforés,
(CPCC). L’approche privilégiée est celle qui consiste 2 déterminer le spectre par une
exploration de leur structure en arbre. Des méthodes pour déterminer le spectre d’un code
convolutionnel et celui d’un code convolutionnel perforé ont déja été développées sous la
direction du professeur David Haccoun 3 la section télécommunication de I'Ecole
Polytechnique de Montréal. Les algornthmes utilis€s dans ce mémoire sont tous basés sur
ces méthodes mais sont adaptés au cas particulier des codes convolutionnels récursifs
systématiques et des codes convolutionnels récursifs systématiques perforés. En apportant
plusieurs changements a ces algorithmes, on arrive 4 un algorithme qui a pour but de
calculer le spectre des codes CPCC. Ces algorithmes sont programmés en langage C et

sont implantés sur un systtme UNIX d’un réseau SUN.

L’ application de ces algorithmes nous a permis d’étendre les connaissances du

spectre de plusieurs types de codes tel que les codes convolutionnzls récursifs



systématiques, les codes convolutionnels récursifs systématiques perforés et CPCC).

L’analyse des performances d’erreur des codes CPCC montre I'importance du
choix des codes constituants et de l’entrelaceur. La comparaison des performances
d’erreur de codes convolutionnels avec celles des codes CPCC montre que ces derniers
permettent encore d’obtenir de meilleurs résultats lorsque les paramétres des codes
constituants et de 1’entrelaceur sont choisis convenablement. A toute fin, nous proposons
de nouveaux codes de taux variables résultant de la perforation des codes CPCC. Les
calculs des spectres et des performances de ces codes, et la comparaison des performances

d’erreur nous permettent de déterminer les meilleurs patrons de perforation.



ABSTRACT

Convolutional codes belong to a class of error correcting codes which provide
good error performances. From this set of codes, there exist special codes called
convolutional systematic and recursive codes. A convolutional systematic and recursive
code may be constructed using a transformation from a non-systematic code to a
systematic code. This transformation implies that the coder uses a feedback. It has the
same free distance and the same numbers of paths, but the total number of information bits
is different. Furthermore, simulation results show that at low signal-to-noise ratio, the
error probability of a recursive systematic convolutional code is lower than the one of a

non-systematic convolutional code.

Puncturing is a technique which allows to construct the high coding rate
convolutional codes from the low coding rate codes. Punctured codes are obtained by
periodic elimination (perforation) of code symbols produced by a low coding rate code.
The punctured codes have the same simple structure than the low coding rate codes, but
they keep the benefits of high-rate codes like the energy of emission and the bandwidth
required. Furthermore, by simply changing the puncturing rule, different punctured codes

may be obtained from a single original code, this allows to obtain variable-rate codes.

A new strategy of error correcting consist in using a parallel concatenation of two
recursive systematic convolutional codes (constituent codes) through an interleaver.

Among the well known error control techniques, the PCCC (parallel concatenated



convolutional codes) coding is the most powerful one. At low signal-to-noise ratios, the

error performances of this new class of codes are better than its constituent codes.

The error performances analysis of codes is usually established from their
spectrum. The spectrum is the distribution of number of code words and total weight of

associated information sequences depending the Hamming weight of code words.

The objective of this thesis is to determine the spectra of several types of
convolutional codes: recursive systematic, recursive systematic punctured, code (PCCC).
The privileged approach is based on an exploration of code trees. Methods for determining

the spectrum of convolutional code and the one of punctured code were developed under
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the supervisor of professor David Haccoun in the telecommunication sectic
Polytechnique de Montréal. The algorithms used in this thesis are based on these methods,
but are adapted to recursive systematic convolutional codes and to recursive systematic
convolutional punctured codes. After several modification of these algorithms, an
algorithm has been developed to calculate the spectrum of PCCC codes. The algorithms

have been programmed in C language and implemented on a UNIX system of a SUN

network.

By application of these algorithms, we have extended our knowledge of the
spectrum of several types of codes such as recursive systematic convolutional code,

recursive systematic convolutional punctured code, and PCCC code.

The error performances analysis of PCCC codes shows the important of choice of
constituent codes and the interleaver to obtain best results. The performance comparisons

between convolutional codes and PCCC codes show that the last ones still give the



advantageous solutions when the parameters of constituent codes and of interleaver are
adequately chosen. Finally, variable coding rate PCCC codes are examined. The
determination of the spectrum and the error performances, and the comparison between

error performances allow us to determine the best puncturing pattern.
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CHAPITRE 1
INTRODUCTION

Dans un systtme de communicaton numérique, les symboles transmis sont
souvent perturbés par du bruit provenant de plusieurs origines. Ceci peut entrainer une
décision incorrecte sur les symboles regus et par conséquent, dégrader la fiabilit¢ du

systéme et du message recu.
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technique de codage correcteur d’erreur. Le principe du codage consiste 4 ajouter, selon
des régles particuliére, de la redondance aux messages avant de les transmettre [1]. Une
mesure de la redondance introduite par ce codage est le taux de codage R qui représente le
rapport entre le nombre de bits d’information 4 transmettre et le nombre de symboles

effecivement transmis dans le canal.

11 existe deux familles de codage: le codage en bloc et le codage convolutionnel.
Le codage convolutionnel est une technique appropriée a une source qui génere
I’information de fagon continue. Il est bien connu que, dans un canal sans mémoire, un
code convolutionnel avec décodage probabiliste peut fournir un gain de codage
substantiel, permettant de s’approcher de la limite de la fiabilité prédite par la théorie de

Shannon {8].

Les codes convolutionnels figurent parmi les codes les plus utilisés, notamment



pour des applications, telles que les systemes de communications personnelles sans fil, les
communications par satellite, etc., ol une trés faible probabilité d’erreur par bit est
requise. Cela a été rendu possible grice a l'utilisation d’un algorithme de décodage
puissant et pratique appelé algorithme de Viterbi. Cet algorithme i maximum de

vraisemblance est optimal et permet de minimiser la probabilité d’erreur par séquence.

Parmi les applications des codes convolutionnels, celles utilisant un faible taux de
codage (R = 1/v) sont les plus répandues. Pour ces taux de codage, des codes optimaux
sont connus [21] [22] [23] et des techniques de décodage performantes sont mises en
application [2] [8].

A pariir d'u volutionnel, ious pouvons CONSuire ul nouveau code avec
une boucle de retour interne, dit code convolutionnel récursif systématique. A de faibles
rapports signal a bruit, la probabilité d’erreur d’un code convolutionnel récursif
systématique est plus faible qu’un code convolutionnel non systématique. Cet avantage est

conservé pour I’étude des codes CPCC.

Par ailleurs, les codes convolutionnels de taux de codage €levé (R = b/V) peuvent
assurer une bonne performance d’erreur dans un canal sans mémoire, et leur utilisation
s’avere particuliérement avantageuse lorsque la largeur de bande disponible est faible.
Toutefois, 1'utilisation des codes convolutionnels de taux de codage élevé a ét€ limitée en
pratique parce que l’application des techniques de décodage probabiliste devient
rapidement impraticable avec ’augmentation du taux de codage. Cet inconvénient peut

€tre évité par I'utilisation des codes convolutionnels perforés.

Les codes convolutionnels perforés peuvent étre générés a partir d’un code origine



de taux de codage faible (R = 1/v) par perforation périodique, ce qui entraine un avantage
important: ils peuvent étre décodés tout comme les codes de taux de codage faible avec
une modification minimale du décodeur. Les codes perforés ouvrent la voie a de nouvelles

applications telles I’encodage et le décodage a taux variables.

Une nouvelle stratégie de correction d’erreur a été récemment proposée par Berrou
et al. [15]. Cette stratégie implique une concaténation parallele de deux codeurs
convolutionnels récursifs systématiques séparés par un entrelaceur. L'évaluation des
performances d’erreur a déja €€ obtenue par Benedetto et Montorsi [6] pour une
concaténation paralléle de codes blacs et pour celle de codes convolutionnels. Avec une
autre méthode proposée par Podemski, Holubowicz, Berrou, Glavieux [7], on a aussi
obtenu Ia borne supé€rieure sur ia probabilit€ d’erreur par bit pour un canal a bruit bianc
gaussien et additif et un décodeur & maximum de vraisemblance. A de faibles rapports
signal A bruit, la performance de cette nouvelle classe de codes est meilleure que celle des

codes constituants.

Outre celui de trouver de bons codes, un des problémes difficiles de la théorie de
codage est de déterminer la probabilité d’erreur d’un code donné, c’est-a-dire la
probabilité que le message décodé differe de celui émis par la source. Comme nous le
verrons, le calcul se réduit & celui du spectre du code. L’ évaluation de ce spectre constitue
toutefois un probléme ardu. Elle peut se faire & partir d’un diagramme d’état du code ou en
utilisant une exploration dans 1’arbre représentant le code. Cette derniére approche est
privilégiée dans le cadre de la recherche dont nous présentons les résultats dans ce

mémoire.

Des méthodes pour déterminer le spectre d’un code convolutionnel et de celui d’un



code convolutionnel perforé ont déja été développées sous la direction du professeur
David Haccoun i la section télécommunication [19] [20]. Les algorithmes utilisés ici sont
tous basés sur ces méthodes mais sont adaptés au cas particulier des codes convolutionnels
récursifs systématiques et des codes convolutionnels récursifs systématiques perforés. En
apportant plusieurs changements a ces algorithmes, on arrive a un algorithme qui a pour

but de calculer le spectre des codes CPCC (concaténation paraliéle de codes

convolutionnels).

Les recherches effectuées durant ce projet ont produit les contributions suivantes:
¢ L'évaluation par simulations sur ordinateur des spectres de distance et des bornes
sur les performances d’erreur des codes convolutionnels récursifs systématiques
r~ 54 ) 2 A BN

de taux de codage R = 1/Z et de longucurs de conirainic X ailani de 3 a 10, ei de

taux de codage R = 1/3 et de longueurs de contrainte K allantde 3 4 9.

e [ ’évaluation par simulations sur ordinateur des spectres de distance et des bornes
sur les performances d’erreur des codes convolutionnels récursifs systématiques

perforés de taux de codage R allant de 2/3 & 7/8 et de longueurs de contrainte K

allantde 34 9.

e [’évaluation par simulations sur ordinateur des spectres de distance et des bornes
sur les performances d’erreur des codes CPCC (concaténation paralleéle des
codes convolutionnels récursifs systématiques) de taux de codage de deux codes

constituants Ry = Ry = 1/2, K =3, G = (1,7/5), et de longueurs de I’entrelaceur N

égales a 16, 32, 64, 128, 192.

e I’évaluation par simulations sur ordinateur des spectres de distance et des bornes



sur les performances d’erreur des codes CPCC (concaténation paralléle des
codes convolutionnels récursifs systématiques) perforés de taux de codage R = 2/

4, 4/6, 6/8, 8/10 et de longueur de contrainte K = 3.

Ce mémoire est structuré comme suit. Le chapitre 2 décrit les caractéristiques de
base de différents types du codage convolutionnel, tel que le codage convolutionnel non
systématique, le codage convolutionnel récursif systématique et le codage CPCC
(concaténation paralléle de codes convolutionnels). Dans ce chapitre, on y aborde aussi la
structure des codeurs ainsi que les propriétés de distance des codes convolutionnels. II sera
aussi question d’une technique pour la correction ou la détection des erreurs, de

I’évaluation des performances d’erreurs et des techniques de décodage.

Le chapitre 3 est consacré a 1'étude du spectre. I’évaluation des performances
d’erreur est effectuée a partir des relations entre le spectre et la probabilit€ d’erreur. Deux
approches essentielles pour déterminer le spectre sont analysées: calculer avec la fonction

de transfert et rechercher dans 1’arbre du code.

Le chapitre 4 décrit les principes du codage convolutionnel récursif systématique,
la structure du codeur. La relation qui existe entre le code convolutionnel récursif
systématique et le code convolutionnel non systématique sera explicitée. Nous

démontrons le spectre de distance et la probabilit€ d’erreur des codes convolutionnels

récursifs systématiques.

Les codes convolutionnels perforés sont une classe de codes convolutionnels de
taux de codage élevé R = b/v qui sont obtenus a partir de codes convolutionnels de faible

taux de codage R( = 1/v(, par 1’élimination périodique (perforation) de certains symboles



codés a la sortie de ce codeur de faible taux de codage. Au chapitre S, nous présentons le
principe de la perforation, le codeur, le spectre et le performances d’erreur du code

perforé.

Dans le chapitre 6, nous présentons la structure de codage CPCC (concaténation
paralléle de codes convolutionnels). Nous y présentons aussi le spectre, la représentation

en hyper-treillis et en arbre, les performances d’erreur des codes CPCC.

Finalement, la conclusion de ce mémoire et un nombre de perspectives de

recherche sont présentés au chapitre 7.



CHAPITRE 2
CODES CONVOLUTIONNELS

Les systtmes de communication numérique servent a transmettre les messages
d’une source a une destination. Pour ces systémes, différentes techniques ont été mises au
point afin de protéger l'intégrit€ de l'information transmise dans le canal de

communication. Le codage convolutionnel est I’une de ces techniques.

Le codage correcteur d’erreur est une technique permettant d’augmenter la fiabilité
des systemes de communication numérique. Son principe est basé sur la redondance de
I'information. La technique de codage consiste & envoyer avec ’information utile des
symboles supplémentaires appelés symboles de parité calculés selon une loi bien définie et

connue du récepteur comme de 1’émetteur.

Il existe deux grandes catégories de codage: le codage en bloc et le codage
convolutionnel [1] [2]. Le codage en bloc consiste & coder des blocs d’information de
facon indépendante. On ajoute un certain nombre de symboles de parité & la séquence
d’information. Dans le codage convolutionnel, I’'information est codée de fagon continue.
Dans ce cas, une séquence de longueur indéterminée de symboles d’information est
transformée en une séquence de longueur indéterminée de symboles codés. Pour une
complexité donnée, le codage convolutionnel est la technique la plus efficace pour la

correction des erreurs [3].



Ce chapitre décrit les caractéristiques de base de différents types du codage
convolutionnel, tel que le codage convolutionnel non systématique, le codage
convolutionnel récursif systématique, le codage convolutionnel concaténé paralléle de
codes convolutionnels, la structure des codeurs, les propri€étés de distance des codes
convolutionnels, une technique pour la correction ou la détection des erreurs, les

performances d’erreurs, et la technique de décodage.

2.1 SYSTEME DE COMMUNICATION NUMERIQUE

Le modéle d’un systtme de communication numérique avec codage et décodage
est illustré a la figure 2.1. Dans ce modéle une source transmet un message a une

destination dans un canal qui ajoute du bruit blanc gaussien.

D’une fagon générale, le codeur associe a toute séquence U de b bits d’information
une séquence X de v symboles codés, telle que v soit plus grand que b. Le bruit qui affecte
le canal de transmission est généralement représenté par un processus aléatoire blanc et
gaussien dénoté N. Le récepteur regoit la séquence bruité ¥ = X + N. La tiche du décodeur
est de minimiser la probabilité d’erreur lors de 1’estimation de U par U. Les valeurs de ¥
sont habituellement quantifiées a la sortie du démodulateur. Les définitions de ces valeurs

seront présentées a la section 2.3.

Si les symboles transmis dans le canal sont statistiquement indépendants, le canal

est dit sans mémoire (en anglais Discrete Memoryless Channel ou DMC).



Source Destination
u o
Codeur Décodeur
X by
Bruit | N
; y ‘
Modulateur |——® Canal —»1 Démodulateur
: Canal Discret

Figure 2.1: Systéme de communication numérique

2.2 CANAL DISCRET SANS MEMOIRE

Dans sa forme le plus simple, un canal DMC est représenté par le canal binaire
symétrique (en anglais Binary Symetric Channel ou BSC) illustré a la figure 2.2. Pour ce
genre de canal, les symboles d’entrée et de sortie sont binaires, les symboles d’entrée sont

souvent équiprobables.

On suppose habituellement que le bruit qui affecte le canal de transmission est un
bruit blanc gaussien additif, de densité spectrale unilatérale Ny W/Hz. Le rapport signal a
bruit est E,/Ny, ot Ej, représente I'énergie par bit d’information regue au décodeur. Ce

rapport est utilisé afin d’évaluer les performances des systémes codés.



entrée

l-p

Figure 2.2: Canal discret sans mémoire, binaire et symétrique

La probabilité que le récepteur recoive un symbole “1” (“0”) sachant qu’un

symbole “0” (*1”) a été transmis est €gale a la probabilit€ de transition dans le canal p, et

elle dépend du bruit, du type de modulation utilisée dans le canal et du rapport signal a

bruit. Par exemple, pour une modulation PSK, la probabilité de transition du canal de la

figure 2.2 est donnée par:

ES
p=of %o)

ou E; est I’énergie par signal et J(x) est de la forme:

2.3 CODAGE CONVOLUTIONNEL

(2-1)

(2-2)

Un codeur convolutionnel de taux de codage R = 1/v et de longueur de contrainte

K peut étre représenté par une machine lin€aire a2 nombre d’états finis composée d’un
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registre i décalage de K cellules, de v additionneurs modulo-2 connectés a certaines
cellules du registre & décalage et d’un commutateur qui balaie les v additionneurs.
L’ensemble des connections entre le registre a décalage et les additionneurs spécifie le

code [4]. Ce codeur est représenté a la figure 2.3.

U —’L - K cellules
6 9 v additionneurs

T X

Figure 2.3: Codeur de taux de codage R = 1/v

La séquence d’information est

L] = (ulv u21 ey uL) (2‘_3)

oty; (0,1}

Supposons que les K cellules du registre & décalage soient initialisées a zéro. Le
premier bit d’information u; est alors introduit dans la premiére cellule du registre. Les v
additionneurs modulo-2 sont ensuite balayés séquentiellement par le commutateur afin de
fournir v symboles codés: xl(l), xl(z), oo xl("). Le contenu des cellules est ensuite déplacé

d’un bit vers la droite, afin que le second bit d’information u; puisse tre introduit dans la
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premiére cellule, fournissant ainsi v nouveaux symboles codés: x,(0, @), x,V). Ce
processus se poursuit jusqu’a ce que le dernier bit d’information u; entre dans le registre i
décalage. On fait suivre la séquence d’information de (K-1) zéros pour réinitialiser a zéro
le registre a décalage. Cette séquence de zéros s’appelle la queue du message. Or A

I"instant ¢z, on a la séquence codée suivante:

K-1

(0 _
Xt = Z“t—j‘gij @4
Jj=0

ol 8ij € {0,1}, i =1, 2, ..., v, représentent les connections entre les v additionneurs

maodulo-2 et les cellules du registre 4 décalage.

Selon la définition de Forney [5], les polyndmes générateurs hinaires G;, i = 1, 2,
..., V, sont donnés par:
K-1 '
G/(D) = Y g;-D (2-5)
j=0

En associant les séquences en D qui est une variable temporelle appelée unité de

retard, la relation (2-4) devient:

X,=G;(D) U 2-6)

ouni=1,2,..,V.

Le vecteur

G, = (80 81 - gi(K—I))’ 1=1,2,...,v 2-7)



I3

spécifie les connexions (1: connexion, 0: pas de connexion) du i®™€ additionneur aux K

cellules du registre & décalage.

De cette facon, on spécifie un code de taux 1/v par v vecteurs de connexions (un

pour chaque additionneur) chacun comportant K éléments.

Par exemple, les vecteurs:

G, = 101
(2-8)
spécifient le codeur de la figure 2.4:v=2,K=3,R=1/2.
U ___  »
Gy G
! x
Figure 2.4: Codeur de taux de codage R=1/2,K=3,v=2,G=(5,7)
Dans cet exemple, on a:
G, (D) = 1®D?
1 D)y =1@©D
(2-9)

G,(D) = 1@D@®D?
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2.3.1 Diagramme d’état

Le diagramme d’état est un graphe décrivant les transitions d’états du codeur. Il est
constitué de 251 sommets correspondants aux états du codeur et d’arcs orienté

représentants les transitions entre les états.
Le diagramme d’état est une représentation efficace des transitions d’un code en

particulier et il est trés utilis€ pour les codes dont le nombre d’état est assez petit. Le

diagramme d’état du codeur de la figure 2.4 est représenté i la figure 2.5.

00(0)

Figure 2.5: Diagramme d’état du codeur de la figure 2.4

Les états sont représentés par des cercles. Les transitions du codeur d’un état & un
autre sont représentées par des branches reliant les différents états. Les symboles codés

ainsi que le bit d’information (entre parenthéses) ayant causé€ la transition sont indiqués
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sur chacune des branches.

Le diagramme d’état est un outil pratique pour la caractérisation des codes. Mais il
ne permet cependant pas de suivre aisément les évolutions dynamiques du codeur dans le
temps. Pour pallier & ces inconvénients, deux représentations schématiques plus complétes
du codeur sont alors utilisées: la représentation en arbre et la représentation en treillis. Ces

deux représentations fcurnissent une information temporelle qui n’est pas aussi évidente

avec le diagramme d’état.

2.3.2 Représentation en arbre

Dans cette représentation, les transitions entre les états de code sont illustrées
comme un cheminement & partir d’un état de départ (généralement 1’état zéro) qui est

’origine de I’arbre, vers les états ultérieurs, qui sont reliés par les branches de I’arbre.

Chaque noeud de l'arbre illustre un état du codeur, la branche supérieure
correspond & un bit d’information “0” et la branche inférieure a un bit d’information *“1”.
Les symboles codés i la sortie de I’encodeur sont indiqués sur chacune des branches. Pour

le codeur de la figure 2.4, I’arbre qui y correspond est illustré a la figure 2.6.



entrée 0

00

entrée 1

Figure 2.6: Représentation en arbre du codeur de la figure 2.4

11

01

11

10

01

16
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2.3.3 Représentation en treillis

Dans un arbre, le nombre de noeuds croit exponentiellement avec le nombre de
niveau représentés. Un moyen plus pratique qui permet d’illustrer I’action du codeur, est

la représentation en treillis de la figure 2.7 qui correspond au codeur de la figure 2.4.

11
10
01
11

Figure 2.7: Représentation en treillis du codeur de la figure 2.4

Dans Ie treillis, le nombre de noeuds de chaque niveau est le méme que celui de la
représentation d’état. Cela permet d’éliminer la redondance de ['arbre. Les états sont
représentés sur un axe vertical. Les symboles codés 2 la sortie de 1’encodeur sont indiqués

4 cOté de chacune des branches.
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2.4 PROPRIETES DE DISTANCE

Les performances d’un code convolutionnel dépendent de ses propriétés de
distance [6]. La puissance de correction de ces codes dépend de la longueur de contrainte
K, du taux de codage R, ainsi que de certains paramétres de distance tel que la distance

libre et le profil de distance.

Soient X et ¥ deux mots de code. La distance de Hamming dj; entre les deux mots
de code est égale au nombre de positions qui différent entre ces deux mots de code. Elle
est définie comme suit:

P LA

14 —_ Y7 VAWV N _1TON
“H\A‘,A} - "’H\éw

L) \&—L1\)

ol Wy est le poids de Hamming. La distance de Hamming est égale au nombre de “1”

dans I’opération X @ Y qui est la somme modulo-2 des séquences X et Y.

La fonction de distance des colonnes d’ordre n, notée d.(n), est la distance de
Hamming minimale entre toutes les paires de mots de code de longueur n branches qui

différent dans leur premiére branche.

d.(n) = min(dygX,,Y,)) (2-11)

Le profil de distance d est constitué de I’ensemble des d.(n) telquen=1,2, ..., K.
En général, il est préférable que le profil de distance d'un code croisse le plus rapidement

possible.
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d=(d,(1),d,(2),...,d (K)) (2-12)

La distance libre dénoté dp,, est la distance de Hamming minimale entre deux
chemins quelconques ayant divergé sur une longueur arbitrairement grande avant de
reconverger. La distance minimale dénoté d,,,;, est la plus petite distance entre le mot de

code 0 et tous autres mots de code non nuls sur une longueur de contrainte égale i K.

dfree = n]i:)nocdc (n) (2-13)
Par définition,
dfree 2 dmin (2-14)

La distance libre dg,, est une notion importante pour le décodage de Viterbi et le
décodage séquentiel. En général, les codes les plus puissants sont ceux dont la distance

libre est maximale.

2.5 CODAGE CONVOLUTIONNEL RECURSIF SYSTEMATIQUE

A partir d’un code convolutionnel non systématique, on peut construire un code
convolutionnel récursif systématique avec une boucle de retour. Un codeur convolutionnel

récursif systématique est illustré a la figure 2.8.
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L& T

Gy

>X2

Figure 2.8: Codeur convolutionnel récursif systématique

R=1/2,K=3,v=2 G=[l, (1+D+D3)/(1+D?)]

Le code convolutionnel récursif systématique posséde la méme distance libre et le

total de bits d’information sont différents.

Apres avoir comparé les performances d’erreur de codes, on constate que pour un
faible rapport signal & bruit, le code convolutionnel récursif systématique a un léger
avantage par rapport au code convolutionnel non systématique a partir duquel il a été€

construit. On analysera plus profondément cet aspect au chapitre 4.

2.6 CODAGE CONVOLUTIONNEL RECURSIF SYSTEMATIQUE
PERFORE

Les codes convolutionnels perforés sont une classe de codes convolutionnels de
taux de codage élevé qui sont obtenus 2 partir de codes convolutionnels de faible taux de

codage par I’élimination périodique (perforation) de symboles codés de la sortie d’un
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codeur de faible taux de codage. Un codeur convolutionnel récursif systématique perforé

est présenté 2 la figure 2.9.

& | .
U——> L R
G P
\ / I B
X,

Gy

Figure 2.9: Codeur convolutionnel récursif systématique perforé

R=1/2,K=3,v=2,G=[1, 1+D+D*/(1+D?)]

Au chapitre 5, nous étudions la perforation des codes convolutionnels récursifs
systématiques, issus des codes de taux de codage R = 1/2. Nous examinons alors tous les
codes de longueurs de contrainte K allant de 3 2 9 avec des patrons de perforation
différents qui gardent la caractéristique ‘systématique’. Les taux de codage des codes

perforés deviennent égales 4 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, 6/7 et 7/8.

Aussi, 4 partir d’'un méme code, nous comparons la performance des codes de
différents patrons de perforation. La probabilité d’erreur d’un code perfor€ a une borne
inférieure par égale 2 la probabilité d’erreur de son code origine. Puis le taux de codage est
faible, plus les performances d’erreur sont meilleures. On analysera plus profondément cet

aspect au chapitre 5.
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2.7 CODAGE A CONCATENATION PARALLELE DE CODES
CONVOLUTIONNELS

Le codage conczi2né parallele de codes convolutionnels (CPCC) consiste en
une concaténation paralléle de deux codeurs récursifs syst€ématiques et un entrelaceur
tel qu’illustré a la figure 2.10. Le taux de codage résultant est de 1/(2v-1) pour des
codeurs de taux 1/v. La présence d’un entrelaceur de dimension N fait en sorte que les
mémes bits d’information sont appliqués aux deux codeurs Cy et C;, mais dans un ordre
différent. L’entrelaceur joue effectivement un réle de “décorrélation”. Ce type de codage
permet d’obtenir de trés bonnes performances méme pour des faibles valeurs du

rapport signal a bruit.

U > X

——» CodeurC; —¥» Xj

Y

Entrelaceur

s Codeur Cy ——» X3

Figure 2.10: Codeur concaténé parallele de codes convolutionnels

En se référant & I’article de Benedetto et Montorsi [7] et de Podemski,
Holubowicz, Berrou, Glavieux [8], nous avons simulé par ordinateur le systéme afin de

calculer les spectres et les performances. Deplus, nous traitons les codes CPCC perfor€s.



Au chapitre 6, nous définissons de fagon plus précise les concepts de base liés aux

codes CPCC, tel que spectre, hyper treillis, performance, ainsi que ceux des codes CPCC

perforés.

2.8 DECODAGE A MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE

La séquence de symboles regue par le décodeur différe généralement de la
séquence transmise a cause du bruit qui perturbe le canal. Le décodage des codes
convolutionnels consiste a retrouver la séquence d’information transmise a partir de la

séquence recue. Cela peut €tre vu comme I’ opération inverse du processus de codage.

Le décodage probabiliste des codes convolutionnels est un moyen trés efficace

pour détecter et corriger certaines erreurs introduites dans le canal par le bruit.

Le décodage a4 maximum de vraisemblance est un décodage probabiliste. Il
consiste a déterminer le message le plus vraisemblable a partir de la séquence recue.

Soient m le message transmis, X™ = (X7, X, ..., Xp) = 6V, 19, .., x; ™), 1,
<o 1)) la séquence codée et Y = (%1, ¥y, ..., ¥ = 1D, 31 @, ., 3™, 3D, Ly )
la séquence regue. Pour minimiser la probabilité d’erreur, il faut choisir le message #1 tel

que [9]:

P(Ym) =P (Xm) Y (i #m) (2-15)
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En utilisant la regle de Bayes sur les probabilités conditionnelles dans 1’équation

(2-15), on peut écrire:

PP UX™ 2P(m)P(NX™)  V(h=m) (16

- -

ou P (m) représente la probabilité & priori du message 7. Si les messages sont

€quiprobables, 1’équation (2-16) devient:

P(NX™ =P (NX™) Y (% m) @-17)

Mintmiser la probabiiié¢ d'erreur fevienl donc a maximiser ceti
vraisemblance. Pour un canal discret sans mémoire (DMC) de probabilités de transitions

P( yi(l) xi(,) ) , on peut écrire pour la branche i:

Vv
P(Y|XP) = Hp(y}’)lx}’)) 2-18)
j=1

Afin d’'utiliser une mesure additive et donc plus pratique, on utilise le logarithme

de P (Zii X?l) . Le résultat représente alors la mesure de vraisemblance pour la branche i,

Vv
v, = Y log (P |x)) (2-19)
j=1

Pour une séquence de L bits d’information, la fonction de vraisemblance est:
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r= Yy, (2-20)

ou I, v, et log(P( yl-(l) xi(")) ) sont appelés respectivement: métrique cumulative
totale, métrique de branche et métrique de symbole. Cette derniére est habituellement

arrondie a un entier.

Le processus de décodage 2 maximum de vraisemblance consiste donc a choisir le
mot de code dont la métrique cumulative est maximale. Pour le canal binaire symétrique,
le mot de code ayant la métrique cumulative maximale est le chemin dont la distance de
Hamming est minimale [3]. Mais la difficulté¢ du décodage provient plutdt du fait que le

ANr narmattrae nna racrharchoe avhanctiva
cur € une rec ausave.

. R - ye s
namhre dAe cheamine 3 ~rAanciddérer act trac
aec ace or st S permmetr e nercne exn

o ™
Adrcrasanra s - Port P

Pour remédier a cela, il existe deux techniques de décodage qui sont trés répandues et qui
permettent d’accomplir cette tiche. Ces deux techniques sont le décodage de Viterbi et le
décodage séquentiel. Peu importe la technique utilisée, le réle du décodeur reste de
déterminer le chemin qui, parmi tous les chemins de I’arbre ou du treillis posséde la

distance de Hamming la plus faible. de la séquence recue

L’algorithme de Viterbi fut proposé en 1967 par Viterbi [3]. Cet algorithme est
basé sur deux propriétés qui facilitent la recherche du chemin dont la distance de
Hamming est minimale. La premiére propriété est une recherche exhaustive de chemins
dans le treillis. La deuxiéme propriété permet d’éliminer tous les chemins reconvergeant
sur un méme état sauf un, sur la base d’une comparaison de distances de Hamming. Cet
algorithme est une technique de décodage extrémement puissante pour les codes
convolutionnels. L’avantage de cette technique est que I’effort de calcul afin de décoder un

certain nombre de branches recues demeure constant, ce qui n’est pas le cas de toutes les
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autres techniques de décodage. Cependant, la taille du treillis croit exponentiellement avec
la longueur de contrainte du code. En pratique, cette augmentation exponentielle de la
complexité limite son utilisation a des codes dont la longueur de contrainte est inférieure a

10 (K < 10).

L’algorithme de décodage de Viterbi est basé sur la structure en treillis du code
tandis que celui du décodage séquentiel est basé sur la structure en arbre. Dans ce dernier
la recherche ne se fait pas sur I’arbre du code en entier, mais seulement en niveau du

chemin qui localement apparait comme le plus vraisemblable.

Pour le décodage séquentiel, il existe deux algorithmes: I’algorithme de Fano [10]

T.vs A
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Le premier, I'algorithme de Fano, utilise un systéme de seuils. Tant que la
métrique du chemin est supérieure au seuil courant, il va de I’avant, en explorant ses
extensions. Sila métrique n’est pas suffisante, il retourne en arriére et cherche un meilleur

chemin avec un réajustement du seuil.

L’algorithme de Zigangirov-Jelinek, contrairement i celui de Fano, utilise un
moyen de stockage dans une pile qui lui permet de garder en mémoire la métrique. En
d’autres termes on désire que le chemin le plus vraisemblable se retrouve au sommet de la
pile. Ainsi chaque chemin qui se retrouve au sommet est prolongé en ses extensions.
Apreés avoir retiré ce chemin du sommet de la pile, les métriques des nouveaux chemins
ainsi obtenus sont comparé aux autres afin de réordonner la pile. Cette opération se

poursuit jusqu’d ce qu’on ait atteint la profondeur finale de 1’ arbre.
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Quelque soit I’algorithme utilisé, il existe une variabilité de I’effort de calcul due
aux retours en arriére. Pour tenir compte de cette varabilité, on utilise des tampons

d’entrée et de sortie, qui permettent de régler les débits.

Le décodeur séquentiel présente d’autres limitations qui sont plus difficiles a
contourner. La principale limitation vient du fait que I'effort de décodage est variable.
L’effort de calcul varie de fagon aléatoire et il faut utiliser dans ce cas des tampons a
I’entrée et a la sortie du décodeur afin d’isoler le décodeur et son fonctionnement
asynchrone des éléments synchrones du systéme de communication. Pour améliorer cet
algorithme, on cherche donc autant que possible, d’ une part, 4 régulariser I’effort de calcul
pour limiter les débordements du tampon d’entrée, et d’autre part, 2 limiter la croissance

de ia taiiie de ia pile pour éviter ies débordement de pile.

L’algorithme de Viterbi a ét€ et reste toujours utilisé pour le décodage des codes
convolutionnels. Mais il ne garantit pas la minimisation de la probabilité d’erreur par bit
(ou symbole). Or, pour le décodage des codes CPCC, I'algorithme de Viterbi n’est pas
idéal. Actuellement, une autre technique est proposée pour le décodage des codes CPCC,

soit I’algorithme MAP (maximum i posteriori) dii 4 Bahl er al.

En 1966, Chang et Hancock développérent un algorithme qui minimise la
probabilité d’erreur par symbole, ou encore maximise-la probabilité & posteriori. En 1972,
Bahl et al. [13] et McAdam et al. [14] ont simultanément adapté 1’algorithme MAP pour
les codes correcteurs d’erreurs. Le principe de 1’algorithme MAP est basé sur deux
boucles récursives, dont I’une est croissante et 1’autre est décroissante. A cause de la
boucle décroissante, le décodage d’un bloc ne peut commencer que lorsque la réception

d’un bloc est complétée. Les performances de 1'algorithme MLAP sont supéricures i celles



28

de I’algorithme de Viterbi de quelque 0.3dB. Cependant, 1'algorithme MAP est beaucoup
plus complexe, et c’est pour cette raison qu’il a ét€ longtemps ignoré. En effet la
différence de performance entre deux algorithmes n’est plus un facteur déterminant si I’on
ne tient pas compte de la complexité. Malgré les performances présentées dans [15], un

inconvénient majeur subsiste: la complexité du décodage.

Une simplificaton de I'algorthme MAP fut proposée par Robertson [16], et
reprise par Berrou et al. dans [17] afin de I’adapter a un processus de décodage itératif. La
recherche d’un processus de décodage pour les codes CPCC réalisée par Naoufel
Bouzouita [18] a été récemment introduite sous la direction de D. Haccoun i la section de
Télécommunication (Génie électrique) de 1'Ecole Polytechnique. La méthode que
Bouzouita a utlisé n’apporte que de i€geres moditications a i’aigorithme proposé dans

[17].
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CHAPITRE 3
SPECTRE DES CODES CONVOLUTIONNELS

La performance des codes convolutionnels est évaluée a partir de leur spectre.
Dans ce chapitre, la notion de spectre du code est définie. Ensuite, nous passons a
I’évaluation des performances i partir des relations entre le spectre et la probabilité
d’erreur. Finalement, deux approches essentielles de détermination du spectre sont

analysées.

3.1 DEFINITION DU SPECTRE D’UN CODE

Le spectre est une conception générale qui s’applique a toutes les classes de codes
linéaires. Le spectre d’un code convolutionnel représente I’ensemble des mots de code
non nuls dénombrés en fonction de leur distance de Hamming par rapport au mot de code
nul. 11 est habituellement présenté sous la forme de tableau de trois colonnes:

d: le poids des mots de code,

A le nombre de mots de code de poids 4,

C4: le nombre total de bits d’information “1” correspondant a ces mots de code de

poids d.

Chaque triplet {d, A; C4} compose une raie du spectre. Seules les raies de poids
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supérieur ou égal a dp,, influencent le calcul des probabilité d’erreur du code. Cela fait
appel i la notion de raie solide du spectre. La premiére raie solide est la premiére raie non-
nulle du spectre. Le tableau 3.1 illustre le spectre du code convolutionnel de taux de

codage R = 1/2 du chapitre 2 (Figure 2.4).

Tableau 3.1: Spectre du code de la figure 2.4

d Ay C,
5 1 1
6 2 4
7 4 12
8 8 32
9 16 80
10 32 192
11 64 448
12 128 1024

Pour la deuxiéme ligne du tableau 3.1, il est indiqué que le nombre de mot de code

ayant le poids 6 est 2 et le nombre total de bits d’information “1” est 4.

Les mots de code convolutionnel sont habituellement trés longs, d’une longueur
que I’on considére infinie. Le spectre contient alors un nombre illimité de raies. Or pour
des raisons pratiques, on se doit de limiter le nombre de raies. Le spectre de L raies se
définit comme le dénombrement de tous les chemins de treillis ou de 1’arbre de poids
inférieur ou égal a L qui débutent par un bit d’information ““1” et qui se terminent sur un

noeud d’état 0. Il ne doit y avoir aucun autre noeud d’état O sur ces chemins. Les figures
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3.1 et 3.2 décrivent respectivement sur 1’arbre et le treillis les séquences qui composent les

deux raies solides de plus faible poids du code du tableau 3.1.

00 00
00
00
11
00 10
900 o1 o1
11 10
10
00 11
A ———@®00 1
00
01 01
00 10
‘ = ®10 1in -
10 g Ul
' 11
entrée 0 01 11
—® 00 00
entrée 1 11 00
00
11
01 10
00 10
1" 10 11
vooLu d -
00
10 01
00 10
L_10_¢.;
10 01
01
11 01 1

Figure 3.1: Représentation en arbre

Chemins associ€s aux deux premiéres raies du spectre du code de la figure 2.4
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00 Q00 00 00 00 00 00
10 0 \ 0 \
oQo
- /‘ /
11

Figure 3.2: Représentation en treillis

Chemins associ€s aux deux premiéres raies du spectre du code de la figure 2.4

Le tableau 3.2 donne quelques raies solides du spectre de différents codes

convolutionnels.

A ce stade, il est utile de faire deux observations:
(1) le poids de la premiére raie solide est égale & dg,,;
(2) la valeur des raies (A; et Cy) augmente avec d. Cette augmentation est de

nature exponentielle de sorte que le nombre de raies atteint assez vite des

valeurs astronomiques.



Tableau 3.2: Spectre de quelques codes convolutionnels de taux R = 1/v

d Ay Cq
6 1 2
7 3 7
8 5 18
9 11 49
10 25 130
11 55 333

@R=1/2,K=4,G,=15,Gy =17

d Ag Cy
12 2 14
13 8 26
14 15 74
15 35 257
16 68 496
17 170 1378

(b) R=1/2,K =10, G = 1167, G, = 1545

d Ag Cq
15 3 11
16 5 16
17 5 19
18 6 28
19 11 55
20 15 96

(© R=1/5,K=17,G, =175, G =131, G3 = 135, G4 = 135, Gs = 147
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3.2 EVALUATION DE LA PERFORMANCE D’UN CODE
CONVOLUTIONNEL

La performance d’un code convolutionnel est déterminée en fonction d’une
probabilité d’erreur. Cette probabilité d’erreur est évaluée a partir du spectre du code.
Cette section montre la relation qui existe entre le spectre et la probabilit€ d’erreur. Trois
mesures différentes de la probabilité d’erreur sont présentées, soient la probabilité d’erreur
entre deux mots de code, la probabilité d’erreur d’une séquence de symboles codés et
enfin Ia probabilit¢ d’erreur par bits d’information. Pour tous ces cas, on suppose

I’utilisation d’un décodeur 3 maximum de vraisemblance.

3.2.1 Probabilité d’erreur entre deux mots de code

Soient X; et X; deux mots de code ayant une distance de Hamming dpy(X;. X)) =d
(c’est-a-dire qui diffeérent entre eux de d positions), et soit P la probabilité d’erreur entre
ces deux mots de code. Posons X; comme étant la séquence de symboles codés
effectivement transmise et ¥ la séquence regue. Le décodeur optimal commettra une erreur
en estimant X; par X; si plus de la moiti€ des d symboles qui distinguent X; et X; sont
modifiés lors de la transmission. Lorsque la moiti€ des 4 symboles ont été altérés, le

décodeur choisit au hasard entre X; et X_J

Pour un canal a bruit blanc gaussien additif dont la densité de bruit bilatérale est
No/2, et une modulation cohérente PSK, la probabilit¢ d’erreur Py entre deux mots de

code de distance entre eux égale a d est donnée par [6]:

Ey (3-1)
Pd= Q(Z’d'R’NE]
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ou Ej, est I’énergie transmise par bit et O(x) est donnée par:

2
—t /2dt (3-2)

0 (x) =jJ%_ne

Pour un canal binaire symétrique, la probabilité d’erreur Py entre deux mots de
code de distance d se calcule de 1a fagon suivante [6]:

- si d est impair:

d
dl i .
Py= (i)pl(l‘l’)dl (3-3)

- si d est pair:

d
' -i 1{ d | d72
P;= ) (?)PI(I—P)d ’+§(d/2)l) (1-p)¥2 (34

._d
[= > + 1
ou p est la probabilité de transition dans le canal.

Méme si un code compte généralement plus de deux mots de code, il est
raisonnable de penser que la probabilité d’erreur globale puisse se calculer a partir de la
distribution de distance de Hamming entre toutes les paires de mots de code. Ceci nous
conduit & avoir deux mesures de probabilité d’erreur:

- la probabilité d’erreur de séquence Pg: probabilité qu'une séquence soit mal

décodée apres son passage dans le canal.
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Pp=P[X=X] = P[U=U]

- la probabilit€ d’erreur par bit d’information Pj: probabilité qu’un bit soit mal
décodé. Du point de vue de 'utilisateur, Py, a beaucoup plus de signification que

Pg.

Soit U = (uy, uy, ...), U = (@, iy, ...),
alors Pb = P[&i;&ui] .

En pratique, P}, se calcule comme ceci:

noamhre de hitc on arren
103480 Lo va (-

*
A~ LS Hf w844

Pb=

nombre de bits transmis

3.2.2 Probabilité d’erreur de séquence

La probabilité¢ d’erreur de séquence, notée Pg, est la probabilité d’erreur que la
séquence de symboles codés transmise X soit décodée par une séquence erronée

quelconque X .
Pp = P[&=X] (3-5)

Pour une séquence d’information particuliére U;, P[ell/;] est la probabilité d’erreur

de décodage entre X; et un autre mot de code X] En utilisant 1a borne union [1], on obtient:
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Ple|U;]1 <Y Py X, X]] (3-6)
J#i
ot P5[X;.X;] est la probabilité d’erreur entre la paire de mots de code X; et X;- Or,

Pz[Xi’Xj] = Pd’ oud= dHo—(i’:—(j)‘ Donc,
PlUl< Y ALP, G-7)

ou Adi est le nombre de mots de code tels que d = dy(X;. X)), j # i.

-

Pour étendre ce résultat & ’ensemble des séquences d’information, il suffit

d’expioiier la propriéié de lincanic des codes convoluitonoels qui eniralne que

A4=A]=A, pour tous d, i, j. Par conséquent, ’équation (3-7) se généralise ainsi:

PleU] = PleUl< Y AP, (3-8)
dzdfree

Donc,

Pp= D PIUIPIU] = X PIUIPIU] = Pl U] Y PLU,

Pp = P[gU;] = P[€|U] 3-9)

En y substituant la relaton (3-8), on déduit la borne sur la probabilité€ d’erreur.

Donc, la probabilité d’erreur de séquence Pp; est:
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Pp< 2 AP, (3-10)

3.2.3 Probabilité d’erreur par bit d’information

La probabilit¢é d’erreur par bit d’information, Pp, s’obtient simplement en
pondérant la probabilité d’erreur de séquence par le nombre de bits en erreur porté par

chaque séquence en erreur. On en déduit immédiatement que:

Py< Y C4Py (3-11)

“free

ot Cy est le nombre total de bit d’information “1” associé a ces mots de code.

Ces résultats dévoilent clairement la relation intime entre la performance d’un
code et son spectre. Le probléme du calcul de la borne sur la probabilité d’erreur se réduit

a celui de la détermination du spectre.

L’application des équation (3-10) et (3-11) exige la connaissance d’un nombre
infini de raies. Toutefois, en pratique, seules les quelques premigres raies exercent un effet
important sur Pg et Py. Pour s’en convaincre, il suffit d’examiner le tableau 3.3 qui
présente 1I’évolution de Py selon & pour quelques valeurs de probabilité de transition dans
le canal. Lorsque p < 1072, 1a décroissance de P, est extrémement rapide. Ainsi en est-il

des produits AgP; et C4P 4, méme si les valeurs de Aj et de Cy augmentent avec d.
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Tableau 3.3: Evaluation de P avec d pour quelques valeurs de probabilité de transition p

d P,
p=1072 p=10" p=10"

1 1.000 x 102 | 1.000x 10* | 1.000x 10°°

2 1.000x 102 | 1.000 x 10* | 1.000 x 10°°

3 2980 x 10* | 3.000x10% | 3.000x 10712
4 2980 x10% | 3.000x10® |3.000x 10712
5 9.851x10° |9.999 x 1012 | 1.000x 10717
6 9.851 x10° | 9.999x 1012 | 1.000x 107
7 3417x 107 |3.499x10°° |3.500x 1023
8 3417x 107 [ 3.499x 1075 | 3.500 x 10°23
9 1219x 10 | 1.260x 10718 | 1.260 x 1028
10 |1219%x10% |1260x10® | 1.260x 10728
11 | 4425%x1010 | 4618x102%% | 4.620x10734
12 | 4425%1010 | 4618x102%2 | 4.620x 1034
13 1.628 x 10711 | 1.715%x 102 | 1.716 x 103?
14 | 1.628x1011 | 1.715%x102% | 1.716x103°

3.3 DETERMINATION DU SPECTRE

Dans cette section, deux méthodes permettant de déterminer le spectre des codes
convolutionnels sont présentées. La premiére est basée sur 1’évaluation de la fonction de

. transfert du code & partir de son diagramme d’€tat. La seconde consiste en une recherche
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exhausive des mots de code dans 1’arbre du code.

3.3.1 Fonction de transfert

La fonction de transfert d’un code convolutionnel représente le rapport qui existe
entre la sortie et ’entrée du codeur [6]. Elle est évaluée 3 partir du diagramme d’état du
code. Ce demier est modifié de facon a définir une entrée et une sortie correspondant
respectivement 2 1'état initial Ey; et a I'état final Egr Le noeud de I'état initial est donc
scindé en deux noeuds distincts. Tous les autres noeuds du diagramme sont considérés

comme des noeuds associés a des états intermédiaires.

La figure 3.3 illustre le diagramme d’état modifié du code de la figure 2.4. Elle est
différente de la figure 2.5. Sur les branches du diagramme d’état sont inscrites les
informations nécessaires a la compilation du spectre sous la forme DB/, ou i représente le
poids de Hamming associ€ a chacune des branches du treillis ou de ’arbre et ou j
représente le nombre de bits d’information “1” correspondant. La fonction de transfert,

notée T(D, B), est égale au rapport entre Egcet Ep;.

E
of
T(D,B) = ——EOi (3-12)



Figure 3.3: Diagramme d’état du code de la figure 2.4

(a) forme initiale, (b) forme modifiée
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Sous forme matricielle, le diagramme d’état modifi€ s’écrit [19]:

E, o B o]|E1 DB .

Ej=|D 0 D||E|+| o |[Eo] (3-13)

E DB 0 DB\ |E 0

3 3
ct

E,

[EOA = [0 Dzo] E, (3-14)
E,

De fagon geénéraie, ies €quations (3-13) et (3-i4) deviennent

E = AE +FE,,

E = [I-A]"'FE,, (3-15)
_ AT

Ey=G'E (3-16)

ou E est le vecteur colonne contenant tous les états intermédiaires;
A, la matrice des transitons entre les états intermédiaires;
F, le vecteur colonne des transitions entre 1’état Ej; et tous les états intermédiaires;

G, le vecteur colonne des transitions entre tous les états intermédiaires et ]’état £,

En substituant I’équation (3-15) par I’expression (3-16), on obtient ceci:



43

- T -1 -

Finalement, la fonction de transfert s’écrit:

E
T(D,B) = E—Of = GT[I-A1"'F (3-18)
0i

Pour le diagramme d’état de la figure 3.3(b), la fonction de transfert et sa dérivée

deviennent:

5
T(D,B) = T—QZ%"B' (3-19-a)
dT (D, B) D’
= (3-19-b)
dB (1-2DB)?2

En posant B = 1, on obtient pour (3-19-a) et (3-19-b):

5
T(D,B)|, _ D (3-20-a)

5
dr (D, B) ___ D (3-20-b)



En pratique, pour calculer la probabilité d’erreur, il suffit de prendre les premiéres

raies solides, car ce résultat approxime bien la valeur exacte. Donc, la dérivation sur 7(D,

B) devient nécessaire.
Par le développant en série, I’expression (3-20-a) devient:
T(D,B)|,_, = D’ +2D%+4D7 +8D% + ...

= > A D* (3-21-a)

=+
2
(¢}
=
('S
Nel
f
[
$

1 chemin de poids 5 qui contient 1 bit d’information “1”,
2 chemins de poids 6 contenant 2 bits d’information “1”,
4 chemins de poids 7 contenant 3 bits d’information “1”,

8 chemins de poids 8 contenant 4 bits d’information “17, ...
Le développement en série de I'équation (3-20-b) s’obtient de la forme suivante:
dr (D, B ‘
_-_(_*—)l = D’ +4D%+12D7 +32D% + ...
dB B=1

(3-21-b)

Ce qui permet de tirer comme information que:

1 chemin de poids 5 qui contient 1 bit d’information ““1”” au total,
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2 chemins de poids 6 contenant 4 bits d’information “1”au total,

4 chemins de poids 7 contenant 12 bits d’information “1”au total,

8 chemins de poids 8 contenant 32 bits d’information “1”’au total, ...

Le spectre de code sera donc illustré par le tableau suivant:

Tableau 3.4: Spectre du code convolutionnel de la figure 2.4

d Ay oF
5 1 1

6 2 4

7 4 12

8 8 32

9 16 80
10 32 192

11 64 443
12 128 1024
13 256 2304
14 512 5120
15 1024 11264
16 2048 24576
17 4096 53248
18 8192 114688
19 16384 245760
20 32768 524288

Cette technique a un trés net avantage qui est celui de I’obtention simultanément
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de toutes les raies du spectre. Cependant, elle se heurte 4 une trés grande difficulté d’ordre
pratique: celle de la manipulation de I'inversion d’une matrice de dimension trés élevée
((ZK‘I-I) X (2K'1-1)), ou K est la longueur de contraint du code et 2K-1 st le nombre
d’états du code. 1l est possible de faire I’inversion [ —A ] “len exprimant ce terme sous

forme de série,
-1 _ 2 3
[I-A] " =IT+A+A“+A  + ... (3-22)
Dans ces cas en substituant (3-21) dans (3-18), on obtient:
T(D,B) = GTF+GTAF+GTA’F+ GTA’F + ... (3-23)
Néanmoins, la complexité du calcul reste trés élevée et devient dépendante du
nombre de raies.

La probabilité d’erreur du code est alors évaluée directement 4 partir de la fonction

de transfert.

dT (D, B)
p <277
b= -
B B=1,D=P, (3-23)

Pour le code de la figure 2.4, P, et Py, sont exprimées comme suit:
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P <——DSB = P_+2P_+4P_ + 8P, +
E—1_ - *5 6 7 8 " -
[=2DB,_ | p_p
p,<d DB ) = P.+4P, +12P. + 32P, +
»=78'T—2DB L = Pst4bg 7 g+ -
B=1,D=P,

3.3.2 Recherche dans I’arbre du code

La deuxiéme méthode qui permet de déterminer le spectre d’un code
convolutionnel consiste a rechercher le spectre en explorant I’arbre du code (ou le treillis

ou le diagramme d’état, ce qui revient au méme).

Puisque les chemins compilés dans le spectre commencent par un bit
d’information “1” et se terminent sur un noeud d’état 0, il s’agit de recueillir le poids et le
nombre de bits d’information “1” cumulés sur le chemin reliant le noeud d’état O situé
dans le sous-arbre du code débutant par un bit d’information “1”. La figure 3.4 représente
le demi-arbre issu de 1’état O et débutant par un bit d’information ““1”” du code de la figure
2.4. Seuls les noeuds terminaux d’état 0 doivent Etre considérés, mais a I'exception du

noeud origine.

L’ algorithme d’exploration de 1’arbre peut €tre aisément adapt€ a la recherche du
spectre. La procédure élémentaire est la suivante: au probléme de détermination des L

premiéres raies du spectre, c’est-a-dire correspondant a un poids maximal a égale a L,
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I’algorithme prolonge chacun des chemins de l’arbre jusqu’a ce que I'une des deux
conditions suivantes soit rencontrée:
(1) le poids du chemin est supérieur a L;

(2) I'état du noeud visité est I’état 0.

Lorsque le noeud d’état O est atteint, le poids et le nombre de bits d’information

“1” cumul€ a ce noeud sont compilés dans le spectre.

01
| 4?01 11 .

1
Y
11
310
— 10 &
01 01
00 [~ N
10 11
L—ou
11
00
10_&o;
00 10
01
11 0o
01
1o, .

Figure 3.4: Recherche du spectre dans I’arbre
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La recherche des spectres dans 1’arbre du code occupe beaucoup de mémoire et de
temps pour mémoriser les noeuds qui sont visités et sont utilisés aprés afin de trouver

d’autres chemins. Mais cette méthode est pratique pour nos études.

Pierre Montreuil {20] a mis au point les logiciels qui permettent d’obtenir le
spectre des codes convolutionnels classiques. Depuis, Chantal Paquin [21] a modifi€ ces
logiciels pour les codes convolutionnels perforés. Dans ce mémoire, on a di modifier
I’algorithme “bidirectionnel” décrit dans [20] et [21] afin de déterminer le spectre des
codes convolutionnels récursifs syst€ématiques et celui des codes convolutionnels récursifs
systématiques perforés. Le nouvel algorithme permet désormais de calculer en méme
temps le spectre de distance des codes convolutionnels non récursifs non systématiques
non perforés ou perforés et celui des codes convolutionnels récursifs systématiques

perforés ou non.
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CHAPITRE 4

CODES CONVOLUTIONNELS RECURSIFS
SYSTEMATIQUES

Dans les chapitres 2 et 3, nous avons étudié les codes convolutionnels non
systématiques en évaluant leurs spectres et leur probabilité d’erreur. Dans ce chapitre,
pous nous intéressons aux codes convolutionnels récursifs systématiques qui possédent la
méme distance libre et les mémes nombres de chemins, mais avec un nombre total de bits
d’information différents que le code convolutionnel non systématique. De plus, a de
faibles rapports signal a bruit, la probabilit€¢ d’erreur d’un code convolutionnel récursif

systématique est plus faible que celle d’un code convolutionnel non syst€ématique.

Ce chapitre décrit la notion du code convolutionnel récursif systématique, la
structure du codeur, la relation entre le code convolutionnel récursif systématique et le

code convolutionnel non systématique, et enfin le spectre et la probabilité d’erreur.

4.1 PRINCIPES DES CODES CONVOLUTIONNELS RECURSIFS
SYSTEMATIQUES

Dans le chapitre 2, nous avons étudi€ les codes convolutionnels non

systématiques. A partir d’un tel code, on peut construire un nouveau code avec une boucle
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de retour interne. Ce code s’appelle le code convolutionnel récursif systématique.

Considérons un codeur convolutionnel non systématique de taux de codage R=1/2

1)

et de longueur de contrainte K et de générateurs G; et Gy. Soient x(1) et x,(Z) deux

symboles codés a I'instant ¢

0 K-1
x, | = Z g1 ut—j (4-1-a)
=0

2) K-1
x, =j§=:og2j-ut_j (4-1-b)

ol i, est le symbole présent 4 I’entrée du codeur a 1'instant ¢ et 8ij Ies coefficients binaires

de générateurs G;, 8ij € {0,1},i=1,2,j=1,2,....K.

Suivant la définition de Forney [5], les expressions (4-1-a) et (4-1-b) peuvent se

mettre sous la forme:
X1 = Gl (D) - U (4-2-a)
X,=G,(D)-U (4-2-b)
Selon Fomney, il existe un code convolutionnel récursif systématique, avec un

boucle de retour interne, ayant la méme distance libre que le code convolutionnel non

systématique [5] [22].



En divisant les équations (4-2-a) et (4-2-b) par G(D), on obtient:

X =,_}_(_1__ =U

L= G D)

- X G, (DU
%, 2 2

TG (D) T G (D)
En introduisant la s€quence A définie par:

U

A= D

les séquences sortant du codeur peuvent finalement s’écrire sous la forme:

X1=U

~

X5

G, (D)A
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(4-3-a)

(4-3-b)

(4-4)

(4-5-a)

(4-5-b)

La caractére récursif du code ainsi construit est illustré par la relation (4-4). En

effet, dans un espace temporel, nous pouvons écrire la relation (4-4) comme tel:

K-1
u = D 81574
j=0

(4-6)

En faisant ’hypothése que g1g = 1, le symbole a, peut s’exprimer récursivement en

fonction des symboles a,.;, j =1, 3, ..., K-1 et du symbole u;:
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K-1
j=1

Pour un code convolutionnel récursif systématique, les symboles a, sont désormais

contenus dans le registre a décalage du codeur.

D’aprés les équations (4-5-a), (4-5-b) et (4-6), les sorties du codeur a 'instant ¢

peuvent s’exprimer sous la forme:

71N K':l
xt\ p - ut = L g].j . at y (4-8-a)
j=0
2) K-1
X = ‘Zo 827 Ar—j (4-8-b)
j =

Un code convolutionnel récursif systématique est construit a partir d’un code
convolutionnel non systématique en conservant les mémes générateurs g; (i =1, 2), i =1,

2,j=1,2, ..., K, mais en substituant Ies symboles a, aux symboles d’information u;.

La figure 4.1 illustre la construction du code convolutionnel récursif systématique

a partir du code convolutionnel non systématique de la figure 2.4.
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o |
TN

Gy

Figure 4.1: Codeur convolutionnel récursif systématique

R=1/2,K=3,v=2,G=[l, (1+D+D?/(1+D%)]

D’ailleurs, nous pouvons utiliser aussi la deuxiéme générateur pour la boucle de

convolutionnel récursif svstématique A partir d’un code
1

convolutionnel non systématique est comme nous avons démonstré avant. La figure 4.2

présente cette construction. Dans ce travail, nous utilisons la premiére construction.

ol X1
U —»(P—»
Gy
Gy
» X5

Figure 4.2: Codeur convolutionnel récursif systématique

R=1/2,K=3,v=2, G=[1, 1+D¥/(1+D+D?)]
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En général, a partir d’un code convolutionnel non systématique de taux de codage
R = 1/v, de longueur de contrainte K, le code convolutionnel récursif systématique peut

étre construit de la méme fagon.
Soit un code convolutionnel de taux de codage R = 1/n, de longueur de contrainte

K et soient xr(l), xt(z), x,(") ses n symboles codés a 1’instant z. Nous pouvons €tablir la

relation suivante:
K-1
(@ _ : (4-9)
0= Y gy,
Jj=0
ol g;; sont les coefficients binaires de générateurs G;, g;; € {0, 1}, i=1,2,...,n

L’ équation (4-9) en fonction de D s’écrit:

X;=G;(D)-U (4-10)
En divisant I’équation (4-10) par G;(D), on obtient:
- X 1
X‘[ - —G';—(D—) - U (4-11-8.)
- Xi Gi (DYU
X: = (4-11-b)

T G(D ~ G (D)

oui=2,3,...,n.

En substituant I’équation (4-4) dans (4-11-b), on obtient:
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X;=G;(D)A (4-12)

Ainsi, les sorties du codeur a I’instant # peuvent s’exprimer sous la forme:

K-1
1 _ . _ -
X = u= Y g4, (4-13-a)
j=0
I et
l

V=Y gia,; (4-13-b)

j=0

4.2 RELATION ENTRE UN CODE CONVOLUTIONNEL
RECURSIF SYSTEMATIQUE ET UN CODE
CONVOLUTIONNEL NON SYSTEMATIQUE

A la figure 4.3, nous avons illustré le diagramme d’état du code de la figure 4.1. En
comparant avec le diagramme d’état de la figure 2.5, on peut constater que les symboles
codés sur chacune des branches sont identiques a ceux du code convolutionnel non
systématique dont il est issu, mais que les bits d’information sont différents. Les

représentations en treillis et en arbre d’encodage du code sont présentées par les figures

44¢et4.5.



00(0)

00

10

01

11

Figure 4.3: Diagramme d’état du codeur de la figure 4.1

11

N

/’V’ o‘

Figure 4.4: Représentation en treillis du codeur de la figure 4.1
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00 00
00
00
11
00 10
—® 00
01 01
11 10
10
00 11
—8 00 11
00
01 01
00 10
L 11 &10
10 01
10 11
—9 00
00
00
11
00
11
10
01 ‘
01
01 01
L 10
1 10 11
—ae 10
Il
00
10 o1
00 10
10 01
01
i1 01 1"

Figure 4.5: Représentation en arbre du codeur de la figure 4.1
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D’aprés les figures 4.4 et 4.5, nous remarquons que le code convolutionnel récursif
systématique posséde les mémes structures de treillis et d’arbre que le code
convolutionnel non systématique a partir duquel il a été€ construit. En d’autres mots, pour

une transition entre les deux mémes états, les mots de code sont identiques.

En utilisant la méme méthode du chapitre 3, le diagramme d’état modifié de la

figure 4.3 peut étre représenté comme ci-dessous:

D2B Vel T 528
(Boy—(EL)10 0152 }——={%o)
00 D 00

11
DB DB

D

Figure 4.6: Diagramme d’état modifi€ du codeur de la figure 4.1

La fonction de transfert est alors égale a:

D°B*(DB*-D+1)

(4-14)
1-D*B?+D*-2D

T(D,B) =

Le développement de cette fonction de transfert sera présenté 3 Annexe L.

En développant en série la fonction de transfert ainsi que sa dérivée, on obtient:
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5
T(D,B)|,_, = 1—D2D = Y A D? (4-15-a)

Cette expression est identique que I’expression (3-20-a).

dT (D, B) _ 2D’ (1-D-D?) _ i c.D? (415-b)
dB B=1 (1_2D)2 dzdf ‘

Cette expression est différente que I’expression (3-20-b).

Le spectre de ce code est donné dans le tableau 4.1:

Tableau 4.1: Spectre du code convolutionnel récursif systématique de la figure 4.1

d Ay Cq

5 1 2

6 2 6

7 4 14

8 8 32

9 16 72
10 32 160
11 64 352
12 128 768
13 256 1664
14 512 3584
15 1024 7680
16 2048 16384
17 4096 34816
18 8192 73728
19 16384 155648
20 32768 327680
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En examinant les fonctions de transfert ((3-20) et (4-15)) et les spectres du code
convolutionnel non systématique et ceux du code convolutionnel récursif systématique
(tableau 3.4, tableau 4.1), nous pouvons constater que les deux codes possédent la méme
distance libre (dﬁ'ee = 5), les mémes nombres de chemins (A;), mais un nombre total de

bits d’information *‘1” différents (Cp).

Pour déterminer le spectre des codes convolutionnels récursifs syst€ématiques, on a
modifié I’algorithme “bidirectionnel” décrit dans [20]. Le nouvel algorithme permet
désormais de calculer en m€me temps le spectre de distance des codes convolutionnels
non récursifs non systématiques et des codes convolutionnels récursifs systématiques. Cet

algorithme est appel€ 1’algorithme “bidirectionnel modifié€”.

Le tableau 4.2 décrit les spectres de codes convolutionnels non systématiques et
ceux de codes convolutionnels récursifs syst€ématiques ayant un taux de codage R = 1/2 et
des longueurs de contrainte K allant de 3 a 16. Les générateurs G et G, utilisés sont ceux
des codes convolutionnels non syst€ématiques ayant une distance libre maximale [23] [24]

[25].



Tableau 4.2: Spectres de codes convolutionnels non systématiques et des codes
convolutionnels récursifs systématiques, R=1/2,3 <K <9

‘§7ee

(4p)
(G
(Cra}

~ W

(1,2, 4.8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384)
[1,4,12,32, 80, 192, 448, 1024, 2304, 5120, 11264, 24576, 53248, 114688,
245760]

{2,6, 14,32, 72, 160, 352, 768, 1664, 3584, 7680, 16384, 34816, 73728,
155648}

15
17

(1,3, 5,11, 25, 55, 121, 267, 589, 1299, 2865, 6319, 13937, 30739, 67797)
[2, 7, 18, 49, 130, 333, 836, 2069, 5060, 12255, 29444, 70267, 166726,
393635, 925334]

{4,9, 20, 51, 124, 303, 728, 1739, 4134, 9771, 22990, 53885, 125858,
293049, 680440}

23
35

(2, 3,4,16, 37, 68, 176, 432, 925, 2156, 5153, 11696, 26868, 62885,
145085)

4,12 20 72 235 500, 1324, 3680, 89€7, 22270
867106, 2134239]

{8, 12, 16, 84, 213, 406, 1156, 3104, 7021, 17372, 44427, 106518, 257200,
634556, 1537281}

LTANT 14NNTA 24AQQ91N
o Ty, OO IV,

) Ty ATl I

53
75

(1, 8,7,12,48, 95, 281, 605, 1272, 3334, 7615, 18131, 43197, 99210,
237248)

[2, 36, 32,62, 332, 701, 2342, 5503, 12506, 36234, 88576, 225685, 574994,
1400192, 3554210]

{4, 34, 32, 62, 288, 604, 1884, 4430, 9926, 27794, 67380, 168606, 424768,
1025664, 2570672}

133
171

10

(11,0, 38,0, 193, 0, 1331, 0, 7275, 0, 40406, 0, 234969, 0, 1337714)
[36, 0, 211, 0, 1404, 0, 11633, 0, 77433, 0, 502690, 0, 3322763, 0,
21292910]

{60, 0, 223, 0, 1368, 0, 10963, 0, 66171, 0, 408918, 0, 2619965, 0,
16222096}

247
371

10

(1,6, 12, 26, 52, 132, 317, 730, 1823, 4446, 10739, 25358, 60773, 146396,
350399)

[2, 22, 60, 148, 340, 1008, 2642, 6748, 18312, 48478, 126364, 320062,
821350, 2102864, 5335734]

{6, 28, 70, 182, 360, 984, 2530, 6156, 16308, 41924, 107014, 265396,
666098, 1677978, 4189876}

561
753

12

(11, 0, 50, 0, 286, 0, 1630, 0, 9639, 0, 55152, 0, 320782)
(33,0, 281, 0,2179, 0, 15035, 0, 105166, 0, 692330, 0, 4580007]
{67, 0, 349, 0, 2295, 0, 14575, 0, 96680, 0, 606538, 0, 3848633}
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Tableau 4.2 (suite): Spectre des codes convolutionnels non systématiques et des codes

convolutionnels récursifs systématiques, R =1/2, 1I0< K< 16

Gy 4
K doge [C.]
G, Ir (Cr,)
10 | 1167 12 | (2.8, 15,35, 68, 170, 458, 1084, 2574, 6177, 14939, 36200, 86856)
1545 [14, 26, 74, 257, 496, 1378, 4122, 10832, 27988, 72209, 186920, 483102
1234736]
(14, 50, 96, 271, 552, 1428, 4106, 10192, 25644, 64627, 163408, 414532,
1038094}
11 | 2335 14 | 21,0,74, 0,454, 0, 2687, 0, 15629, 0, 90518, 0, 526556)
3661 [94, 0, 463, 0, 3783, 0, 26711, 0, 181571, 0, 1207474, 0, 7919894]
{148, 0, 585, 0, 4085, 0, 26881, 0, 172285, 0, 1086924, 0, 6849856}
12 | 4335 15 | (6. 31,44, 129, 309, 697, 1713, 4175, 10158, 24508, 58600, 141960,
5723 343347)
[76, 180, 374, 1142, 2783, 6836, 18709, 49242, 128178, 329408, 836478,
2151230, 5497355]
(122,234, 360, 1134, 2875, 6854, 17637, 45154, 114532, 285116, 721520
1818368, 4564999}
13 110533 |16 | 33,0 111, 0,779, 0,4128, 0, 24173, 0, 142500, 0, 828402)
17661 [152, 0, 971, 0, 6933, 0, 45436, 0, 303435, 0, 2036131, 0, 13256560]
{268, 0, 1049, 0, 7973, 0, 46662, 0, 296423, 0, 1892487, 0, 11821688}
14 121675 |16 | @, 17, 35, 76,193, 454, 1047, 2624, 6138, 14944, 36179, 86640, 210568)
27123 [22, 99, 218, 608, 1724, 4404, 11108, 30438, 75942, 196714, 507232,
1289364, 3311290]
{34, 143, 310, 722, 1890, 4708, 11420, 30044, 73432, 185730, 467800,
1163266, 2933186}
15 144735 |18 | (26,0, 165,0, 845, 0, 4844, 0, 28513, 0, 166583, 0, 968884)
63057 [133,0, 1321, 0, 7901, O, 54864, 0, 370057, 0, 2450650, 0, 15893608]
(229, 0, 1627, 0, 9191, 0, 57526, 0, 367507, 0, 2309798, 0, 14416882}
16 1126723 |19 | (30, 67, 54, 167, 632, 1402, 2812, 7041, 18178, 43631, 104526, 251134,
152711 605947)

[174, 420, 534, 1712, 5838, 14210, 32898, 87786, 237228, 609868,
1556396, 3945414, 10039681}
{292, 666, 552, 1880, 7304, 16870, 35336, 91922, 245526, 612890,
1520392, 3779288, 9423360}




4.3 PEOBABEITE D’ERREUR DES CODES CONVOLUTIONNELS
RECURSIFS SYSTEMATIQUES

La probabilit€¢ d’erreur aprés décodage peut étre déterminée a 1’aide des mémes
bornes union qui sont présentées au chapitre 3. En pratique, pour la grande majorit€ des
codes convolutionnels, il est impossible de déterminer la fonction de transfert compléte.
On se contente habituellement des premiers termes de la série Az et Cg, dont on ne connait
souvent d’ailleurs que les premiers termes. La borne supérieure permet uniquement
d’approximer la probabilit€ d’erreur, mais 1’approximation est assez bonne lorsque le
rapport signal a bruit est grand. Pour de faibles rapport signal & bruit, I’approximation
n’est plus valide, et on fait appel dans ce cas a des simulations pour évaluer les

performances d’erreur du code, Le programme de simulation (algorithme de Viterbi)
permet d’estimer la probabilité d’erreur en fonction du rapport signal & bruit Ez/N, pour
n’importe quels types de codes (convolutionnels, non systématiques ou récursifs
systématiques), et pour différents types de canal: canal binaire symétrique et le canal a

bruit blanc gaussien.

La borne supérieure sur la probabilité d’erreur par bit est comme suit:

_ dT(D, B)

Py B

= X CiPy (4-16)

Les résultats de la simulation permettent de déterminer les performances d’erreur
de certains codes récursifs décrits au tableau 4.2. Sur les figures 4.7(a) et 4.7(b), on
présente les performances en fonction du rapport signal a bruit E,/N, de ces codes travers

. le canal binaire symétrique. Sur les figures 4.8(a) et 4.8(b), ces performances d’erreur sont
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calculées pour un canal a bruit blanc gaussien.

0.1
Borne sur la probabilité d’erreur par bit
Codes convolutionnels R=1/2, K=3, G|=5, G,=7
0.01. e, , - .
e Canal binaire symétrique
0.001.
0.0001 origine —
récursif ...
1e-06 4
le-07
1e-08 ' " . r .
4 5 0 7 8 9
Ey/N, (dB)

10

3,G1=5,G,=7

@R=1/2,K
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Borne sur la probabilité d’erreur par bit
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Figure 4.7: Les performances des codes dans un canal binaire symétrique
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Figure 4.8: Les performances des codes dans un canal & bruit blanc gaussien
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Lorsqu’on observe ces figures, on constate que les codes convolutionnels récursifs
systématiques fournissent une légére amélioration de la probabilité d’erreur par bit par
rapport aux codes convolutionnels non systématiques lorsque le rapport signal a bruit et
faible. En pratique, les deux codes peuvent étre toutefois considérés comme équivalents
car ils ont la méme distance libre. Les séquences d’erreur qui sont produites aprés
décodage d’un code convolutionnel récursif systématique sont presque toujours de poids
plus faible que celles d’un code convolutionnel non systématique. C’est ce que conduit 2
une probabilité d’erreur par bit inférieure. Cette propriété est intéressante lorsque 1’on

envisage de faire la concaténation des codes.
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CHAPITRE 5

PERFORATION DES CODES CONVOLUTIONNELS
RECURSIFS SYSTEMATIQUES

Un code convolutionnel de taux de codage élevé diminue 1’expansion de la largeur
de bande du canal, mais introduit moins de redondance ce qui réduit le pouvoir de
correction d’erreur du code tout en augmentant la complexité de décodage. Ces difficultés

peuvent €tre éliminées par I’utilisation de codes perforés.

Les codes convolutionnels perforés sont une classe de codes convolutionnels de
taux de codage élevé R = b/v qui sont obtenus & partir de codes convolutionnels de faible
taux de codage Ry = 1/v(, par élimination périodique (perforation) de certains symboles
codés a la sortie de ce codeur de faible taux de codage [26]. Cette élimination est effectuée
par une matrice binaire appelée patron de perforation. Le code perforé dépend du code

origine, et du patron de perforation [27].

Dans ce chapitre, on présente le principe de la perforation, le spectre et la

performance d’erreur des codes perforés récursifs.
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5.1 PRINCIPE DE LA PERFORATION

Pour comprendre I’effet de la perforation, prenons un exemple. Considérons le
codeur convolutionnel illustré a la figure 2.4. Ce codeur produit un code de taux de codage

Rg = 1/2 dont le treillis a été représenté a la figure 2.7.

Supposons qu’on choisisse la matrice

-l
10
comme patron de perforation. Les éléments de la premiére colonne de P sont “1”, cela
veut dire que ’on ne perfore pas les deux bits de la premiére branche de treillis. Pour la
deuxiciue colonne, on nie peifore pas le premuct dit de la deuxiemie branche de ireillis,
mais on perfore le deuxiéme bit, comme illustré a la figure 5.1 par le symbole “X”". Le taux

de codage résultant est R = 2/3.

00 10):4 00 10),¢

10

01

11

X: symbole perforé

Figure 5.1: Treillis du code perforé avec Py
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Considérons maintenant les transitions de ce code aprés I’entrée de deux bits

d’information. On peut représenter ces transitions sur un treillis qui posséde encore quatre

états mais dont les états sont reli€s par quatre transitions possibles, correspondant aux

quatre combinaisons des deux bits entrés successivement dans le codeur. Portons sur ces

transitions les trois symboles codés qui subsistent aprés I’entrée de deux bits et la

perforation. Le nouveau treillis est représent€ a la figure 5.2.

00

10

01

000 000
001 11

11

111

mn\

01 111
N
110 ‘
000

111

ot
Pt
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\ \o
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p:
4}

=
S

/N

11

(X

&
>
/"

&P

v
/

N

¢

11

ny >
TN\

Figure 5.2: Treillis du code R = 2/3 apreés la perforation du code de la figure 2.4 avec Py

Ce treillis correspond tout a fait 2 celui d’un code convolutionnel 2 deux entrées et

A trois sorties, ¢’est-a-dire de taux de codage R = 2/3. Ce code peut €tre considéré comme

un véritable code de taux de codage élevé.
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Le principe des codes perforés est qu’a partir d’un code convolutionnel de faible
taux de codage Ry = 1/v( que I'on appelle code origine, on perfore périodiquement un
nombre S = bvg - v de symboles dans toutes les b branches du code origine. Ces groupes
de b branches deviennent les branches du nouveau code perforé de taux de codage élevé.

Le taux de codage de code perforé est R = b/v.

Les codes perforés peuvent tre considérés de deux maniéres différentes selon les
hypothéses suivantes [21]: la premiére hypothése veut qu'un code perforé soit considéré
comme un code de faible taux dont la redondance a été réduite. Son treillis est illustré i la
figure 5.1. Quant a la deuxi¢me hypothése, un code perforé€ est un vrai code de taux élevé
(R = b/v), dont le treillis est représenté a la figure 5.2. On considérera toujours cette

derniére hypothése dans le cadre de ce travail.

5.2 PATRON DE PERFORATION

Le code de taux de codage élevé qui est effectivement obtenu dépend du code
origine utilis€ au départ, du nombre de branches regroupées ensemble et de la position des
symboles perforés au sein de ces branches. Les deux derniéres informations composent
une matrice binaire de b colonnes par v lignes. Cette matrice est appelée le patron de

perforation.

Les éléments d’un patron de perforation P sont définis ainsi:
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0, si le /*™€ symbole de la ™€ branche est perforé
Pi= {
1, si le j*™€ symbole de la i*™° branche n’est pas perforé

oni=1,2,...,b;j=1,2, ..., vy On a autant de colonnes qu’il y a de branches regroupées,
c’est-a-dire que b est le nombre de colonnes dans la matrice. Le nombre total de “1”” dans

la matrice est égal a v.

Si on choisit le patron de perforation P, suivant:

11
P, =
? {0 J
avec le méme code origine, on obtient un code perforé qui est différent du code de la

figure 5.2, mais dont le taux de codage est le méme. Le treillis pour ce deuxi€éme code est

représenté aux figures 5.3 et 5.4.

0X 00 0.4 00

00

10

01

11

X: symbole perforé
Figure 5.3: Treillis du code perforé avec Py
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00 000

T SIS

01

- y/- 001 001

Figure 5.4: Treillis du code R = 2/3 apres la perforation du code de la figure 2.4 avec P,

Si on utilise la patron de perforation suivant

P3 _ (111
100
avec le méme code origine, on obtient un codes perforé de taux de codage R = 3/4.
On constate ainsi qu'il est trés simple de changer le taux de codage du code perforé

en changeant simplement le patron de perforation. Cette flexibilité est une caractéristique

importante des codes perforés.
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5.3 CODAGE CONVOLUTIONNEL RECURSIF SYSTEMATIQUE
PERFORE

Un codeur convolutionnel récursif systématique perforé est illustré 3 la figure 5.5.
La foncton du perforateur est d’éliminer les symboles codés du code origine

correspondants aux symboles “0” du patron de perforation.

y X

U—— - X
Gq \ | Perforateur [——»
L X,

ﬁ) G,

Figure 5.5: Codeur convolutionnel récursif systématique perforé

Ry=1/2,K =3,vy=2, G =[1, 1+D?/(1+D+D?)]

Grice la deuxiéme hypothése décrite & la section derniére, le diagramme d’état de
ce code perforé est équivalent & celui d’un code de taux élevé bfv. Pour tracer le
diagramme d’état de ce code perforé, il suffit de considérer les transitions par groupes de b
branches. Ces groupes de b branches que l’on appelle super-branches portent les v

symboles codés. Le patron de perforation a donc b colonnes et v rangées.

Supposons que le patron de perforation soit Py, le diagramme d’état du code de la

figure 5.5 est alors représenté a la figure 5.6.
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100X(10)

011X(01)

IT1X(11)

101X(11)

110X(10)

000X(00) 101X(11)

010X(00)

100X(10)

001X(01)

Figure 5.6: Diagramme d’état d’un code perforé R = 2/3

En interprétant les codes perforés comme de vrais codes de taux de codage élevé,

la représentation des mots de code dans I’arbre ou dans le treillis du code origine est
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Iégérement modifiée. Les branches sont formées de super-branches qui regroupent les b
branches du code origine. Les représentations de I’arbre et du treillis de ce code perforé

sont illustrées aux figures 5.7 et 5.8 respectivement.

00 N 00

1X
0x 10

—000
1X 01
11
00
00

——( 00

11

. Figure 5.7: Représentation de ’arbre d’un code perforé R = 2/3
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00

10

01

11

Figure 5.8: Représentation du treillis d’un code perforé R = 2/3

Pour bien garder la caractéristique “systématique” des codes perforés, les éléments
de la premiére ligne du patron de perforation que I’on choisit doivent tre uniquement
constitués de “1”. Par exemple, pour un code origine de taux de codage R = 1/2, on
voudrait obtenir les code perforés de taux de codage R = {2/3, 3/4, 4/5, 5/6, 6/7, 7/8}.

Dans ce cas, on choisit les patron de perforation de la sorte:
IR INIRS S NINRES!
10/ 10()_’ 1 000/{10000
11
00

Une propriété des codes perforés veut que, pour un méme taux de codage,

1
0

O -
O =
[ew I

111111 [1
100000 |1

lorsqu’ on change la position du “1” de la deuxiéme ligne du patron de perforation, le
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spectre reste inchangé. Par exemple, pour p = E (1)] ou p — [1 IJ les spectres du
01

code perforé du taux R = 2/3 sont identiques. Le tableau 5.1 illustre les spectres de ces

deux codes perforés.

Tableau 5.1: Comparaison de codes perforés avec les patrons de perforation différents

P= B (1)} d| a4y Cy P= [(1) ﬂ d| Ay C
—
3 |1 3 3 3
4 | 10 4 la 10
5 |14 44 5 |14 44
6 |40 154 6 |40 154
7 |115 521 7 |115 521
8 | 331 1724 8§ | 331 1724
9 | 953 5609 9 |953 5609
10 | 2744 18008 10 | 2744 18008
11 | 7901 57201 11 | 7901 57201
12 [ 22750 | 180106 12 [22750 | 180106
13 | 65506 | 562944 13 | 65506 | 562944
14 | 188617 | 1748632 14 | 188617 | 1748632
15 | 543101 | 5402681 15 | 543101 | 5402681
16 | 1563797 | 16615138 16 | 1563797 | 16615138
17 | 4502774 | 50889898 17 | 4502774 | 50889898
18 | 12065221 | 155309470 18 | 12965221 | 155309470
19 | 37331866 | 472470604 19 | 37331866 | 472470604
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54 PERFORMANCE  DES CODES CONVOLUTIONNELS
RECURSIFS SYSTEMATIQUES PERFORES

Comme dans le cas des codes non perforés, la performance des codes
convolutionnels récursifs systématiques perforés est €valuée a partir de leurs spectres. Au
chapitre 3, nous avons déja présenté la définition du spectre, les relations entre le spectre
et le calcul de la probabilit€ d’erreur, et les méthodes permettant de déterminer le spectre.
Dans cette section, nous calculons les performances des codes convolutionnels récursifs

systématiques perforés.

Il est aussi possible d’évaluer les performances d’un code convolutionnel récursif
systématique perforé a partir de son diagramme d’état. Reprenons le diagramme d’état du
code perforé que 1’on utilise comme exemple (figure 5.6) en remplacant les transitions par

B et D afin d’obtenir le diagramme d’état de la figure 5.9.

Figure 5.9: Diagramme d’état d’un code perforé R=2/3en Bet D
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En utilisant la méme méthode du chapitre 3, la fonction de transfert en série de

puissance D est obtenue de la facon suivante:
T(D,B) = D°B3+D*(3B%+B* +D> (13B3 +B%) + ...

aT (D, B)

5 = 3D°B% + D* (6B +4B%) + D’ (39B% +5B%) + ...

Le développement de cette fonction de transfert sera démonstrée 3 Annexe 1.

On peut donc obtenir les termes A; et C; du spectre des poids a partir de T(D, B)

T(D,B)|,_ = 3 AD; = D3+ap*+14D% + ..

_i = d_,’."::
dT (D, B) l
dB Bo1

= Z C;D; = 3D3 + 10D* + 44D° + ...
j=dfree

Il est possible d’évaluer le spectre de codes perforés en déterminant la fonction de
transfert & partir du diagramme d’état. Mais le spectre peut aussi &tre €valué par ordinateur
en utilisant la technique d’exploration de I'arbres. Cette méthode est beaucoup plus rapide
et efficace. On a modifié 1’algorithme “bidirectionnel” décrit dans [21] pour les codes
perforés. Ce logiciel modifié permet en méme temps de trouver les spectres des codes
convolutionnels non récursifs non systématiques perforés et ceux des codes

convolutionnels récursifs systématiques perforés.

Les spectres des codes perforés de R = 2/3 avec le patron de perforation P qui est

définit dans la section 5.1 sont présentés dans le tableau 5.2.
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Tableau 5.2: Spectre des codes perforés: R=2/3, P = [1 IJ 3<K<9

10|’

codes origines

codes perforés R=2/3

K

G

(ag)
[cql

e — s

3 {1,577

k4

(1, 4, 14, 40, 115, 331, 953, 2744, 7901, 22750, 65506, 188617,
543101, 1563797, 4502774)

[3, 10, 44, 154, 521, 1724, 5609, 18008, 57201, 180106, 562944,
1748632, 5402681, 16615138, 50889898]

1, 17/15

(3, 11, 35, 114, 378, 1253, 4147, 13725, 45428, 150362, 497681,
1647267, 5452266, 18046379, 59731456)

[10, 33, 146, 538, 2046, 7595, 27914, 101509, 366222, 1312170,
4674258, 16567175, 58462900, 205511847, 719960394]

1,3523

(1,0,27,0, 345, 0, 4515, 0, 59058, 0, 772627, 0, 10107642, 0,
132230266)

(3,0, 106, 0, 1841, 0, 30027, 0, 471718, 0, 7201171, O,
107686039, 0, 1585096699]

1, 53775

(19, 0, 220, 0, 3089, 0, 42725, 0, 586592, 0, 8085210, O,
111315783, 0, 1532925641)

(82,0, 1260, 0, 21530, 0, 354931, 0, 5643947, 0, 88444551, 0,
1364368734, 0, 20808088020]

1, 171/133

(1, 16, 48, 158, 642, 2435, 9174, 34701, 131533, 499312,
1891754, 7165914, 27160547, 102939934, 390103650)
[3. 76, 269, 960, 4290, 18034, 74197, 303431, 1237276,
5030802, 20324463, 81763094, 328002734, 1311800821,
5231393084}

1,371/247

(3,0,71,0, 1032, 0, 14469, 0, 210819, 0, 3041149, 0, 43985963,
0, 635562375)

(13, 0,392, 0, 7081, 0, 118852, 0, 2008342, 0, 33041542, O,
536313579, 0, 8595455776]

1,753/561

(3,9, 50, 190, 641, 2507, 9745, 37120, 142220, 544948, 2086538,
7988101, 30588852, 117140948, 448544740)

[15, 50, 292, 1246, 4703, 20167, 84481, 346376, 1422291,
5809959, 23643588, 95854870, 387422765, 1561740153,
6279014364]




En changeant le patron de perforation P, on a les différents codes perforés de taux
de codage allant de 2/3 4 7/8. Le tableau 5.2 montre uniquement des codes perforés de

taux de codage R=2/3. Les autres codes sont présentés 3 Annexe II.

Pour déterminer la borne supérieure sur la probabilité d’erreur par bit, il suffit
d’appliquer I’équation (3-11) en utilisant les termes C; trouvés au tableau 5.1. La figure
5.10 fournit les performances des codes perforés du tableau 5.1. Comme dans le cas des
codes non perforés, lorsque la longueur de contrainte K est plus grande, ces performances
sont meilleures. La figure 5.11 compare plusieurs codes perforés qui sont engendrés par le
méme code origine. On constate que lorsque le taux de codage R diminue, la probabilité

d’erreur diminue aussi.

Les codes perforés augmentent le taux de codage de code origine, mais ils
possédent la structure sous-jacente des codes de faible taux dont ils sont dérivés. s
peuvent €tre utilisés partout ol un taux de codage élevé est requis, sans augmenter la

complexité du processus de décodage des codes convolutionnels de faible taux de codage.
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Figure 5.10: Codes perforés avec le patron de perforation P
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CHAPITRE 6

CODAGE A CONCATENATION PARALLELE DE
CODES CONVOLUTIONNELS

Une nouvelle stratégie de correction d’erreur a été récemment proposée par Berrou
et al. [15]. Depuis, plusieurs recherches ont été menées dans ce domaine, en particulier sur
I’étude des distributions des poids pour des codes utilisant une concaténation paralléle de

codes convolutionnels [8] [28].

Ce systtme de codage correcteur d’erreur consiste A utiliser une concaténation
paraliele de deux ou plusieurs codeurs convolutionnels récursifs systématiques. Les
performances d’erreur d’un tel systéme exprimées en termes de probabilité d’erreur par bit
sont parmi les plus élevées, se rapprochant le plus de la limite de Shannon [15].
L’évaluation des performances d’erreur a déja ét€ obtenue par Benedetto et Montorsi [7]
pour une concaténation parallele de codes en blocs et pour celle de codes convolutionnels
récursifs systématiques. En utilisant la méthode proposée par Podemski, Holubowicz,
Berrou, et Glavieux [8] pour trouver le spectre d’un code, on obtient une borne supérieure
sur la probabilit€ d’erreur par bit pour un canal i bruit blanc gaussien additif. Pour le
calcul de cette borne, on suppose que le décodage utilise un décodeur 3 maximum de

vraisemblance.

Dans ce chapitre, on présente la structure du codage CPCC (concaténation

parallele de codes convolutionnels). On y présente aussi le spectre, la représentation en
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hyper-treillis et les performances d’erreur des codes CPCC. Par la suite, on aborde la

perforation des codes CPCC.

6.1 PRINCIPE DU CODAGE CPCC

Le schéma de principe de codage CPCC est illustré a la figure 6.1. Ce codeur
consiste a utiliser deux codeurs convolutionnels récursifs systématiques séparés par un

entrelaceur.

dk - Xk
[ %K Codeur C; |—» Yy
\
Entrelaceur
d’r.

L] Codeur C, —» Yy

Figure 6.1: Codeur CPCC

De facon générale, les deux codeurs constituants C; et C, sont identiques. La
présence d’un entrelaceur de dimension N fait en sorte que les mémes bits d’information
sont appliqués aux deux codeurs Cj et C,, mais dans un ordre différent. Ainsi, 4 un instant
k donné, le premier codeur C; regoit le bit dy. pour générer la paire (Xi, Y1), tandis que le
deuxieéme codeur C; recoit le bit d’j pour produire la paire (Xj, Yop). Les bits

d’information sont regroupés par blocs de longueur N, égale i celle de 1’entrelaceur.

Notons que le nombre de codeurs constituants formant le codeur CPCC peut étre
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supérieur a deux. De plus, les codes utilis€s peuvent étre différents. Cependant, tout au
long de ce mémoire, on considére que les deux codeurs utilisés sont identiques. Puisque la
probabilité d’erreur d’un code convolutionnel récursif systématique est plus faible que
celle d’un code convolutionnel non systématique a faible rapport signal & bruit. Et les
codes convolutionnels non systématiques ne sont pas attrayants, car ils ont la méme
distance libre que les codes convolutionnels récursifs systématiques. Donc, on choisit les
codes convolutionnels récursifs systématiques pour construire les codes CPCC de sorte

que globalement les codes CPCC sont systématiques.

Soient les deux codeurs constituants de taux de codage Ry = bAV|, Ry = b/Vy. Le

taux de codage global du codeur CPCC est alors

b _ 1
v1+v2—b I/R1+1/R2—1

bits/symboles. (6-1)

En réarrangeant les termes de (6-1), on obtient I’équation suivante:

1
R

1 1
— =1 (6-2)
R, R,

En général, pour un nombre L de codeurs, chacun de taux de codage R;, i = 1, 2,

.., L, on obtient:

L
1 1
DN A

i=1 1t
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Donc, pour deux codeurs constituants identiques de taux de codage R; = Ry = /v,
le taux de codage total devient R = 1/(2v-1). Par exemple, dans le cas du codeur de la
figure 6.1, les taux de codage R; et R, sont égaux a 1/2, de sorte que le taux de codage

total est R = 1/3.

Le calcul d’'une borne supérieure sur la probabilité d’erreur par bit, permet
d’évaluer la performance d’un code CPCC. Pour ce faire, il faut tout d’abord déterminer

I’hyper-treillis correspondant au code CPCC.

6.1.1 Représentation en treillis

Considérons un codeur CPCC formé par une entrelaceur bloc de longueur N et de
deux codeurs convolutionnels récursifs systématiques C; et C, identiques de taux de
codage R1 = Ry = 1/2, de longueur de contrainte K = 3 et dont la matrice de générateurs G

=[1, 7/5]. Ce codeur CPCC est illustré a la figure 6.2.

> X
U _»é’ . !
y 8}
E \é/ -
I a——
%)
~ .

Figure 6.2: Codage CPCC
. utilisant deux codeurs convolutionnels identiques Ry=Ry=1/2, k=3, G=[1, 7/5]
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Pour examiner complétement le comportement de ce codeur CPCC, nous
considérons un hyper-treillis de 4*4=16 é&tats, tel que représenté i la figure 6.3. Dans ce
treillis, le nombre de noeuds a chaque niveau est €gal au nombre d’états. Les états sont
représentés sur un axe vertical. Chaque état est une combinaison de deux états des codeurs
constituants, séparés par une virgule. Les symboles codés i la sortie de I’encodeur sont
indiqués a coté de chacune des branches. La longueur du bloc de données, donc de

I’entrelaceur étant N, le treillis est tronqué 4 la N branche.

6.1.2 Représentation en arbre

Dans cette représentation, on illustre les transitions entre les états du code par un
chemin partant de I’état zéro se trouvant a I’origine de I’arbre, vers les états ultérieurs. Les
paires d’états sont reliées par une branche de I’arbre. Chaque noeud de 1’arbre :illustre
alors un état du codeur CPCC. Les symboles de chaque état sont indiqués 2 la gauche du
noeud de cet état. L’état de premier codeur constituant est €crit au-dessus de la branche, et
I’état de deuxie¢me codeur est indiqué au-dessous de la branche. Les trois symboles codés
obtenus a la sortie de I’encodeur sont indiqués sur chacune des branches. La figure 6.4

montre une partie de 1’arbre du code CPCC de la figure 6.2.

La représentation en arbre est trés redondante par rapport a celle en treillis. Mais la
plupart des algorithmes permettant de déterminer le spectre d’un code utilise 1’exploration
dans un arbre [20] et [21]. Ainsi, pour un code CPCC, on opte aussi pour la représentation

en arbre afin de réaliser notre recherche.
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6.1.3 Entrelaceur

La présence de ’entrelacement dans les codes CPCC permet de construire des
codes en apparence longs sans toutefois utiliser des codeurs ayant une grande longueur de
contrainte. A la réception, des entrelaceurs sont utilis€s au décodage dans la but de fournir
a chaque itération des séquences d’information en apparence différentes. En d’autres
termes, ’entrelacement joue un rdle de décorrélateur entre les symboles utilisés dans la
procédure de décodage. Cette décorrélation ou indépendance entre les symboles est

nécessaire pour améliorer la convergence de la procédure de décodage.

L’entrelaceur permet de modifier I’ordre des bits d’information d’une séquence.
Ainsi, pour un code CPCC, le codeur constitnant ' encode directement la séquence
d’information alors que le codeur C; encode un version entrelacée de la méme séquence
d’information. La méthode la plus simple d’entrelacer est d’utiliser un entrelaceur bloc. Il
s’agit d’écrire les bits d’information ligne par ligne dans une matrice de dimension /xJ
(idéalement carrée) et de les lire colonne par colonne. Dans ce cas, on dénote par N = IxJ,

la longueur de I’entrelaceur. La figure 6.5 illustre un exemple d’entrelaceur en bloc ayant

une longueur N = 16.

12.3.4.56,7.89,10,11,12,13,14,1516 | 5 | 61 7 | 8 |1,5913.26,10,14,3,7,11,15.4,8,12,16
9 10 11112

13114 15(16

Figure 6.5: Exemple de fonctionnement d’un entrelaceur en bloc, N = 16
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Un autre type d’entrelaceur utilise un entrelacement al€atoire. Un entrelaceur
aléatoire de longueur N fonctionne de la maniére suivante: pour chaque séquence (ou
bloc) de N bits d’information, une série de nombres aléatoires compris entre 1 et N est
générée. Cette séric de nombres correspond a la nouvelle position des bits dans le bloc
entrelacé [29]. Par exemple, soit une séquence de 16 bits d’information en I’ordre de 1, 2,
3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16. Aprés entrelacement aléatoire, la séquence
d’information suit 'ordre 1, 4, 6, 2, 9, 16, 13,11, 15,7, 3, 8, 5, 12, 10, 14, ou en I'ordre 1,
8,5,10,15,13,7,2, 14,6, 16,4, 11, 3, 12, 9.

6.2 ANALYSE DES PERFORMANCES DES CODES CPCC

£o% &

L’analyse des performances d’erreur a déja été obtenue par Benedetto et Montorsi
[7] pour une concaténation paralléle de codes blocs ainsi que pour celle de codes
convolutionnels. En utilisant la méthode proposée par Podemski, Holubowicz, Berrou,
Glavieux [8], pour trouver le spectre d’un code, une borne supérieure sur la probabilité
d’erreur par bit est obtenue en considérant un canal 4 bruit additif blanc et gaussien et un

décodeur 4 maximum de vraisemblance.

L’ analyse théorique des performances d’erreur des codes CPCC peut se faire en
définissant un entrelaceur comme étant un composant probabiliste capable de produire,
pour une séquence d’entrée de longueur N (égale a celle de ’entrelaceur) et de poids w,

I’ensemble de toutes les permutations A des bits de valeur “1” appartenant i cette

= (3]

séquence, ce qui s’€crit:
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En supposant que la variable A a une densité€ de probabilité uniforme, la probabilité

d’apparition de I’une de ces permutations est données par:

_ N
= 1)

Si on admet I’hypothése que le bruit sur le canal est blanc, gaussien et additif et
que le décodage est basé sur le maximum de vraisemblance, la borne supérieure sur la

probabilité d’erreur moyenne par bit pour un code CPCC est donnée par [7]:

oo N
P Y Y (nw~w)/(lw‘f)-Pd o

d = df,eew =1

ol n,, est le nombre de mots de code de poids w et oll P est la probabilit€ d’erreur d’une

paire de mots de code de distance égale 4 d:

Ep
Pd=Q(2-d-R-1v0) (6-5)

1 ¢,
avec @ (x) = j—-——e dt
2 J2r

L’ équation (6-4) montre la relation qui existe entre les performances d’erreur et le
spectre d’un code. L’analyse des performances se réduit alors a la détermination de ce
spectre. Une méthode permettant de déterminer le spectre d’un code consiste i effectuer

une exploration dans un arbre représentant le code (voir Figure 6.6).
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Dans cet arbre, chaque chemin débute par un bit d’information “1” et termine 2 un
nocud d’état zéro pouvant se terminer au maximum a la Nitme profondeur du treillis.
L’ état z€ro du codeur CPCC est différent de celui du codeur convolutionnel classique, car
Ie codeur CPCC consiste en deux codeurs convolutionnels. Selon [8], au lieu d’appliquer
une séquence binaire arbitraire pour le code CPCC, on prend une séquence sélectionnée
qui force a remettre le codeur convolutionnel C; a I'état zéro. Cette séquence s’appelle
séquence de retour-a-z€ro. Les auteurs de [8] ont prouvé que pour n’importe quel code
convolutionnel récursif systématique, il existe une seule séquence de retour-a-zéro. Par
exemple, pour le code convolutionnel récursif systématique (1, 7/5), la séquence de
retour-a-z€ro est x = [101], pour le code convolutionnel récursif systématique (1, 5/7),
c’est x = [111]. Donc, on considére que I’état zé€ro d’un codeur CPCC correspond
iai z&ro du premuer codeur convoiuionnel Cj.

Pour chercher le spectre dans un arbre, il s’agit de calculer le poids et le nombre de
bits d’information *“1” cumulés sur le chemin reliant le noeud d’état zéro situé dans le
sous-section de 1’arbre du code débutant par un bit d’information “1”" et le noeud inclus
I’état zéro du codeur convolutionnel Cy. Seuls les noeuds d’état zéro qui sont avant ou 4 la

N grane doivent étre considérés, 4 I’exception bien sir du noeud origine.
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Dans le cas d’un code CPCC, la représentation du spectre est modifiée afin de
faciliter I’analyse des performances d’erreur du code. Le tableau 6.1 donne le spectre du

code de la figure 6.6.

Tableau 6.1: Spectre du code CPCCdeR=1/3,N=4
avec les codes originesde Ry =Ry =1/2, K =3, G = (1, 7/5)

X
|
Ahhwhwwﬂs

O]l ]| Q| 2| o &
Rl =] =] N =

— 1 W

Le spectre d’un code convolutionnel représente 1’ensemble des mots de code non-
nuls dénombrés en fonction de leurs distances de Hamming par rapport & un mot de code
nul. Le spectre du code CPCC est défini en utilisant un tableau de trois colonnes:

d: le poids des mots de code,

n: le nombre de mots de code de poids 4,

w: le nombre de bits d’information *“1” correspondant au mot de code de poids d.

Chaque triplet {4, n, w} compose une raie du spectre. Seules les raies de poids égal

ou supérieur & dg,, du code origine influencent le calcul de la probabilité d’erreur du code.
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Parmi les raies du spectre d’un code CPCC, quelques unes sont différentes par
rapport a la longueur de ’entrelaceur N. Pour le code CPCC ayant un taux de codage total
R = 1/3 utilisant des codes constituants avec R; = Ry = 1/2, K =3, G = (1, 7/5), quelques

résultats obtenus sont fournis aux tableaux 6.2 et 6.3.

Tableau 6.2: Spectre du code CPCCde R=1/3, N=16
avec les codes originesde R =R, =1/2, K =3, G =(1,7/5)

d n w :# d n w
GEL 1 :T 2 12 129 2
7 3 2 12 617 4
7 1 4 1l 12 319 ]
8 6 2 12 16 8
8 6 4 *13 276 2
9 13 2 13 1642 4
9 23 4 13 1271 6
9 1 6 13 138 8
10 28 2 13 1 10
10 75 4 * 14 578 2
10 11 6 * 14 4217 4
11 60 2 * 14 4520 6
11 222 4 14 863 8
11 68 6 14 21 10
11 1 8
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Tableau 6.3: Spectre du code CPCCde R=1/3, N=32
avec les codes origines de Ry =R, =1/2, K=3, G=(1,7/5)

d n w d n w
6 % 2 12 129 2
7 3 2 12 617 4
7 1 4 12 319 6
8 6 2 12 16 8
8 6 4 *13 277 2
9 13 2 13 1642 4
9 23 4 | 13 1271 6
9 1 6 13 138 8
10 28 2 13 1 10
10 75 4 * 14 595 2
10 11 6 * 14 4232 4
11 60 2 * 14 4541 6
11 222 4 14 863 8
11 68 6 14 21 10
11 1 8 T

On remarque, a partir des tableaux 6.2 et 6.3, que les raies du spectre d’un code

CPCC varient peu en fonction de la taille de I’entrelaceur.

En effet dans les tableaux 6.2 et 6.3, nous constatons que les raies indiquées par le
symbole * ne sont pas égales. Les valeurs de N = 32 sont plus grandes que celles de N =

16. Cela signifie que lorsque N augmente, le nombre de chemins qui débutent par un bit
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d’information “1” et qui terminent a un noeud d’état z€ro augmente aussi. En considérant
I’équation (6-3), on constate que si longueur de ’entrelaceur N augmente, la probabilité
d’erreur diminue. La figure 6.7 illustre la comparaison des probabilités d’erreur du code

de la figure 6.2 pour différentes valeurs de N = 16, 32, 64, 128, 192.

Jusqu’a présent nous avons €tudié les performances d’erreur du code CPCC. On
peut maintenant se demander, si les performances d’erreur des codes CPCC sont

meilleures que celle du code constituant. Donc, voici quelques comparaisons

intéressantes.
1 -
i - Borne sur la probabilité d’erreur par bit
j ' Canal blanc gaussien non quantifié
0.1; ‘ code constituant
L
e -
0.01. code CPCC avec N=16 ™.
0.001 ' . . v . v .
1.2 1.4 1.6 2 24 2.6 2.8 3

1.8 2 2.
Ey/Ng (dB)

Figure 6.8: Comparaison du code origine et du code CPCC
avec codes récursifs systématiques Ry=R,=1/2, K=3, G=(1,7/5)
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La figure 6.8 montre les performances d’erreur du code constituant et du code
CPCC engendré par ce code constituant. Nous constatons que méme si la valeur de N est

petite, le code CPCC donne de meilleurs performances d’erreur que le code constituant.

1
Bormne sur la probabilité d’erreur par bit
A - Canal blanc gaussien non quantifié
0.14 °
. K=9,R=1/2,G1=561,G»=753
0.01-
Lo
a.
0.001] " _— 1.2,<1=433f5",§32=5723
code CPCCavecN=192 "o
le-05 . . — . . . v B
1.2 14 1.6 2 24 26 2.8 3

1.8 2 2.
Ey/Ng (dB)

Figure 6.9: Comparaison des codes de K élevés
et du code CPCC avec codes récursifs systématiques Ry=R,=1/2, K=3, G=(1,7/5)

La figure 6.9 illustre les performances des codes convolutionnels récursifs
systématiques et des codes CPCC pour différentes valeurs de N. Nous rappelons que la
probabilité d’erreur décroit exponentiellement avec la longueur de contrainte K du code.
La comparaison entre un code ayant une longueur de contrainte K = 12, R = 1/2, Gy =
4335, G, = 5723 et le code CPCC ayant R = 1/3, K =3, G = (1, 7/5) avec N = 192 nous
montre que le code CPCC offre de meilleurs performances et ce pour de faibles E/N (de

1243 dB).
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Remarquons qu’a la figure 6.9, il y a un croisement entre la courbe de performance
d’erreur du code ayant une longueur de contrainte K = 12, R = 1/2, Gy = 4335, G, =5723
et celle du code CPCC avec R=1/3, K =3, G = (1, 7/5) avec N = 64. Ainsi, ces résultats
montrent que les performances d’erreur du CPCC sont parfois inférieures aux
performances d’erreur d’un code convolutionnel récursif systématique. En effet, lorsque le
rapport signal a bruit £;/N est plus petit ou égal & 1.7 dB, il est clair que le CPCC avec R
=1/3, K =3, G = (1, 7/5) avec N = 64 donne de meilleures performances d’erreur en
compéraison du code convolutionnel récursif systématique. D’autre part, pour Ep/N
supérieur a 1.7 dB, la technique utilisant un code convolutionnel récursif systématique de
longueur de contrainte K = 12, un taux de codage R = 1/2 et deux générateurs spécifi€ par
G = 4335, G, = 5723 fournit des performances d’erreur sup€rieures a celles du code

ratalal

~
rec.

6.3 PERFORATION DES CODES CPCC

La technique de la perforation est utilisée pour obtenir des codes de taux de codage
élevé et variable. Afin d’augmenter le taux de codage global R d’un code CPCC,
initialement égal & 1/3, un perforateur est ajouté a la sortie du codeur CPCC. Le codeur

ainsi obtenu est représenté a la figure 6.10.
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Figure 6.10: Schéma de principe de ia perforaton d un codeur CPCC

La seule condition pour choisir la matrice de perforation P est que la premiére
ligne de cette matrice soit formée uniquement de “1”, afin que le code résultant demeure
systématique. I est & noter que cette exigence implique que le taux de codage global R =
b/v doit satisfaire a la condition b < v - 2. En effet, puisque tous les b bits d’information
doivent €tre transmis et que chaque codeur doit transmettre au moins un symbole codé,
alors v est au moins égal 4 b + 2. Pour un code de taux de codage initial R’ = 1/vg et de
taux de codage global R = b/v, le nombre total de possibilit€s de matrices de perforation
estégal a (vg - 2) *p2. Par exemple, pour un taux de codage global R = 4/6, obtenu 2 partir
du code CPCC de taux de codage initial R = 1/3, le patron de perforation pourrait &tre

donné par la matrice suivante:

1111
P=11000
0100



107

Notons qu’il peut y avoir des patrons de perforation différents pouvant donner des
codes perforés de méme taux de codage, mais de performances d’erreur différentes.
Cependant, le probléme qui se pose est de déterminer parmi ces codes lesquels des patrons
de perforation offrent les meilleures performances d’erreur. Les calculs des spectres et des

performances de ces codes, nous donnent un moyen de déterminer les meilleurs patrons de

perforation.

Pour faciliter notre étude, nous prenons le code CPCC de taux de codage global
R = 1/3 résultant de la concaténation paralléle de deux codeurs convolutionnels récursifs
systématiques de taux de codage Ry = Ry = 1/2, K = 3, G = (1, 7/5) et utilisant un
entrelaceur de longueur N = 16. Les taux de codage considérés sont R = 2/4, 4/6, 6/8, 8/10.
Pour un taux de codage particuiier, ie specure du code ainsi que ia probabilité d’erreur par
bit sont obtenus pour chaque patron de perforation possibles. Les performances d’erreur
sont alors comparées entre eux, nous permettant ainsi de choisir la configuration de la
matrice de perforation P qui minimise Ia probabilité d’erreur par bit. Cette procédure nous

permet de déterminer les patrons de perforation suivants:

11 1111

Py,s =101, Pyse =10100|-

10 1000
111111 11111111
Pc,s =1010000(. Pg/10=(01000000|-
100000 10000000

Les performances d’erreur de ces codes perforés sont représentées a la figure 6.11.
Comme c’est le cas pour les codes convolutionnels récursifs systématiques perforés, on

observe une dégradation lorsque 1’on passe d’un taux de codage R =2/4 A R = §/10.
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Les résultats que nous avons présenté nous montrent que la performance d’erreur
de code CPCC est meilleure que celle de codes constituants, méme si la longueur de
I’entrelaceur N est petite. La performance d’erreur s’améliore aussi par I’augmentation de

la longueur de I’entrelaceur N.

La technique de la perforation nous permet doncd’obtenir des codes de taux de

codage €levé et variable. Elle rend donc la technique plus flexible.
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CHAPITRE 7
CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous avons présenté des méthodes pour déterminer le spectre
des codes convolutionnels récursifs systématiques ainsi que celui des codes CPCC. En
utilisant ces méthodes, nous avons pu évaluer les performances d’erreur de ces codes

convolutionnels récursifs systématiques et CPCC.

L’analyse des performances d’erreur montre que ’utilisation de codes récursifs
produit de trés bonnes performances d’erreur comparées aux performances d’erreur des
codes non récursifs lorsque le rapport signal 2 bruit est faible. En pratique, les deux codes

peuvent étre toutefois considérés comme équivalents car ils ont la méme distance libre.

La perforation est une technique qui permet d’accroitre la flexibilité des systémes
de communication numérique. L'utilisation de codes convolutionnels perforés permet des
transmission avec des taux de codage variable et ce, en conservant la méme complexité de

décodage que celui du code origine.

Pour un code CPCC, l’entrelacement joue un rdle d’importance dans
I’amélioration du gain de codage. Lorsque la taille de I’entrelaceur augmente, nous
constatons une amélioration des performances d’erreur du code. Cette amélioration est
proportionnelle 2 la taille de I’entrelaceur. Au chapitre 6, nous avons constaté que méme si
la valeur N de la taille de I’entrelaceur est faible, le code CPCC donne de meilleurs

performances d’erreur que pour code constituant. En comparant les performances d’erreur
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d’un code CPCC avec celles d’un code convolutionnel récursif systématique dont la
longueur de contrainte, K, est supérieure A celle des codeurs constituants du code CPCC,
nous nous apercevons que le codage CPCC offre parfois des performances d’erreur
inférieure & celle du codage convolutionnel récursif systématique. Lorsque le rapport
signal & bruit Ep/N; est faible, le meilleur choix est de prendre le codage CPCC. Par
contre, quand Ep/Ny est plus &levé, le codage convolutionnel récursif systématique peut

étre préféré au code CPCC.

A la fin du chapitre 6, nous avons procéd€ a la perforation des codes CPCC,
conduisant 2 des codes de taux de codage variable. Comme c’est le cas pour les codes
convolutionnels récursifs systématiques perforés, nous observons une dégradation lorsque

~ta Lo X oKal

R = 2/4 a R = §/10. Maigré une dégradaiion des

1 cmmmmm F%ecm bmemr o m o T oo
40 paddc u Uil tiauaA Jc o

performances qui semble &tre plus importante que pour les codes convolutionnels de taux
de codage équivalents, les codes CPCC perforés demeurent trés avantageux 2 des rapports

signal 2 bruit relativement faibles.

Des travaux futures pourraient approfondir d’avantage 1’analyse de cette technique
de codage correcteur d’erreur. Comme mentionné au chapitre 6, le nombre de codeurs
constituants formant le codeur CPCC peut étre supérieur & deux. De plus, les codeur
constituant peuvent étre différents. Ainsi une étude pourrait porter sur le codage CPCC ot
le nombre de codeur constituants est supérieur a 2 et ol ces codeurs sont différents. Dans
ces travaux, des entrelaceurs de d’autres types (hélicoidale, aléatoire, ...) pourraient étre

aussi considérés.
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ANNEXE I
CALCUL DE FONCTION DE TRANSFERT

A.1.1 FONCTION DE TRANSFERT D’UN CODE CONVOLUTION-
NEL RECURSIF SYSTEMATIQUE

Un code convolutionnel récursif systématique avec le taux de codage R = 1/2, la
longueur de contrainte K = 3, le vecteur de générateurs G = (1, 7/5) est donné i la figure

A.1.1.1. Et son diagramme d’état est illustré a la figure A.1.1.2.

L& T
TN

Gy

- X2

Figure A.1.1.1: Codeur convolutionnel récursif systématique
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00(0)

Figure A.1.1.2: Diagramme d’état du codeur de la figure A.1.1.1

Pour calculer la fonction de transfert, il faut modifier le diagramme d’état. Le

diagramme d’€tat modifi€ de la figure A.1.1.2 peut étre représentée comme tel:

Figure A.1.1.3: Diagramme d’état modifié du codeur de la figure A.1.1.1
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La défilé de calcul est présentée comme suit:

D - D%+ D?*B?
5]

D - D?*+ D?B?

e (m)— 2 () P (=
1

D°B?(1-D + DB?)

2 252
1-2D +D*—D?B
(=)
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Donc, la fonction de transfert de la figure A.1.1.1 est:

D’B?(1-D +DB?)

T(D,B) =
1—2D + D?* - D?RB?

A.1.2 FONCTION DE TRANSFERT D’UN CODE CONVOLUTION-
NEL RECURSIF SYSTEMATIQUE PERFORE

Un code convolutionnel récursif systématique perforé avec le taux de codage
initial R = 1/2, la longueur de contrainte K = 3, le vecteur de générateurs G = (1, 7/5) est

donné a la figure A.1.2.1. Et son diagramme d’é&tat est illustré a la figure A.1.2.2.

y 24}

G \ | Perforateur —»

Gy

Figure A.1.2.1: Codeur convolutionnel récursif systématique perforé
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BD?
D
1 Lt 1 1 . BZ D2
BD*
B 2 D3 1
D
BD? BD

BD

Figure A.1.2.2: Diagramme d’état du codeur de la figure A.1.2.1

B2D3 B2p?

B2D?

Figure A.1.2.3: Diagramme d’état modifi€ du codeur de la figure A.1.2.1
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La figure A.1.2.3 présente le diagramme d’état modifié du codeur de la figure
A.1.2.1. Avec la forme matricielle, la fonction de transfert peut obtenir par la fagon

suivante.

Les équations matricielles sont:

Ey |Bp B*p® p | [E1 | BD
Ej))=| D BD BD | |Ey+|B*D|"Ey,
E;| |BD?* 1 B?*D?Y |E; |BD?

£
— _ T - - - =1 —
Eor = |B*D* BD* BD4 " |E2

E3

Posons:

BD B:D3 D
A= D BD BD
BD? 1 B*D?

[ BD
| BD?

GT = 82D? BD? BDY
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Ces deux équations peuvent s’écrire comme suivant:

E = AE + FE,,
_ ~T
Ey= G'E
ou E est le vecteur colonne contenant tous les états intermédiaires;

A, la matrice des transitions entre les états intermédiaires;
F, le vecteur colonne des transitions entre I'état Ey; et tous les états intermédiaires;

G, le vecteur colonne des transitions entre tous les états intermédiaires et I'état E,p.

Donc, la fonction de transfert s’écrit:

E
T(D,B) = E—;’f = GT[I-A]"'F
l

Quand la dimension de la matrice est grand, elle est difficile A calculer. II est

possibie de faire I’inversion [/ — A] ~len exprimant ce terme sous forme de série,

[[—A]" ! = T+A+A%2+A3+ .

Dans ce cas, la fonction de transfert est obtenue:

T(D,B) = GIF+GTAF + GTA’F+GTA3F + ...

D3B3+ D*(3B%*+B% + D’ (13B3+B%) +...
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ANNEXE IT

SPECTRES DES CODES CONVOLUTIONNELS
RECURSIFS SYSTEMATIQUES

Dans cette annexe, nous présentons des résultats des spectres des codes

convolutionnels récursifs systématiques.
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Tableau A.2.1: Spectres de codes convolutionnels non systématiques et des codes

convolutionnels récursifs syst€ématiques, R=1/2,3 <K <9

(4,)
GI dfree (Gl
{Cr,}
5 (1,2,4,8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, 4096, 8192, 16384)
(1,4,12, 32,80, 192, 448, 1024, 2304, 5120, 11264, 24576, 53248, 114688,
245760]
{2,6, 14,32, 72, 160, 352, 768, 1664, 3584, 7680, 16384, 34816, 73728,
155648}

4 15 6 (1,3,5,11, 25, 55, 121, 267, 589, 1299, 2865, 6319, 13937, 30739, 67797)
17 [2, 7, 18, 49, 130, 333, 836, 2069, 5060, 12255, 29444, 70267, 166726,
393635, 925334]

{4, 9,20, 51, 124, 303, 728, 1739, 4134, 9771, 22990, 53885, 125838,
293049, 680440}

(7 24 16 37. 68 176 427 QI8 2186 5182 11806 76RAR KIQQS]
Ny iy S, A0, 27,08, 270,925, 7 S0 La22, 24020, L0388, SLSSS,

g -

W
~N W

e

- S

35 145085)

[4, 12, 20, 72, 225, 500, 1324, 3680, 8967, 22270, 57403, 142234, 348830,
867106, 2134239]

{8, 12, 16, 84, 213, 406, 1156, 3104, 7021, 17372, 44427, 106518, 257200,
634556, 1537281}

6 53 8 (1, 8,7, 12, 48, 95, 281, 605, 1272, 3334, 7615, 18131, 43197, 99210,

75 237248)
[2, 36, 32, 62, 332, 701, 2342, 5503, 12506, 36234, 88576, 225685, 574994,
1400192, 3554210]
(4,34, 32,62, 288, 604, 1884, 4430, 9926, 27794, 67380, 168606, 424768,
1025664, 2570672}

7 133 10 (11,0, 38,0, 193, 0, 1331, 0, 7275, 0, 40406, 0, 234969, 0, 1337714)
171 (36,0, 211, 0, 1404, 0, 11633, 0, 77433, 0, 502690, 0, 3322763, 0,
21292910]

{60, 0, 223, 0, 1368, 0, 10963, 0, 66171, 0, 408918, 0, 2619965, O,
16222096}

8 247 10 (1, 6, 12, 26, 52, 132, 317, 730, 1823, 4446, 10739, 25358, 60773, 146396,

371 350399)

[2, 22, 60, 148, 340, 1008, 2642, 6748, 18312, 48478, 126364, 320062,
821350, 2102864, 5335734)

{6, 28, 70, 182, 360, 984, 2530, 6156, 16308, 41924, 107014, 265396,
666098, 1677978, 4189876}

9 561 12 (11, 0, 50, 0, 286, 0, 1630, 0, 9639, 0, 55152, 0, 320782)
. 753 [33, 0,281, 0, 2179, O, 15035, 0, 105166, 0, 692330, 0, 4580007]

(9,
~3

{67, 0, 349, 0, 2295, 0, 14575, 0, 96680, 0, 606538, 0, 3848633}
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Tableau A.2.1 (suite): Spectre des codes convolutionnels non systématiques et des codes

convolutionnels récursifs systématiques, R=1/2, 10< K< 16

G (A,)
K 1 d (G
Gy Sree (cr,
ﬁ: S — —e ————— — ——
10 1167 12 (2, 8, 15, 35, 68, 170, 458, 1084, 2574, 6177, 14939, 36200, 86856)
1545 [14,26, 74, 257, 496, 1378, 4122, 10832, 27988, 72209, 186920, 483102,
1234736]
{14, 50, 96, 271, 552, 1428, 4106, 10192, 25644, 64627, 163408, 414532,
1038094}
11 2335 14 (21, 0,74, 0, 454, 0, 2687, 0, 15629, 0, 90518, 0, 526556)
3661 [94, 0, 463, 0, 3783, 0, 26711, 0, 181571, 0, 1207474, Q, 7919894]
{148, 0, 585, 0, 4085, 0, 26881, 0, 172285, 0, 1086924, 0, 6849856}
12 | 4335 15 (16, 31, 44, 129, 309, 697, 1713, 4175, 10158, 24508, 58600, 141960,
5723 343347)
[76. 180. 374. 1142. 2783. 6836. 18709. 49242. 128178. 329408. 836478.
2151230, 5497355]
{122, 234, 360, 1134, 2875, 6854, 17637, 45154, 114532, 289116, 721920,
1818368, 4564999}
13 10533 16 (33,0, 111, 0, 779, 0, 4128, 0, 24173, 0, 142500, O, 828402)
17661 [152,0,971, 0, 6933, 0, 45436, 0, 303435, 0, 2036131, 0, 13256560]
{268, 0, 1049, 0, 7973, 0, 46662, 0, 296423, 0, 1892487, 0, 11821688}
14 | 21675 16 (4, 17, 35, 76, 193, 454, 1047, 2624, 6138, 14944, 36179, 86640, 210568)
27123 [22, 99, 218, 608, 1724, 4404, 11108, 30438, 75942, 196714, 507232,
1289364, 3311290]
{34, 143, 310, 722, 1890, 4708, 11420, 30044, 73432, 185730, 467800,
1163266, 2933186}
15 | 44735 18 (26, 0, 165, 0, 845, 0, 4844, 0, 28513, 0, 166583, 0, 968884)
63057 [133,0, 1321, 0, 7901, 0, 54864, 0, 370057, 0, 2450650, 0, 15893608]
{229, 0, 1627, 0, 9191, 0, 57526, 0, 367507, 0, 2309798, 0, 14416882}
16 126723 19 (30, 67, 54, 167, 632, 1402, 2812, 7041, 18178, 43631, 104526, 251134,
152711 605947)
[174, 420, 534, 1712, 5838, 14210, 32898, 87786, 237228, 609868,
1556396, 3945414, 10039681]
{292, 666, 552, 1880, 7304, 16870, 35336, 91922, 245526, 612890,
1520392, 3779288, 9423360}
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Tableau A.2.2: Spectres de codes convolutionnels non systématiques et des codes
convolutionnels récursifs systématiques, R=1/3,3 <K <9

Gy Ay
K| G |dye (C,l
g: G, (cr,}
— e e et it
3 |5 3 (2,0,5,0,13, 0,34, 0, 89, 0, 233, 0, 610, 0, 1597, 0, 4181, 0, 10946)
7 3,0, 15,0, 58, 0, 201, 0, 655, 0, 2052, 0, 6255, 0, 18687, 0, 54974, 0,
7 159765]
(6,0, 20,0, 64,0, 198, 0, 598, 0, 1774, 0, 5190, 0, 15016, 0, 43052, O,
122502}
4 |15 10 | 3,0.2.0,15,0,24,0,87,0,188,0, 557,0, 1354, 0, 3713, 0, 9448)
17 [6, 0, 6. 0, 58,0, 118, 0, 507, 0, 1284, 0, 4323, 0, 11846, 0, 36009, 0,
13 100844]
(10,0, 8,0, 70, 0, 128, 0, 523, 0, 1254, 0, 4089, 0, 10838, 0, 32207, 0,
88232)
5 |25 12 | (.0,3.0,13,0,62,0, 108, 0, 328, 0, 1051, 0, 2544, 0, 7197, 0, 20658)
23 [12, 0, 12,0, 56, 0, 320, 0, 693, 0, 2324, 0, 8380, 0, 23009, 0, 71016. 0,
37 222592]
{20, 0, 14, 0, 72, 0, 368, 0, 711, 0, 2436, 0, 8368, 0, 21927, 0, 67312, 0,
205852}
6 |47 13 | (L 3,6,4,5,12, 14, 33, 66, 106, 179, 317, 513, 766, 1297, 2251, 3964,
53 6721, 10969, 18818 )
75 [1, 8, 26, 20, 19, 62, 86, 204, 420, 710, 1345, 2606, 4343, 6790, 12305,
22356, 41090, 72820, 123901, 221886]
(4, 14, 32,20, 28, 70, 96, 232, 458, 772, 1356, 2576, 4290, 6684, 11798,
21132, 38692, 67378, 113524, 201222}
7 133 15 | G.5,5.6, 11, 15, 25, 54, 92, 164, 274, 450, 758, 1290, 2142, 3567, 6089,
145 10403, 17749, 29715)
175 [11, 16, 19, 28, 55, 96, 169, 338, 636, 1276, 2172, 3628, 6580, 12048,
20820, 36358, 65009, 115368, 204997, 356650]
{13, 26, 35, 40, 71, 100, 173, 410, 726, 1354, 2330, 4002, 7020, 12282,
21088, 36284, 64243, 113084, 198575, 342770}
8 | 225 16 | (1,0,8,0,24,0, 51,0, 133, 0, 405, 0, 1129, 0, 3532, 0, 9754, 0, 28746)
331 (1,0, 24,0, 113, 0, 287, 0, 898, 0, 3020, 0, 9436, 0, 32644, 0, 98472, O,
367 318914]
(4,0, 50,0, 164, 0, 390, 0, 1058, 0, 3506, 0, 10730, 0, 35496, 0, 105278, O,
328492)
9 |s61 18 | 4,0,13,0,28,0, 81,0,235,0, 646, 0, 1889, 0, 5608, 0, 16007, 0, 46407)
753 [11,0, 49,0, 136, 0, 496, 0, 1652, 0, 5122, 0, 16388, 0, 53870, 0, 167364, O,
715 529226]
(23,0, 91,0, 218, 0, 612, 0, 2018, 0, 6046, 0, 18874, 0, 59700, 0, 181378, 0,
’ 556894}
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ANNEXE I

SPECTRES DES CODES CONVOLUTIONNELS
RECURSIFS SYSTEMATIQUES PERFORES

Un codeur convolutionnel récursif syst€matique perforé est illustré i la figure

A.3.1. Le taux de codage de code origine est R = 1/2.

'
X .
U i
— Codeur P : X’
————— :
>

Figure A.3.1: Codeur convolutionnel récursif systématique perforé

Avec les différents patrons de perforation, on obtient les codes perforés de taux de

codage variable. Voici les tableaux des spectres de codes perforés de taux de codage allant

de 2/347/8.



Tableau A.3.1: Spectre des codes perforés: R=2/3, P = B

129

J ,3<K<9

codes origines

codes perforés R=2/3

K

G

(ap)
(]|

L, 517

(1, 4, 14, 40, 115, 331, 953, 2744, 7901, 22750, 65506, 188617,
543101, 1563797, 4502774)

[3, 10, 44, 154, 521, 1724, 5609, 18008, 57201, 180106, 562944,
1748632, 5402681, 16615138, 50889898]

1, 17/15

(3, 11, 35, 114, 378, 1253, 4147, 13725, 45428, 150362, 497681,
1647267, 5452266, 18046379, 59731456)

(10, 33, 146, 538, 2046, 7595, 27914, 101509, 366222, 1312170,
4674258, 16567175, 58462900, 205511847, 719960394]

1,35/23

(1,0,27,0, 345, 0, 4515, 0, 59058, 0, 772627, 0, 10107642, 0,
132230266)

(3,0, 106, 0, 1841, 0, 30027, 0, 471718, 0, 7201171, O,
107686039, 0, 1585096699]

1, 53775

(19, 0, 220, 0, 3089, 0, 42725, 0, 586592, 0, 8085210, 0,
111315783, 0, 1532925641)

(82, 0, 1260, 0, 21530, 0, 354931, 0, 5643947, 0, 88444551, 0,
1364368734, 0, 20808088020}

1, 171/133

(1, 16, 48, 158, 642, 2435, 9174, 34701, 131533, 499312,
1891754, 7165914, 27160547, 102939934, 390103650)
[3, 76, 269, 960, 4290, 18034, 74197, 303431, 1237276,
5030802, 20324463, 81763094, 328002734, 1311800821,
5231393084]

1, 3717247

(3,0, 71,0, 1032, 0, 14469, 0, 210819, 0, 3041149, 0, 43985963,
0, 635562375)

[13, 0, 392, 0, 7081, O, 118852, 0, 2008342, 0, 33041542, 0,
536313579, 0, 8595455776]

1, 753/561

(3, 9,50, 190, 641, 2507, 9745, 37120, 142220, 544948, 2086538,
7988101, 30588852, 117140948, 448544740)

[15, 50, 292, 1246, 4703, 20167, 84481, 346376, 1422291,
5809959, 23643588, 95854870, 387422765, 1561740153,
6279014364]
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Tableau A.3.2: Spectre des codes perforés: R=3/4, P = B 1 IJ ,35K<9

codes origines

codes perforés R=3/4

K G

dr

(ap)
[cql

S

3 |1,7/5

2 1 (1,_6, 21,-75, 256, 874, 2984, 10188, 34784, 118760, 405472,

1384368, 4726528, 16137376)
[2, 12, 68, 282, 1136, 4464, 17240, 65686, 247568, 924808,
3429120, 12635144, 46305408, 168907072]

4 11,1715

(3, 14, 64, 276, 1181, 5076, 21818, 93770, 403030, 1732226,
7445147, 31999355, 137533780, 591122529)

{8, 45, 249, 1271, 6286, 30630, 147212, 699524, 3293876,
15391804, 71461008, 329949003, 1516157153, 6937807892]

5 1, 35/23

(1,7, 43, 204, 936, 4437, 21239, 101402, 483434, 2304342,
10985361, 52373300, 249692847, 1190417228)

(3, 22, 176, 972, 5124, 27584, 147598, 779006, 4067691,
21075076, 108510514, 555667057, 2831949076, 14372743145]

6 |1,53/75

(1, 15, 65, 321, 1661, 8388, 42560, 215586, 1091757, 5533847,
28041728, 142076134, 719917788, 3647942648)

(3, 59, 300, 1700, 10129, 57470, 322813, 1796614, 9916116,
54393318, 296572226, 1608781414, 8689784165, 46757907651]

7 | 1,171/133

(3, 0, 149, 0, 3535, 0, 93326, 0, 2423904, 0, 63086012, 0,
1641535038, 0, 42714324205)

[10, 0, 731, 0, 22405, 0, 730817, 0, 22568801, 0, 680930247, 0,
20151179191, 0, 587666565700]

8 | 1,371/247

4, 22, 132, 685, 3404, 17774, 93755, 488788,2546150,
13288084, 69343776, 361792069, 1887695732, 9849443753)
[15, 104, 697, 4145, 23229, 134468, 778842, 4426092,
24963512, 140202159, 783428340, 4357851991, 24148250576,
133357459539]

9 | 1,753/561

(10, 77, 303, 1599, 8565, 44820, 236282, 1236772, 6486761,
34044045, 178618742, 937256996, 4917567406, 25801447415)
[52, 413, 1855, 11052, 65339, 376208, 2160054, 12230957,
69017434, 387700389, 2167946734, 12077865040,
67053023310, 371140197835]
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Tableau A.3.3: Spectre des codes perforés: R=4/5, P = |:1 11 1} 3<K<9

1000)

codes origines

codes perforés R= 4/5

K

G

(ag)
[cdl

1,5/7

(1, 15, 63, 261, 1084, 4493, 18633, 77266, 320406, 1328654,
5509642, 22847297, 94742814, 392878019)

[2, 39, 208, 1047, 5136, 24553, 115366, 534550, 2449540,
11123380, 50130692, 224486675, 999757294, 4431323237]

1, 17/15

(1,0, 93,0,2492, 0, 67375, 0, 1821412, 0, 49239974, 0,
1331151331, 0, 35986287679)

[2, 0, 313, 0, 12104, 0, 428235, 0, 14307373, 0, 460599650, O,
14447335914, 0, 444515048843]

1,35/23

4, 20, 137, 843, 4921, 29703, 179774, 1079279, 6485983,
39041796, 234880540, 1412702547, 8498248986)

[11, 67,554, 4116,27890, 191449, 1301196, 8664735, 57177578,
374954161, 2441068349, 15795921674, 101722574261]

1, 53/75

(7, 54, 307, 2005, 12962, 83111, 532859, 3417085, 21921778,
140627199, 902063096, 5786457561, 37118404365)

[22, 217, 1465, 11199, 82844, 597496, 4256276, 30025829,
210156840, 1460567718, 10090038729, 69350549839,
474537473615]

1,171/133

(3, 24, 172, 1158, 7408, 48706, 319563, 2094852, 13737566,
90083445, 590747933, 3873778522, 25402176247)

[10, 96, 848, 6552, 47789, 353697, 2575710, 18559164,
132683604, 942057640, 6649959820, 46702503877,
326551842734]

1, 247/371

(2, 15, 105, 716, 4763, 31439, 207325, 1375926, 9108602,
60276432, 399209237, 2642959760, 17498295231)

[4, 56, 512, 3964, 30238, 224286, 1647094, 12023274,
86923048, 623362184, 4448352102, 31565323588,
222996659970]

1,753/561

(8, 63, 418, 2731, 18066, 121050, 805626, 5366503, 35743953,
238127232, 1586235000, 10566977218)

[37, 317, 2409, 18093, 134318, 994728, 7265477, 52678793,
379419665, 2717687374, 19369590288, 137466797748]
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Tableau A.3.4: Spectre des codes perforés: R=5/6, P = [1 111 1} 35K<9

10000}

codes origines

codes perforés R= 5/6

K G

#

3 | L75

dr

2

=4__.,,.,____ . [cdl

(ag)

(6, 20, 125, 537, 2543, 11581, 53529, 246036, 1133245, 5215601,
24011238, 110528930, 508810109, 2342224891)

[12, 40, 452, 2098, 12314, 63536, 334840, 1714858, 8734868,
43998460, 220137510, 1094080968, 5408535126, 26609243310]

4 |1,15/17

(3,9, 124, 571, 3942, 22423, 139674, 832631, 5068241, 30544540,
184957531, 1117445884, 6758497057)

[6, 18, 472, 2260, 20540, 128040, 929686, 6113002, 41416110,
272532432, 1797004930, 11718051394, 76161743182]

th
-
%)
(:A)
w
Ch

[ O8]

(2, 6,99, 485, 3713, 24203, 166853, 1119504, 7605354, 51339289,
348067467, 2355007217, 15941219634)
[4, 12, 384, 1924, 19824, 140282, 1131802, 8378774, 63345462,

467806530, 3449875718, 25206336042, 183372631506]

6 | 1,53/75

(19, 171, 1251, 9573, 75097, 584394, 4543202, 35354659,
275053493, 2139791948, 16647596153, 129517325265,
1007630096839)

[64, 730, 6311, 56329, 504412, 4408689, 38045121, 325388978,
2759573175, 23243056930, 194639020569, 1621703112560,
13452410524783]1

7 | 1,171/133

(1, 17, 136, 1143, 8717, 69488, 550980, 4362319, 34545004,
273640159, 2167394710, 17166768465, 135969904852)

[3, 61, 591, 5900, 52293, 474356, 4213541, 36953475, 321117927,
2769163611, 23719401170, 202015463354, 17121201139960]

8 1,371/247

(2, 10, 87, 902, 6409, 52777, 407216, 3288190, 25790336,
205819300, 1625226521, 12916035300, 102250258947)

[6, 37, 392, 4749, 39393, 365955, 3170564, 28260558, 243263979,
2109634230, 18009782102, 153748856818, 1301852217433]

9 11,753/561

(4, 22, 235, 1930, 15238, 123828, 997012, 8048187, 64967995,
524339542, 4232340197, 34160984107, 275726621389)

[14, 90, 1198, 11520, 103313, 941421, 8411183, 74598836,
656274294, 5732956268, 49796748995, 430358783789,
3703047821477]
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Tableau A.3.5: Spectre des codes perforés: R=6/7, P = [1 i111 1-l 3<K<9

100000’
codes origines codes perforés R= 6/7
(ag)
K G d,
T [edl
et #—: — — e
3 |1,5/70u code catastrophe
715

4 1, 17/15 2 (1, 26, 192, 1388, 10052, 72644, 525350, 3799172, 27473567,
198676562, 1436739394, 10389842596, 75134610829)

[2, 71, 676, 6006, 51799, 434158, 3571194, 28947553, 231911059,
1840340640, 14489164500, 113316980434, 881199400986]

5 1,35/23 3 (12, 118, 958, 7932, 66326, 551950, 4601210, 38354282,
319689503, 2664700520, 22211085307, 185136119920,
1543165517265)

(33, 415, 4192, 41251, 400222, 3800203, 35546642, 328557309,
3007418496, 27308395871, 246301067529, 2208674858883,
19707619362592]

6 1, 53/75 3 (6, 58, 505, 4513, 40512, 362645, 3245628, 29043555, 259911997,
2325966150, 20815077135, 186274374639, 1666972494258)
[17,206, 2217, 23644, 246703, 2516513, 25280464, 250902052,
2466193353, 24046564408, 232880209004, 2242333051415,
21483174010247]

7 1,171/133 | 3 (2, 32, 310, 2767, 25617, 235749, 2170952, 19982803, 183932576,
1693280392, 15587431026, 143489127969, 1320889297039)

[6, 115, 1383, 14653, 157453, 1650726, 17044626, 173880868,
1756984105, 17615022556, 175413117271, 1736806934501,
17111725494696]

8 1,371/247 | 3 (1, 10, 166, 1569, 14215, 132651, 1248662, 11729248, 110005979,
1031979124, 9682806892, 90849887311, 852394665491)

[3, 35, 736, 8298, 87244, 926917, 9790066, 101975775,
1050197245, 10731821151, 108950666199, 1099708134201,
110446356903423]

9 1,753/561 | 4 (4, 89, 834, 7475, 72569, 681900, 6525520, 61666545, 587936915,
5570911133, 53008105139, 502953593408)

(14, 397, 4407, 46353, 510406, 5383760, 57060265, 592380594,
6148586707, 63045996598, 645148914108, 6552655547977]
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. 1111111
Tableau A.3.6: Spectre des codes perforés: R=7/8, P = ,3<K<9
P P [1 00000 oJ
codes origines codes perforés R=7/8
(ag)
K G d
J [cdl
3 1,577 2 (15,42, 410, 1961, 12098, 66509, 384606, 2174619, 12418031,

70602653, 402187161, 2289101114, 13033625952)

[30, 84, 1544, 7746, 61526, 376318, 2510540, 15745260,
99754332, 620283852, 3844047560, 23624661706,
144514376724]

4 | 1,15/17 2 (7, 20, 468, 2220, 24773, 160767, 1443537, 10577108,
87775767, 674166699, 5430888198, 42475780875)

[14, 40, 1824, 8832, 136216, 938676, 10178870, 80477068,
757601224, 6285107710, 55629010856, 467484667268]

5 1,35/23 2 (1, 24, 244, 2314, 21681, 203474, 1912257, 17970939,
168865859, 1586787123, 14910712052, 140112652575)

[2, 68, 890, 10369, 115818, 1260624, 13476145, 141975232,
1478134269, 15243020779, 155953205581, 1584964195405]

6 | 1,53/75 3 (9, 104, 1158, 11631, 117903, 1207526, 12336826, 125986874,
1286984086, 13146417589, 134286850613, 1371711244728)
[26, 374, 5138, 61913, 730299, 8527353, 97850461,
1108869028, 12446576835, 138573662105, 1532278354033,
16844853957311]

7 1,171/133 | 3 (2, 42, 468, 4939, 52778, 567636, 6073705, 65082861,
697229127, 7470272515, 80030957513, 857429385531)

[6, 149, 2084, 26181, 326066, 4000330, 48097368, 572029038,
6735452087, 78668779079, 912491762357, 10522775452036]

8 1,371/247 | 3 (5, 43, 489, 5315, 56796, 608559, 6518056, 69776612,
747112342, 7999939742, 85659510275, 917197140316)

(15, 160, 2210, 28699, 356335, 4348194, 52245945, 620027996,
7289109124, 85014545924, 984860745282, 11343784611595]

9 1,753/561 | 4 (19, 175, 1816, 20390, 223482, 2438515, 26634212, 290976737,
3178919625, 34730774828, 379438499089, 4145414355723)
[68, 783, 9802, 127513, 1593091, 19515293, 236425671,
2837396147, 33778150788, 399404710184, 4695317957775,
54921533970859]
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ANNEXE IV
SPECTRES DES CODES CPCC

Le schéma de principe de codage CPCC est illustré i la figure A 4.1. Ce codeur

consiste a utiliser deux codeurs convolutionnels récursifs systématiques sé€parés par un

entrelaceur. Les codes conctituants sont identiques, de taux de codage R = 1/2, de la

longueur de contrainte K = 3, et de générateur G = (1, 7/5).

T — Xl—
ak d -~
F—% g Codeur Cy » Y
Y
Entrelaceur
d'r
EmE—— Codeur C2 ———— Y- 2%

Figure A.4.1: Codeur CPCC
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Tableau A.4.1: Spectre des codes CPCC: R=1/3, ,3<K<9,N=16

(n)
G d
£ [w]
(1, 7/5) 6 | (1,4, 12,37, 114, 351, 1081, 3328, 10199, 30594, 86937,

225072, 513784, 1012077, 1699492, 2417156, 2901315,
2930736, 2483477)

[2, 10, 36, 124, 422, 1424, 4768, 15860, 52258, 167782,
507250, 1386016, 3309536, 6760006, 11677222, 16963096,
20660674, 21048106, 17880350]

(1, 17/15) 7 |1(@,7,25,77,252, 853, 2863, 9351, 28980, 82571, 210790,
475172, 941898)

[4, 25, 86, 289, 1074, 3988, 14353, 49810, 162664, 484627,
1287332, 3012695, 6195251]

(1, 35/23) 8 | (2, 14,55, 184, 612, 2013, 6309, 18427, 49447, 120601,
265641, 527459)

[8, 59, 235, 781, 2703, 9749, 33558, 104865, 294208,
743079, 1695783, 3502967]

(1, 75/153) 9 | (1,15, 109, 505357, 1793, 4949, 11972, 277455, 63300,
138085, 277455, 11953743)
[4, 62, 458, 2192, 7722, 22114, 57194, 144592, 359536,
843378, 1803202, 3472302]

(1, 171/133) | 11 | (11, 110, 555, 1957, 5604, 14091, 32232, 68050, 133501,
243734)

[60, 621, 3264, 11950, 35050, 88987, 204744, 438552,
885385, 1683394]

(1,371/247) | 11 | (1, 14, 104, 544, 2191, 7041, 18483, 40623, 77095, 131093)
[6, 76, 525, 2679, 10997, 36944, 102452, 238935, 483353,
880702]

(1,753/561) | 13 | (11, 125, 686, 2490, 6983, 16673, 35447, 67275, 112918,
167975)

{67, 763, 4199, 15338, 43632, 106808, 234796, 462760,
808841, 1257405]
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Tableau A.4.2: Spectre des codes CPCC: R=1/3, ,3<K<9,N=32

G

(n)
[w]

(1,7/5)

(1, 4, 12, 37, 114, 351, 1081, 3329, 10252, 31572, 97229,
299426, 922111, 2839729, 8745217, 26931731, 82938675,
255409989, 786375942)

[2, 10, 36, 124, 422, 1424, 4768, 15862, 52478, 172788,
566538, 1850710, 6025882, 19562594, 63340840,
204598480, 659441584, 2121186950, 6809472250]

(1, 17/15)

(1,7,25,77, 252, 853, 2876, 9644, 32325, 108429, 363778,
1220376, 4093856)

[4, 25, 86, 289, 1074, 3988, 14447, 51867, 185799, 663524,
2360431, 8368183, 29580992]

(1, 35/23)

(2, 14, 55, 184, 617, 2120, 7455, 26751, 96448, 344878,
1222999, 4327683)

[8. 59, 235, 781, 2734, 10409, 40645, 156996, 595660,
2231393, 8317056, 30990000]

(1, 75/53)

(1, 15,109, 518, 1828, 5460, 16562, 57802, 222285, 863278,
3260304, 11905519)

[4, 62, 458, 2196, 7896, 24892, 83536, 324504, 1347342,
5521300, 21801458, 83072534]

(1, 171/133)

11

(11, 110, 568, 2188, 7688, 27038, 96029, 341752, 1226068,
4464182)

[60, 621, 3340, 13309, 47555, 169133, 615886, 2288709,
8674537, 33461818]

(1, 371/247)

11

(1, 14, 107, 612, 2948, 12625, 49709, 185117, 669531,
2400818)
[6,76, 545, 3144, 16284, 76590, 326960, 1289762, 4856362,
18017652]

(1, 753/561)

13

(11, 125, 718, 3062, 12123, 48542, 194263, 766332,
2978414, 11337004)

[67, 763, 4424, 19355, 79920, 335073, 1400834, 5765589,
23332468, 92161440]
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Tableau A.4.3: Spectre des codes CPCC: R=1/3,,3<K<9,N=64

(n)
G d
£ [w]
(1, 7/5) 6 (1, 4, 12, 37, 114, 351, 1081, 3329, 10252, 31572, 97229,
299426,922111, 2839729, 8745217, 26931732, §2938844,

255418101, 786584466)

[2, 10, 36, 124, 422, 1424, 4768, 15862, 52478, 172788,
566538, 1850710, 6025882, 19562594, 63340840,
204598482, 659442404, 2121238456, 6811021446]

(1, 17/15) 7 1(1,7,25,77,252, 853, 2876, 9644, 32325, 108429, 363778,
1220376, 4093856)

[4, 25, 86, 289, 1074, 3988, 14447, 51867, 185799, 663524,
2360431, 8368183, 29580992}

(1, 35/23) 8 | (2, 14,55, 184, 617, 2120, 7455, 26751, 96448, 344881,

TAMT1IY AMOQ00N
Lol Ly +ILTTOZ)

(8, 59, 235, 781, 2734, 10409, 40645, 156996, 595660,
2231417, 8317968, 31009128]

(1, 75/53) 9 1(1,15,109, 518, 1828, 5460, 16562, 57802, 222285, 863346,
3262865, 11953743)

[4, 62,458, 2196, 7896, 24892, 83536, 324504, 1347342,
5521866, 21822924, 83480414]

(1, 171/133) | 11 | (11, 110, 568, 2188, 7688, 27038, 96035, 341946, 1229446,
4506285)

[60, 621, 3340, 13309, 47555, 169133, 615942, 2290525,
8706251, 33857983]

(1,371/247) | 11 | (1, 14, 107, 612, 2948, 12625, 49710, 185166, 670682,
2418352)

[6, 76, 545, 3144, 16284, 76590, 326968, 1290175, 4866410,
18174760]

(1,753/561) | 13 | (11, 125,718, 3062, 12125, 48606, 195320, 778451,
3088116, 12180903)

[67, 763, 4424, 19355, 79934, 335521, 1408379, 5855380,
241871717, 99115316]
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Tableau A.4.4: Spectre des codes CPCC: R=1/3,,3<K<9,N=128

(n)
G d
f [w]
(1, 7/5) 6 (1,4,12,53,114,351,1081,3329,10252,31572,97229,

299426, 922111, 2839729, 8745217, 26931732, 82938844,
255418101, 786584466)

[2, 10, 36, 124, 422, 1424, 4768, 15862, 52478, 172788,
566538, 1850710, 6025882, 19562594, 63340840,
204598482, 659442404, 2121238456, 6811021446}

(1, 17/15) 7 (1,7,25,77, 252, 853, 2876, 9644, 32325, 108429, 363778,
1220376, 4093856)

(4, 25, 86, 289, 1074, 3988, 14447, 51867, 185799, 663524,
2360431, 8368183, 29580992]

(1, 35/23) 8 | (2,14,55,184,617, 2120, 7455, 26751, 96448, 344881,

19712119 A2700Q200N
Lhrkr T L A hiry NI & F FO7 )

[8, 59, 235, 781, 2734, 10409, 40645, 156996, 595660,
2231417, 8317968, 31009128]

(1, 75/53) 9 |(1,15,109,518, 1828, 5460, 16562, 57802, 222285, 863346,
3262865, 11953743)

[4, 62, 458, 2196, 7896, 24892, 83536, 324504, 1347342,
5521866, 21822924, 83480414]

(1, 171/133) | 11 | (11, 110, 568, 2188, 7688, 27038, 96035, 341946, 1229446,
4506285)

[60, 621, 3340, 13309, 47555, 169133, 615942, 2290525,
8706251, 33857983]

(1,371/247) | 11 | (1, 14, 107, 612, 2948, 12625, 49710, 185166, 670682,
2418352)
[6, 76, 545,3144, 16284, 76590, 326968, 1290175, 4866410,

18174760]

(1, 753/561) | 13 | (11, 125,718, 3062, 12125, 48606, 195320, 778451,
3088116, 12180903)
[67, 763, 4424, 19355, 79934, 335521, 1408379, 5855380,

24187177, 99115316]
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Tableau A.4.5: Spectre des codes CPCC: R=1/3,,3<K<9,N=192

(n)
G d
£ [w]
(1, 7/5) 6 | (1,4, 12,37, 114,351, 1081, 3329, 10252, 31572, 97229,
299426, 922111, 2839729, 8745217, 26931732, 82938844,

255418101, 786584466)

[2, 10, 36, 124, 422, 1424, 4768, 15862, 52478, 172788,
566538, 1850710, 6025882, 19562594, 63340840,
204598482, 659442404, 2121238456, 6811021446]

(1, 17/15) 7 | (1,7,25,77,252, 853, 2876, 9644, 32325, 108429, 363778,
1220376, 4093856)

[4, 25, 86, 289, 1074, 3988, 14447, 51867, 185799, 663524,
2360431, 8368183, 29580992]

(1, 35/23) 8 (2, 14,55, 184, 617, 2120, 7455, 26751, 96448, 344881,
1223112, 4325589)

[8, 59, 235, 781, 2734, 10409, 40645, 156996, 595660,
2231417, 8317968, 31009128]

(1, 75/53) 9 (1, 15,109, 518, 1828, 5460, 16562, 57802, 222285, 863346,
3262865, 11953743)

(4, 62, 458, 2196, 7896, 24892, 83536, 324504, 1347342,
5521866, 21822924, 83480414]

(1, 171/133) | 11 | (11, 110, 568, 2188, 7688, 27038, 96035, 341946, 1229446,
4506285)

[60, 621, 3340, 13309, 47555, 169133, 615942, 2290525,
8706251, 33857983]

(1,3717247) | 11 | (1, 14, 107, 612, 2948, 12625, 49710, 185166, 670682,
2418352)

[6, 76, 545, 3144, 16284, 76590, 326968, 1290175, 4866410,
18174760]

(1,753/561) | 13 | (11, 125, 718, 3062, 12125, 48606, 195320, 778451,
3088116, 12180903)

[67, 763, 4424, 19355, 79934, 335521, 1408379, 5855380,
24187177, 99115316]
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ANNEXE V

PERFORMANCES DES CODES
CONVOLUTIONNELS

Dans cette annexe, nous présentons des performances des codes convolutionnels
non systématiques, des codes convolutionnels récursifs systématiques, des codes
convolutionnels récursifs systématiques perforés, des codes CPCC, des codes CPCC

perforés.

A.5.1 PERFORMANCES DES CODES CONVOLUTIONNELS NON
SYSTEMATIQUE ET DES CODES CONVOLUTIONNELS
RECURSIFS SYSTEMATIQUES
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Figure A.5.1.1: Probabilité d’erreur des codes convolutionnels sous canal binaire
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Figure A.5.1.2: Probabilité d’erreur des codes convolutionnels sous canal binaire
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symétrique, K
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45 5 5.5 6
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Figure A.5.1.3: Probabilité d’erreur des codes convolutionnels sous canal binaire

symétrique, K = 10, 11, 12, 13
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Figure A.5.1.4: Probabilité d’erreur des codes convolutionnels sous canal binaire
symétrique, K
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Figure A.5.1.5: Probabilité d’erreur des codes convolutionnels sous canal a bruit blanc

=3,4,5,6

gaussien, K
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Figure A.5.1.6: Probabilité d’erreur des codes convolutionnels sous canal a bruit blanc
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gaussien, K
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A.52 PERFORMANCES DES CODES CONVOLUTIONNELS
RECURSIFS SYSTEMATIQUES PERFORES
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Figure A.5.2.1: Probabilité d’erreur des codes convolutionnels récursifs systématiques

172, 3/4, 5/6, 7/8

3,G=(1,7/5),R=

perforés sous canal binaire symétrique, K
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Figure A.5.2.2: Probabilité d’erreur des codes convolutionnels récursifs syst€ématiques

3,G=(1,5/7),R=1/2,2/3, 4/5, 5/6,7/8

perforés sous canal binaire symétrique, K



153

Pb

le+00

le-01 4
le-02 4
le-03 -
le-04 4
le-05 4
le-06
le-07 4

l1e-08

Borne sur Ja probabilité d’erreur par bit
Codes convolutionnels récursifs R=1/2, K=4, G=(1,17/15)
Canal binaire symétrique

5

- -

6 7 8
Eb/No (db)
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Figure A.5.2.3: Probabilité d’erreur des codes convolutionnels récursifs systématiques

perforés sous canal binaire symétrique, K=4, G=(1, 17/15), R=1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, 6/7
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Figure A.5.2.5: Probabilité d’erreur des codes convolutionnels récursifs systématiques

perforés sous canal binaire symétrique, K=5, G=(1, 35/23), R=1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 6/7, 7/8
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Figure A.5.2.6
perforés sous canal binaire symétrique, K=5, G=(1, 23/35), R=1/2, 2/3, 3/4, 4/5, 5/6, 6/7
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Figure A.5.2.7: Probabilit€ d’erreur des codes convolutionnels récursifs systématiques

perforé€s sous canal binaire symétrique, K=6, G=(1,53/75), R=1/2,2/3,3/4,4/5,5/6,6/7,7/8
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Figure A.5.2.10: Probabilité d’erreur des codes convolutionnels récursifs systématiques
perforés sous canal binaire symétrique, K=9,G=(1,753/561),R=1/2,2/3,3/4,4/5,5/6,6/7,7/8



161

A.5.3 PERFORMANCES DES CODES CPCC
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(1, 371/247), différentes valeurs de N

8,G=

=12,K=

=R,

systématiques R;
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Borne supérieure sur la probabilité d’erreur par bit
Concaténation paralléle avec codes récursifs systématiques R1=R,=1/2, K=9, G=(1, 561/753)
0.1 ‘Taux de codage total R=1/3, Longueur de I'entrelaceur N différents
Canal blanc gaussien non quantifié
0.01 +
J“‘\\ N=16 —~—
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Figure A.5.3.7: Probabilités d’erreur du code CPCC avec deux codes récursifs

(1, 561/753), différentes valeurs de N

9,G=

systématiques R; =R, =1/2, K
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ANNEXE VI

ALGORITHME POUR LE CALCUL DU SPECTRE
DE DISTANCE DES CODES CONVOLUTIONNELS
RECURSIFS SYSTEMATIQUES

Conformément 4 la relation entre les codes convolutionnels non systématiques et
les codes convolutionnels récursifs systématiques, cet alorithme peut calculer les
coefficients C; des codes convolutionnels récursifs systématiques, noté C,;, en méme

-t At . Anc
L G

~FRren c A . 3 cmlovss —al
Wl LAV AAALL LD nd ~ \./d ¥ 3 1 ¢
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¢}
¢
[73]
s ]
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Les coefficients C,; sont calculés & partir de 1’arbre du code convolutionnel non
systématique par l’'introduction d’une variable b, qui représente le nombre de symboles
“1” cumulé dans chaque noeud de l’arbre pour le code convolutionnel récursif

systématique.

Le calcul des coefficients C,; des codes convolutionnels récursifs systématiques
est le suivant:
Données:
M,
G=(Gl, G,
la distance libre dpg,,

la distance considérée d = dgpp +j + 1



Préparation:

calcul de générateur en binaire Gy = (ng SkM-l, - gko), k=1,2

calcul du profil de distance d = (dy, dy, ..., dys1)

Début:
F1 (Initialisation):
A()<0,C)«0,C() «0,
S« (,0,0,...,0),
Wed-dgme1,
be1,b;1
F2 (Noeuds suivants):

Caicul de So, S1, WO et WI

M M
_ 1 _ 1
by = ZgM—i'“i bl““‘ng—i'”i

i=1 i=1

So =0, uy, ..., upg.1), Wo = W-wq
St=, ug, .. uppg), Wy =Wewg
Sim <M, aller en F6
F3 (Retour a I’état zéro):
Si(Wy 0), alors
Ad- W) «Ad-Wyp +1
Cd-Wy) e« Cd-Wp +b
C,(d-Wy) « Cd-Wp) +b;
F4 (Extension de la branche “17?)

Si (W <djs.1 ou W < dyy), alors aller en F5

Sinon -
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sélectionner le noeud S1: S =81, W=W, b b+ 1,b; < bs + by
m <1, alleren F2
F5 (Tester la pile):
Si la pile est vide, alors
fin de I’algorithme avec les résultats dans A(.), C(.), C,(.)
Sinon
lire les données (W, S, b, bg) du demier noeud de la pile,
m ¢ 1, alleren F2
F6 (Extension de la branche “07?)
Si (Wy <dpf.p-1). alors aller en F4
F7 (Enregistrer le noeud 17?)
Si (W] dyp.q et W <dyy), alors
empiler les données du noeud S1: (W, S1, b+ 1, by + by)
sélectionner toujours le noeud Sy: S = Sg, W= W), by < bg + by

méem+ 1, alleren F2

Les incrémentations de la variable bg pour traverser la branche “0” et la branche
“1” sont respectivement b; <— bg + by et by < by + by oli by et by sont respectivement les
symboles & I’entrée du codeur convolutionnel récursif systématique pour atteindre les

états Sp et Sy.

Le code convolutionnel récursif systématique, les symboles by et by sont alors les

~

premiers symboles du mot de code de la branche “0” et de la branche “1” 4 connaitre pour

calculer leur poids par les relations:
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M
by = z gil_ ;U pour la branche “0’
i=1
M
by =1+ Z gIIVI-—-i " U; pour la branche “1’
i=1

Les données a empiler dans ce cas sont alors (Wq, $1, b + 1, by + by).

Les coefficients C,; du code convolutionnel récursif systématique se trouvent a la
fin de I’algorithme dans C,(.) que I’algorithme enregistre a chaque fois que le parcours
atteind 1’ état zéro par:

Cr(d - WQ) Cr(d ~ Wo) + bs

Les coefficients de spectre A4 et C,; du code convolutionnel récursif syst€ématique
et Az et C; du code convolutionnel non systématique sont donc obtenus en m&me temps

par cet algorithme.





