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Résumé 

Pour comprendre le Comportement des valeurs extrêmes, i l  est nécessaire de s'intéresser 

à leur modélisation. Lorsque les valeurs extrêmes sont unidimensionnelies, l'ensemble de 

leurs lois possède une structure paramétrique. Pa. contre, lorsque les valeurs extrêmes 

sont bidimensionnelles, l'ensemble des lois ne possède pas de structure paramétrique. 

Ces lois sont caractérisées par leurs marginales et par une fonction appelée fonction de 

dépendance de la loi bivariée des valeurs extrêmes. Plusieurs méthodes paramétriques 

et non paramétriques ont été proposées pour estimer cette fonction. Dans ce mémoire, 

nous nous intéressons principalement à trois de ces méthodes non paramétriques. Nous 

comparerons ces estimateus grâce à différentes simulations qui seront effectuées ainsi 

qu'à l'andyse d'un ensemble de données. 
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Chapitre 1 

Introduction 

Dans plusieurs domaines, tels l'hydrologie, l'étude de problèmes environnementaux, la 

fiabilité, etc., les événements auxquels on s'intéresse font intervenir des observations 

extrêmes, que ce soit des maxima ou des minima. Par exemple, lors de la constmc- 

tion d'un barrage hydroélectrique sur une rivière, il est nécessaire de s'intéresser à 

la hauteur maximale que peut atteindre le cours d'eau. De la même façon, lorsqu'on 

étudie la fiabilité de certains appareils. les observations sur Ies pièces les plus fragiles 

sont des données très importantes. Cependant, dans de nombreux cas, les données sont 

mdtidimensio~eiles et les évènements extrêmes d'intérêt montrent certaines formes 

de dépendance qu'il est utile de pouvoir modéliser. Ces données peuvent être, soit di- 

rectement des maxima ou des minima, soit des données multidimensionnelles dont on 

cherche à modéliser la loi des valeurs extrêmes correspondantes. Nous limiterons ici 

notre étude au cas bivarié. 

Lorsque les observations sont unidimensionneiles, la loi des valeurs extrêmes est complè- 

tement définie par trois paramètres réels. Par contre, dans le cas bivarié, la loi con- 

jointe des extrêmes est caractérisée par les lois marghdes et par une fonction convexe, 

d é n i e  sur [O, 11, appelée fonction de dépendance de la loi bivariée des valeurs extrêmes. 

Plusieurs auteurs se sont intéressés à l'estimation de cette fonction de dépendance. 



Certains ont utilisé une démarche basée sur différentes approches paramétriques, par 

exemple Tawn (1988)' Tiago de Oliveira (1984), etc. D'autres auteurs ont proposé 

des esfimateurs de la fonction de dépendance qui s'appuient sur une démarche non 

param4trique. Citons par exemple Piclrands (1981)' Joe, Smith et Weissman (1992)' 

Khoudraji (l99S), ainsi que Capéraà, Fougères et Genest (l997a). 

Le principal objectif de ce travail est de comparer certaines méthodes d'estimation non 

paramétriques de la fonction de dépendance, ainsi que leurs comportements pour de 

petits échantillons. 

Après avoir présenté la loi des valeurs extrêmes ainsi que quelques résultats pour le cas 

univarié et bivarié au chapitre 2, nous exposerons au chapitre 3 quelques estimateurs 

non paramétriques de la fonction de dépendance. Le premier, qui est conçu pour des 

observations extrêmes, est une extension de celui de Capéraà et al. (1997a) au cas où les 

marges de la loi de ces observations ne sont pas connues. Les deux autres estimateurs 

considérés dans notre étude sont ceux de Khoudraji (1995) et de Joe et al. (1992). 

Au chapitre 4, nous aborderons deux analyses différentes pour comparer ces méthodes 

d'estimation. Dans un premier temps, nous comparerons les propriétés de ces estima- 

teurs calculés à partir d'échantillons de lois bivariées. Dans un deuxième temps, ces 

comparaisons seront effectuées sur les mêmes estimateurs mais ceux-ci seront calculés 

à partir d'échantillons de valeurs extrêmes. Dans le dernier chapitre, nous appliquerons 

ces estimateurs à des données concernant des réservoirs d'eau utilisés pour la produc- 

tion d'électricité nécessaire à l'entreprise Alcan, et nous en comparerons les résultats. 



Chapitre 2 

Lois de valeurs extrêmes 

Dans plusieurs domaines d'application, il est nécessaire de s'intéresser à la notion de 

valeurs extrêmes. La théorie des valeurs extrêmes a pour objet la modélisation et l'étude 

de problèmes où les observations sont des valeurs mariamums ou minimrims d'un certain 

échantillon. Il existe dans le cas univarié une vaste littérature sur le sujet. On peut citer 

par exemple les tous premiers travaux effectués par L. von Bortkiewicz (1922) et R. von 

Mises (1923). Ce sujet fut également étudié par Fisher et  Tippett (1928) qui établirent 

les trois lois limites des valeurs extrêmes, et par R-von Mises (1954) qui proposa la 

notion de domaine d'attraction. 

Contrairement au cas univarié, les travaux effectués dans le cas bivarié sont nette- 

ment moins nombreux. Parmi les auteurs qui se sont intéressés au cas bivarié, on peut 

citer Tiago de Oliveira (1984), Pickands (1981), Deheuvels (1984), Resnick (1987) et 

Galambos (1987). 

Cette section est consacrée à la présentation de la loi des valeurs extrêmes ainsi que de 

quelques résultats classiques. Dans un premier temps, nous présenterons le cas univarié 

pour ensuite étendre ces définitions au cas bivarié. 



2.1 Cas iinivarié 

Considérons un échantillon XI, ... X, d'une loi F déhie  sur R, et posons 

c'est-à-dire Zn est la plus grande observation de l'échantillon. S'il existe deux suites de 

réels a, > O et b,, telles que 

où M est une fonction de répartition qui n'est pas dégénérée, on dit que M est une loi 

des valeurs extrêmes du maximum. 

Si une fonction de répartition G est teUe qu'il existe deux constantes a > O et  telles 

que G(x) = M (crrc + @) , on dit que G est du même type que M. 

Fisher et Tippett ont montré en 1928 que la fonction de répartition d'une loi des valeurs 

extrêmes associées au maximum appartenait à l'un des trois types suivants: 

Ces lois sont appelées respectivement, loi de Gumbel, loi de Fréchet et loi de tVeibull 

standards. Ol(x) et Ql(x) sont les lois unités de Fréchet et de Weibull respectivement. 

Notons que si M n'est pas sous une de ces trois formes, aucune constante a, et b, ne 

satisfont (2.1). 

Ces trois types de lois peuvent se mettre sous la forme d'une famille paramétrique 

appelée f d e  des distributions des valeurs extrêmes généralisées de von Mises (1954) 

définie par 

M ( z ;  p, a, k) = expi-{1 - k(x - p)/o}'q, 

où a > O, p, k E R et pour tout x tel que 1 - k(x - p)/o > O. Ainsi, lorsque k tend vers 

zéro, nous retrouvons une loi de Gumbel, pour k positif, nous avons une loi de Weibull 

et enfm, pour k négatif, une loi de Fréchet. 



On peut définir de fqon similaire la loi des valeurs extrêmes du minimum; si 

est la plus petite observation de l'échantillon et s'il existe deux suites de réels a, > O 

et bn telles que 

où L est une fonction de répartition qui n'est pas dégénérée, on dit que L est une loi 

des valeurs extrêmes du minimum. Dans ce cas, L est de l'un des trois types suivants: 

Ce résultat s'obtient aisément en remarquant que la loi du minimum d'un échantillon 

d'une loi F se déduit de la loi du maximum d'un échantillon de la loi symétrique de 

F par rapport à l'origine. Notons encore qu'une loi quelconque de (2.2) et (2.3) peut 

s'obtenir à partir d'une des autres par une simple transformation de la variable aléatoire 

X .  Par exemple, si X suit la loi de Gumbel standard A, alors Y = ezp ( -X)  suit la loi 

exponentielle Q;. 

L'existence des constantes a, et b, dans la définition d'une loi des valeurs extrêmes 

repose en fait sur des propriétés vérifiées par la loi F. Des conditions nécessaires et 

sufiantes sur F ont été obtenues pour l'existence de la loi limite M (voir par exemple 

Galambos, 1987, pp. 53-54 et 75-76). Lorsque cette limite existe, on dit alors que la loi 

F est dans le domaine d'attraction de M ou que M est l'attracteur de F. 

Exemple 2.1: Soit XI, ..., Xn un échantillon d'une loi F continue. Considérons les 

variables aléatoires Y ,  = 1 / { 1  - F ( X i ) ) ,  i = 1, ..., n. Soit G Ga fonction de répartition 

définie par 

O s i x < 1  

G ( x )  = P(Y, 5 x)  = 

1 - 2  s i x z l .  



On vérifie facilement que sa fonction de survie 1 - G est à variations régulières d 'expo- 

sant - 1 ,  c 'est-à-dire, pour x 2 1, 

(voir par exemple Resnick, 1987, p.12). On déduit alors du Théorème 2.1.1 de Galam- 

bos (1987) que la loi limite du maximum des Y ,  existe et qu'elle est une loi de fiéchet, 

les constantes a,., et 6, étant respectivement égales à n et O. 

2.2 Cas bivarié 

Comme pour le cas univarié, il est nécessaire dans le cas bivarié d'ordonner les couples 

de variables aiéatoires. Cependant, puisqu'il est plutôt rare que les deux composantes 

d'un même couple soient des maxima ou des minima sur l'ensemble des composantes, 

on doit alors déterminer en quel sens les observations seront ordonnées. Contrairement 

au cas unidimensionnel, pour lequel le maximum ne pouvait être déterminé qu'en uti- 

lisant les définitions sur les statistiques d'ordre, il existe plusieurs choix possibles pour 

défmir le concept d'ordre dans le cas bivarié. Selon Resnick (1987), chapitre 5, le choix 

communément adopté consiste à ordonner !es vecteurs composante par composante, 

c'est-à-dire que le maximum sur la première composante des couples ainsi que le maxi- 

mum sur la deuxième composante sont retenus. Notons que le couple formé de ces deux 

maxima n'est pas en général une observation de l'échantillon. En effet, si l'on exami- 

ne la Figure 2.1 représentant les couples d'un échantillon bivarié, on s'aperçoit que le 

point qui représente le couple de maxima n'est pas une observation de l'échantillon. 

C'est cette principale différence qui rend difEcile la généralisation du cas univarié au 

cas bivarié. 



Figure 2.1: Couples de loi bivariée ainsi que le couple de maxima sur les 2 composantes. 

Considérons l'échantillon bivarié (XI, K),  ..., (&, Y,) de fonction de répartition F 

définie sur R2, et posons 

Zln = mux(Xl, ..., Xn) 

c'est-à-dire que Z1, est la plus grande observation de l'échantillon XI, ..., Xn: et Z2n 

ceUe de I'échantilion Yi, ..., Y,. S'il existe des suites de réels aln, a2, > O et bi,, b2, telles 

où M est une fonction de répartition bivariée dont les lois marginales ne sont pas 

dégénérées, alors M est appelée loi bivariée des valeurs extrêmes du maximum. 

Comme pour le cas univarié, on dit alors que la fonction de répartition F appartient 

au domaine d'attraction maximum de M. 



et 

W2n = min(&, ..., Y,), 

c'est-à-dire que Wl, est la plus petite observation de l'échantillon XI, ..., X, et W2, 

ceile de l'échantillon YI, ..., Yn, et qu'ils 

bln , bzn telles que 

existent des suites de réels al,, azn > O et 

où L est une fonction de répartition bivariée, dont les lois marginales ne sont pas 

dégénérées, alors L est appelée loi bivariée des valem extrêmes du minimum. 

Nous nous limiterons par la suite à exposer les résultats pour les lois des valeurs 

extrëmes du maximum seulement. Le théorème suivant (voir par exemple GaIambos, 

1987, p.293) précise quelques propriétés des lois bivariées des valeurs extrêmes. 

Théorème 2.1. Toute loi limite M vénfiant (2.4) est continue. De plus, ses lois 

marginales admettent un  des trots types énumérés en (2.2). 

Puisque ces fonctions de répartition M sont continues, elles peuvent s'écrire de façon 

unique sous la forme 

M ( x ,  Y) = WW, G(Y)17 

oii C(u, v) est une fonction de répartition bidimensionnelle appelée copule (Sklar, M g ) ,  

défbie sur le carré unité, et dont les lois marginales sont uniformes. Cette forme permet 

de séparer l'effet des marges de l'effet de la dépendance du couple (X, Y). 

Théorème 2.2. Soit (XL, YI), ..., (Xn, Y,) un  échantillon bidimensionnel d'une loi F.  

Alors, il existe des constantes réelles al,, ann > O et bln, bn telles que 

06 M est une fonction de répartztion qui n'est pas dégénérée, si et seulement si les lois 

marginales de M sont des  lois de valeurs extrêmes un i va~ées  et si la copule C qui lui 

est assoczée satisfait pour tout k E N\{O), et pour tous u, v E [O, 11, l'équation 



Ce dernier résultat, qui est une caractérisation de loi des valeurs extrêmes bivariée, ne 

fournit pas la forme générale de ces lois. Il existe d'autres caractérisations mettant en 

lumière cette forme qui, naturellement, dépend des lois marginales. Cependant, comme 

on l'a vu dans la section précédente, il est possible d'obtenir une loi des valeurs extrêmes 

univariée à partir d'une autre par un simple changement de variables. Ainsi, peut-on 

choisir un des trois types de lois marginales sans affecter sensiblement la représentation 

d'une fonction de valeurs extrêmes bivariée M. 

La représentation suivante, due à Pickands (1981), est donnée dans le cas d'une loi M 

bidimensionnelle admettant des marges de Fréchet unités (pour d'autres cas, voir par 

exemple Pickands, 1981, Galambos, 1987, p. 309, et Resnick, 1987, p. 268 et 272). 

Théorème 2.3. Soit M une loi bidimensionnelle dont les lois marginales sont des 

lois de fiéchet unités. Soit S (p)  une mesure positive finie sur 1 'intervalle [O, 1 1. Alors 

M est une loi des valeurs extrêmes bivariée si et seulement si, pour tout x, y E R+ 

M ( x , y )  = 0, ailleurs. 

Remarquons que la contrainte imposée sur les lois marginales de M implique 

d'où l'on déduit que S/2 est une loi de probabilité sur ( 0 , l )  de moyenne 1/2. Pickands 

(1981) a montré que la loi M pouvait alors s'écrire sous la forme suivante: 

où la fonction A, appelée fonction de dépendance, est liée à la loi S/2 par la relation 

suivante: 

La fonction A est une fonction définie sur l'intervalle [O, 11, vérifiant mm(t, I - t )  5 
A(t )  5 1. Puisque A est une fonction convexe, A1(t) existe partout, sauf peut-être en un 



nombre dénombrable de points, auquel cas les dérivées à gauche et à droite d e n t :  

-1 5 At(t) 5 1, limt+o+ A1(t) L -1, limt,,- A'(t) < 1. E h ,  A(t) est symétrique 

par rapport à 112 si et seulement si les variables aléatoires U et V sont échangeables, 

c'est-à-dire C(u, u)  = C(v, u). Notons que lorsque pour O 5 t 5 1, A(t)  = 1 alors 

ce qui correspond à l'indépendance entre X et Y. 

De la relation (2.5), on déduit aisément que la copule C(u, v) associée à la loi M a la 

forme suivante: 

Cette copule ne dépend pas des lois margindes de la loi M et donc toutes les copules 

associées aux lois des valem extremes ont la forme (2.7). On les appelle les copules 

des valeurs extrêmes. Les exemples qui suivent présentent certaines copules de valeurs 

extrêmes ainsi que les graphiques représentant la fonction de dépendance associée à ces 

copules. 



Exemple 2.2: La copule de Gumbel de type B 

A(t) = {(l - t)' +f}l'r, POUT T > 1; 
r l/r 

'('IL? V) = a~f{-'og(u) )' 1 ' 

Figure 2.2: Graphique de la fonction de dépendance A de la copule de Gurnbel de type 

B pour r = 1.5. 

Exemple 2.3: La copule de Gaknbos 

A(t) = 1 - {(l - t)-O + t d } - I I ' ,   pou^ 8 > 0; 

-8 -116 C(U? u )  = ~veZp[{-lo~(u))-~ + {-log(v) ) ] - 

Figure 2.3: Graphique de la fonction de dépendance A de la copule de Galambos pour 



Exemple 2.4: La copule de Cuadras-Augé généralisée 

A(t) = m(l- et, I - p(1- t ) ) ,  p a r  O 5 8, p 5 1; 

C(u, v )  = 2~~-~2f~-~mi72(u~,  ?P). 

Figure 2.4: Graphique de la fonction de dépendance A de la copule de Cuadras-Augé 

généralisée povr B = 0.25 et P = 0.25. 

Ainsi, lorsqu'une loi bivariée des valeurs extrêmes possède des marges connues, son 

expression ne dépend dors que de la fonction A. Dans le chapitre suivant, nous allons 

nous intéresser à l'estimation de cette fonction de dépendance A dans un cadre non 

paramétrique. 



Chapitre 3 

Estimation de la fonction de 

dépendance 

Dans le chapitre précédent, nous avons décrit brièvement certaines caractérisations 

et représentations des lois bivariées des valeurs extrêmes liées aux maxima. Dans ce 

chapitre, nous d o n s  nous intéresser à l'estimation de la fonction de dépendance de ces 

lois dans les deux situations suivantes. 

Dans la première, on dispose d'un échantillon d'une loi bivariée de valeurs extrêmes. On 

rencontre cette situation en pratique lorsque, par exemple, on s'intéresse à des maxima 

annuels et que l'on possède des données bidimensionnelles journalières ou hebdoma- 

daires, et ce sur plusieurs années. On peut alors, pour chaque ensemble de données 

d'une année, déterminer les vaIeurs extrêmes. Ainsi, possède-t-on un échantillon, dont 

la taille est égaie au nombre d'années, que l'on peut considérer issu d'une loi de valeurs 

extrêmes bivariée. 

Dans la deuxième situation, on dispose d'un échantillon d'une loi F bidimensionnelle et 

on cherche à estimer la loi asymptotique des maxima de ces données. Ceci se produit, 

par exemple, lorsqu'on ne dispose que d'un ensemble de données sur une année et que 

l'on s'intéresse aux maxima annuels. 



Le premier estimateur que nous d o n s  décrire, proposé par Capéraà, Fougères et Genest 

(1997a)' est adapté à la première situation alors que les deux suivants, dûs à Khoudraji 

(1995) et à Joe, Smith et Weissman (1992), concernent la deuxième. Ces derniers 

s'appuient sur une approche de l'étude des lois des valeurs extrêmes multivariées basée 

sur les processus ponctuels (voir par exemple de Haan, 1985, ou Resnick, 1987, chapitre 

5). Plus précisément, considérons un échantillon (XL, K), ..., (X,, Y,) d'une loi bidimen- 

sionnelle F appartenant au domaine d'attraction d'une loi de valeurs extrêmes bivariée 

M. Supposons que les marges de F soient des lois de Fréchet unités, ce qui peut toujours 

s'obtenir par un simple changement de variables, et considérons le processus ponctuel 

sur R2+ associé à {!(XI, K), ..., !(X,, Y,)}, où la constante l/n est due au fait que 

les marges sont de Fréchet (voir l'Exemple 2.1). Ce processus ponctuel converge en loi 

vers un processus de Poisson non-homogène sur R+2\{01 O}, dont la mesure d'intensité 

p*, ou mesure moyenne, vérifie, pour tout Borélien B de R+*\{0, O) et pour tout t réei 

strictement positif, 

p8(tB) = t - l P 8 ( ~ ) .  

Posons R, = Xi+c n et W, = i = 1, ... n. Alors, avec ces nouvelles variables, la 

mesure d'intensité p* du processus limite s'exprime comme une mesure produit, soit 

dr 
p8(dr x dw) = -dS(w), 

~2 

où S est une mesure positive finie sur [O, 11 vérifiant les conditions 

On déduit alors de la Proposition 5.11, chapitre 5 de Resnick (1987), que la relation 

entre p* et S est donnée par 

d'où l'on tire d'après (2.5) 

A étant la fonction de dépendance de la loi M. 

Nous terminons cette section par un résultat de de Ham (1985) qui sera utile dans la 

méthode d'estimation de Khoudraji. 



Proposition 3.1. Soit (X, Y) un couple de variables aléatoires de loi F, appartenant 

au domaine d'attmction d'une loi Hy dont les marginales sont des lois de Fréchet unités, 

alors 

De cette proposition, on déduit que S/2 est la fonction de répartition conditionnelle 

de la variable X / ( X  + Y), sachant que X + Y est supérieure à U, et ce lorsque u tend 

vers I'infini. 

Dans les sections suivantes, nous allons décrire les trois méthodes d'estimation de la 

fonction de dépendance d'une loi de valeurs extrêmes bidimensionnelle. Ces méthodes 

seront comparées dans un chapitre ultérieur. 

3.1 Méthode d'estimation de Capéraà, Fougères et 

Genest 

Comme nous l'avons cité dans l'introduction de ce chapitre, la méthode d'estimation, 

due & Capéraà et al. (1997a), est définie à partir d'un échantillon d'une loi bivariée de 

valeurs extrêmes dont les marges sont connues. L'estimateur que nous proposons est 

une extension du précédent obtenu en remplaçant les observations par leur rang, et 

peut donc s'appliquer au cas où les marges de la loi bivaxiée sont inconnues. 

Soit (XI YI), ..., (X,, Y,) un échantillon de loi bivaziée de maxima, ayant comme fonc- 

tion de répartition L et supposons tout d'abord que les lois marginales, F et G, 

soient connues. Nous savons que la fonction de répartition associée aux lois des valeurs 

extrêmes s'exprime sous la forme 



A satisfaisant les conditions énumérées au chapitre 2. 

log(Ui) Posons Zi = i9cuii.w,, i = 1, ..., n. La proposition suivante due à Khoudraji (1995) donne 

la forme de la fonction de répartition des Zi. 

Proposition 3.2. Soit C une copule aux valeurs extrêmes de fonction de dépendance 

A. La fonction de répartition de la variable aléatoire Z = log(U) /log (UV) est donnée 

par H ( z )  = t + z(1 - z)D(z)  où D ( z )  = A1(z ) /A( t ) ,  O 5 z 5 1. 

De cette 

0 ~ 0 ~ s  

proposition, on obtient la caractérisation suivante: 

5 t 5 1. Ainsi, puisque A(0) = A( l )  = 1, on obtient 

H ( t )  - z H(z )  - z 
àr} = exp{- J dz). 

t z ( l  - z) 

Deux estirnateun non paramétriques possibles pour A sont obtenus en remplaçant H 

par H, dans l'expression (3.3), soit 

où H, est la fonction de répartition empirique des pseudo-observations Zi, i = 1, ... , n. 

Capéraà et al. (1997a) ont montré que la variance asymptotique de l o g ( x ( t ) )  était 

une fonction croissante de t et qu'a contrario celle de log(&(t)) était une fonction 

décroissante. Ainsi, puisque l'estimateur l o g { x  ( t )  ) apparait comme un estimateur de 

moins en moins fiable de log{A(t)) lorsque t tend vers 1, et que log j&( t ) )  devient 

également de moins en moins fiable lorsque t tend vers O, il est alors raisonnable de 

considérer une combinaison de ces derniers comme estimateur de &og(A), attribuant 

plus de poids à Eog{&(t)) au voisinage de O et à log{G(t)) à proximité de 1. Aussi 

ces auteurs ont-ils suggéré comme estimateur de log(A) la combinaison suivante: 



où p est une fonction de poids bornée sur [O, 11 prenant la valeur 1 en O et la valeur O 

en 1. Ainsi &(t) prendra la valeur 1 pour t = O et t = 1, ce qui est une propriété de 

la fonction de dépendance A. Dans la suite, nous prendrons p ( t )  = 1 - t, O 5 t 5 1. 

Cet estimateur de log(A) est sans biais et converge presque sûrement uniformément. 

Dans le cas où les pseudo-observations sont toutes distinctes, la proposition suivante 

(Capéraà et al., 1997a) donne une expression explicite de cet estimateur. 

Proposition 3.3. Soient Z(l), ..., Z(,) les statistiques d'ordre associées aux pseudo- 

observuti~ns Zi, i=1, ..., n, supposées distinctes, et soit 

Sozt p une application bornée, définie sur [O, 11; I'estimateur A, défini par 

s'écrit de façon expkcite sow la forme: 

(1 - ~)Q:P(~) si O 5 t 5 Z(1) 

Notons que ce nouvel estimateur, A,, n'est pas sans biais pour A puisque, en vertu 

de l'inégalité de Jensen, E(&) > exp[E{log(A,,))] = A. Mais A,, est un estimateur 

asymptotiquement sans biais pour A, fortement uniformément convergent, et ce pour 

une fonction de poids p bornée sur [O, 11. 

Lorsque les lois marginales ne sont pas connues, ce qui est très souvent le cas, on peut 

les estimer par les lois marginales empiriques. Les pseudo-observations deviennent alors 



où Si représente le rang de lorsque les Xi sont ordonnées par ordre croissant. L'esti- 

mateur pour log(A) que nous proposons s'écrit alors 

où log{e( t ) )  et l og{c ( t ) )  sont obtenus en remplaçant Hn par H i  dans l'expression 

(3.4), H: étant la fonction de répartition empirique des Z;',. Cet estirnateur est forte- 

ment uniformément convergent comme nous le montrons dans la proposition suivante. 

Proposition 3.4. La quantité log(&) est un estzmateur fortement unifonément 

convergent, c 'est-a-dire, 

Démonstration. Considérons (X, Y) suivant la loi M ( x ,  y) de copule C, c'est-à-dire 

et (Xi, K),  ..., (X,, Y,) un échantillon issu de M. Soient Fn, Gn, les fonctions de 

répartition marginales empiriques renormalisées, 

Soit Cn la copule empirique "renormalisée", c'est-à-dire 

10 Fn Xi: Considérons également les variables aléatoires discrètes 2: = log$~x i~&, l  , 2 = 

1, ..., n, possédant n2 valeurs possibles, +1,, 5 ... 2 q,,,,, où 

Soit Hi la fonction de répartition empirique associée à ces Z;, 



la F z  et soit H la fonction de répartition de la variable aléatoire Z = hgr~\z~G\~ll- On doit 

montrer que 

Ilog(C(t))  - log{A(t))l + O P.S., si n -t 00, t E [O, 11, 

1) Considérons le cas où t E (0,1/2]. 

k . ~ n  H ( z )  1 dz I I  ~ ( i  - Z )  dz + ~ s u P ~ ~ . ~ . ~ , ~ ~  I H ~  - HI (2) J t  2n.l.n - 

car %,1, + O, donc à partir d'un certain rang on a &,i, 5 t. Comme H (z )  /{z(l- z )  } 

est une quantité bornée (voir démonstration de Proposition 3.1, Capéraà et al., 1997a), 

on peut écrire, VE > O et à partir d'un certain rang n,, 

et  puisque t E [O, 1/21 

Premièrement, montrons que V a  < 112, 

Exprimons tout d'abord Hn et H en terme de Cn et C. 

et de même on a 

)dC(u, v). 
20s (4 



Ainsi, 

où D,= {(s, u) E (O, 1)2 : v < de)). 

Faisons une intégration par parties dont nous rappelons les conditions (Hildebrandt, 

1963, Théorème 8.8, p.127). 

Théorème. Soient 2 fonctions f et g de [a, a'] x [b, b'] dam R telles que 

existe, alors 

existe, et ces deux intégrales sont égales. 

En posant g,(z, 3) = ID, (z, Y) et fn(z, 9) = na(Cn - C)(G Y) sur [O, 11 x [O1 11, et 

en appliquant le résultat de ce théorème, puisque g,(z, 1) = fn(07 y) = fn(x7 O) = 

fn(O, O) = O et g,(l, y) = g,(l, 1) = 1, on obtient 

où V, = 1 représente la variation totale de g. D'après le Théorème 3.1 de Deheuvels 

(1979), on a 

V a  < 112, n"s~pp,~~~(C' - CI(x, y) + O P.S. 

On en déduit d'après le Théorème 8.8 de Hildebrandt cité ci-haut que 

converge presque sûrement vers zéro uniformément. 

Montrons maintenant que est une quantité bornée. En se semant de l'expression 



et en posant x = &, on obtient, pour n assez grand 

Or, lorsque x + 0, 
xQlog(x )  -k O 

et en posant u = - l o g ( x ) ,  on obtient si x + O 

On en déduit que pour a! < 112 

Puisque 

n " s ~ p p , ~ ~ l ~  - H l ( t )  -+ O P.S., si n + oo, 

et aue 

2) Soit maintenant t E ( 1 / 2 , 1 ] .  



Par ailleurs, 

donc t < Z I , , ~ ,  à partir d'un certain rang. 

Par suite, 

En faisant une intégration par parties comme précédemment, on obtient 

De plus, on peut vérifier que 
1 

donc 
1 

et  puisque + O, on conclut: 

De la même façon, on peut montrer que 

ce qui complète la preuve. 

3.2 Méthode du seuil de Khoudraji 

Cette méthode d'estimation de la fonction de dépendance A a été esquissée par de Haan 

(1985). Supposons que (Xi ,  Yi), i = 1, ..., n, suit une loi F dont les marginales FI et F2 
sont des lois de fiéchet unités. Considérons les variables R, = Xi + Yi et Wi = Xi/&, 

i = 1, ..., n, alors, d'après la relation (2.6), la fonction A est liée à la fonction S par 



De plus, d'après la Proposition 3.1, nous avons 

d'où l'on déduit que SI2 est la fonction de répartition conditionnelle de Wi7 sachant 

que R, est supérieur à u, et ce lorsque u tend vers l ' W .  On peut alors estimer A en 

remplaçant dans (3.5) S/2 par S,/2, la fonction de répartition empirique des Wi pour 

lesquels les R, sont supérieurs à u. Le choix de u doit être fait en tenant compte, entre 

autres, de l'équation (3.6) qui implique que u doit être assez grand pour que les Wi et 

les &, tels que R, > U, soient indépendants. Cependant, pour une taille d'échantillon 

fixée, on ne peut pas choisir u trop grand car on risque de ne pas avoir alors assez 

d'obsenmtions pour estimer convenablement A. Aussi cette valeur u = u(n) dépendra 

de la taille n de l'échantillon et nous appellerons seuil de l'estimateur de Khoudraji la 

quantité u(n)/n. Dans les chapitres qui vont suivre nous considèrerons plusieurs seuils 

possibles. 

Nous avons vu plus haut que, dans cette approche, on faisait l'hypothèse que les lois 

marginales de la loi F des (Xi ,  Yi) étaient des lois de Réchet. Comme cette condi- 

tion n'est pas en général vérifiée, on peut la satisfaire en effectuant le changement de 

variables suivant: 
1 1 

En effet on a, par exemple, pour Xi', 
1 

Comme les lois FI et F2 ne sont pas connues, on peut les remplacer par les fonctions de 

répartition empiriques correspondantes. Ainsi, si n n'est pas trop petit, les nouvelles 

variables Xi. et déhies par 

où Qn et QF sont les rangs de Xi et Y, respectivement, suivent approximativement 

des Iois de Fréchet unités. Considérons dors les variables 



wi = x,I/R,, 

on obtient l'estimateur de A suivant: 

où n* représente le nombre de Wi correspondant aux R, > u(n), et ce pour un chok 

de u(n) assez grand pour que les Wi et les R, soient indépendants. 

3.3 Méthode d'estimation de Joe, Smith et Weiss- 

man 

Supposons toujours que la loi F de (Xi ,  Y,), i = 1, ..., n, a pour marginales des lois 

de Fréchet unités. Le processus ponctuel associé à {T,(P) = n-'maz(X,, p-'X); i = 

1, ..., n) tend vers un processus de Poisson non-homogène défini sur (0, +CO) et d'intensité 

,u vérifiant, pour y > O et p > 0, 

Ce résultat asymptotique ne peut s'appliquer que pour n assez grand et pour les T,(@) 

assez grands eux-aussi, c'est-à-dire supérieurs à un certain seuil T. Considérons les 

Ti($) supérieurs ou égaux à T. On déduit de ce résultat asymptotique que l'espérance 

de leur nombre est approximativement égal à T-lp(1, P ) .  Si l'on prend maintenant 

T = qj(fl), où qkl(B) est le hème plus grand T,(,8), alors un estimateur de p(1, p) est 

kTLkI (P )  puisqulil y a k pseudo-observations z(@) plus grandes que qkl (P). Puisque ce 

raisonnement peut-être fait pour tous les T,(P) plus grands ou égaux au seuil T: que 

l'on déterminera plus loin, on peut remplacer kqkI(B) par une moyenne des zqil (P) a 

condition que ces derniers soient approximativement constants. Ceci devrait permettre 

de diminuer la variabilité de p(1,P). D'après la relation (3.2), on a 

et un estimateur de A sera alors, 



où fi est le nombre de Ti@) pour lesqwis les zTti1(P) sont approximativement constants. 

Afin de vérifier que n et T sont assez grands pour pouvoir appliquer le résultat asymp- 

totique, on peut s'appuyer sur la Proposition 5.17 de Resnick (1987) qui établit la 

reIation suivante entre l'intensité p du processus asymptotique et la loi F des (Xi, x), 

Considérons maintenant pour t assez grand, y 2 t et en posant x = y l t ,  

- - 1 - F (tx, Ptx) 

1 - F ( t ,  Pt) 

Ainsi, lorsque T est assez grand et /3 fixé, on peut considérer que les ;rl-(p) supérieurs 

ou égaux à T suivent, conditionnellement, la loi de densité 5, y > T, qui est teile que 

E(iTli1(P)) est approximativement indépendante de i pour 2 pas trop voisin de 1. En 

effet, en supposant que Ti (Pl, ..., Tn (p) est un échantillon de la loi de densité 3, y > t, 
7L étant le nombre de T,(P) supérieurs ou égaux à T, on obtient E(iqil(P)) = *fiT. On 

peut donc choisir T de teUe façon que les iTi] (p) soient approximativement constants. 

C'est la solution suggérée par Joe et al. Afin de respecter l'hypothèse que les lois 

marginales de F sont des lois de Fkéchet unités, on remplace les variables Xi et Yi par 

Xi' et déhies à la Section 3.2. 

En ce qui concerne les deux estimateurs proposés respectivement par Khoudraji et Joe 

et al., nous ne possédons malheureusement pas de propriétés asymptotiques, ni même 

pour de petits échantillons. Dans le chapitre suivant, nous d o n s  essayer de combler ce 

manque à partir de simulations. 



Chapitre 4 

Comparaison des estimateurs 

L'objectif principal de ce chapitre est de comparer au moyen de simulations, et ce pour 

de petits échantillons, les propriétés des estimateurs de la fonction de dépendance A* 

présentées au chapitre précédent. Cette comparaison va porter essentiellement sur le 

biais possible des estimateurs que l'on va mesurer de deux fqons dinérentes Ayant fixé 

la fonction de dépendance A' d'une copule extrême, nous allons déterminer la force de 

sa dépendance en calculant le tau de Kendall qui est donné par (Khoudraji, 1995) 

Pour chaque estimateur, nous calculerons premièrement les tau de Kendall obtenus à 

partir des estimations de A* découlant des différents échantillons simulés, et deuxiè- 

mement, les distances Li entre A* et ses estimations. Ainsi, ayant pour chaque échan- 

t a n  simulé une estimation du tau de Kendall de A* et une valeur de la distance LI, 

nous comparerons les estimateurs selon ces deux mesures ainsi que leur variabilité au 

moyen de diagrammes en boîte (box-plot). 

Les simulations seront faites à partir de lois Archimax, défmies par Capéraà et al. 

(199713). Ces lois, appartenant au domaine d'attraction de différentes copules de valeurs 

extrêmes, seront choisies avec des forces de dépendance différentes. De plus, la fonction 

de dépendance qui leur est associée sera symétrique ou asymétrique. 



Dans la Section 4.1, nous rappelons la déhitiion des copules Archimax ainsi que leurs 

algorithmes de simulation. La section suivante est consacrée à la présentation des esti- 

mateurs retenus dans cette étude. Dans la Section 4.3, un plan factoriel est proposé 

pour générer les données provenant des simuiations; des analyses de variance suivront 

pour étayer les comparaisons. Une conclusion générale termine ce chapitre. 

4.1 Copules Archirnax 

Une copule bivariée est appelée copule Archimax si et seulement si elle peut s'écrire 

sous la forme 

pour tout O 5 x, y _< 1, en terme d'une fonction convexe décroissante 4: (0,  11 + 
[O,  w), vérifiant q5(1) = O, et d'une fonction convexe A: [O, 11 -+ [1/2 ,1] ,  telle que 

max(t, 1 - t )  5 A(t) 5 1, pour tout O 5 t _< 1, avec la convention que $-'(t) = O 

lorsque t 2 4 ( s ) .  La fonction 4 est appelée générateur de la copule. 

Exemple 4.1: Soit la fonction de dépendance du modèle mixte due à Tarn (1988) 

donnée par 

~ ( t ) = B t 2 - & + 1 ,  O < t 5 1 ,  05851, 

et considérons le générateur de Clayton 

et celui de Franck 

alors C4i,o,A et C+J,a ,~  sont des lois At-chimux. Ces lois seront pamai celles utilisées 

lors des simulations présentées a La Section 4.3. 

Il est important de remarquer que l'ensemble des copules Archimax contient les 

copules de valeurs extrêmes ainsi que les copuies archimédiemes. En effet, si l'on pose 

4 ( t )  = log( l / t ) ,  la copule C4A est alors une copule de valeurs extrêmes, c'est-à-dire 



De même, si la fonction A r 1 alors, on obtient une copde archhédieme: 

L& proposition suivante (Capéraà et al., 1997b), établit une relation entre la fonction de 

dépendance de la copule Archimax C4,A et la fonction de dépendance de son attracteur. 

Proposition 4.1. Soit C44 une copule bivan'ée de fonction de dépendance A et de 

générateur 4 tel que 4(1- l / t )  est à uara'ations régulières de degré -m, m 2 1.  Alors 

est située dans le domaine d'attraction d'une lot de valeurs extrêmes ayant comme 

fonction de dépendance 

L'équation (4.1) nous permet d'obtenir A en fonction de A' et de ml soit 

Ainsi, pour construire une famille paramétrique de copule Archimax bivariée ayant 

comme attracteur maximum CA., il d t  de choisir une famille de copule archimédienne 

ayant un générateur qi tel que 4(1- l/t) est à vaziations réguhères de degré -m, et de 

choisir m > 1 tel que A soit une fonction de dépendance. On montre que cette dernière 

condition est satisfaite si et seulement si il existe I >_ m tel que A' 5 Gr,  où 

est la fonction de dépendance d'une copule de valeurs extrêmes de Gumbel, de paramètre 

1 2 1 (voir justification dans Capéraà et al., lW7b). Notons que 1 = 1 peut toujours 

être considéré comme une possibilité pour le choix de 1 mais, puisque m 3 1, on en 

déduit alors que rn = 1 et donc A = A'. C'est le cas notamment des générateurs de 

Clayton et de Franck cités dans l'Exemple 4.1 pour lesquels on a rn = 1. 

Pour générer des observations d'une copule Archimax C4,A(x, y), deux méthodes sim- 

ples nous sont proposées- La première suggère de générer X de loi uniforme [O, 11 et  



de générer Y de loi conditiome~e ûC4,A (x, y) /ax. Mais puisque cette dernière n'est 

généralement pas inversible, il sera nécessaire d'utiliser un deuxième algorithme dont 

la justScation est donnée dans Capéraà et al- (1997b): 

i) Générer r de fonction de répartition: H(z)  = z + (1 - z)%, O 5 z 5 1; 

ii) Etant donné z,  générer u de loi uniforme sur l'intervalle [O, 11; 

I I  
z 1-2 A z E) Si u 5 p(z) = (h(z/A(zi 1, générer w de loi uniforme sur [O, 11; sinon générer w de 

loi K4(t)  = t  - X4(t) où X4(t) = 4( t ) /df  ( t ) ;  

iv) Déterminer x et y par x = 4-'(z#(w)/A(z)) et y = 4-l{(1- z )d(w) /A(z ) ) .  

Lorsque la fonction de répartition H n'est pas inversible, on utilise alors pour déterminer 

z  la méthode d'acceptation-rejet, ia densité de H étant donnée par 

h(z)  = 1 + ( 1  - 2 2 ) ~ '  ( z )  /A(z)  + z ( l  - z)  [A" ( z )  /A(z)  - {A' ( z )  / A ( z ) } ~ ] .  

4.2 Choix des estimateurs 

4.2.1 Estimateur de Capéraà, Fougères et Genest 

Nous avons vu au chapitre précédent que l'estimation de la fonction de dépendance 

A' sera considérée dans les deux situations suivantes. Dans Ia première, I'échantiiIon 

dont nous disposons est de loi F bidimensionnelle, c'est-à-dire que les observations ne 

sont pas des maxima. Dans la deuxième, l'estimation est faite à partir d'un échantillon 

d'une loi bivariée de valeurs extrêmes. 

La méthode de Capéraà et al. s'appliquent à des lois de valeurs extrêmes. Si l'échantillon 

simulé ne provient pas de telles lois, il est nécessaire de générer, à partir de celui-ci, un 

échantillon d'observations pouvant être considéré comme extrêmes. Pour ce faire, nous 

utiliserons la méthode dite des "paquets", utilisée par plusieurs auteurs comme, par 

exemple, Pickands III (l9ïS).  Cette méthode consiste en la formation de sous-ensembles 



(paquets) de couples (Xi ,  x) de loi F, tous de méme taille, et pour lesquels le maximum 

sur chacune des deux coordonnées sera seul retenu. Si par exemple, nous avons un 

échantillon de 2500 couples (Xi ,  Y& on peut choisir de séparer les 2500 couples en 25 

paquets de 100 couples (Xi, Y,), c'est-à-dire que le premier paquet sera formé des couples 

(Xi,  x) pour i = 1, ..., 100, le 2e paquet, des couples (Xi ,  Yi) pour i = 101, ..., 200, et 

ainsi de suite. Sur chacun des 25 paquets, le maximum sur les Xi et le maximum sur les 

Yi sont retenus, ce qui formera le couple ( m a X i ,  mm%). Nous aurons ainsi au total 

25 couples de maxima. C'est ce nouvel échantillon qui sera alors utilisé pour calculer 

l'estimateur de Capéraà et al. dénoté dans la suite par CFG. 

4.2.2 Méthode de Khoudraji 

Nous avons vu à la Section 3.2 que, pour que l'estimateur proposé par Khoudraji soit 

valable, il est nécessaire de choisir un seuil r tel que les W, et les R,, où R, > nr, soient 

indépendants, et tel que le nombre d'observations pour estimer convenablement A soit 

assez grand. Lors des simulations, nous avons remarqué que le nombre n* d'observations 

(Xi, xj pour lesquelles les RJn correspondants sont supérieurs à un seuil r était ap- 

proximativement égal à !. Ceci peut s'expliquer de la manière suivante. Le processus 

ponctuel associé à { a, i = 1, ..., n} tend vers un processus de Poisson non homogène 

sur R+'\{O, O} dont l'intensité p est telle que, pour a > O, (voir la Proposition 5.11 de 

Resnick, 1987) 

p{ (x ,  y) E : x + y > a) = 2/a.  

On en déduit alors que, pour n assez grand et r pas trop proche de O, le nombre n* de 

&ln supérieurs à r est approximativement égal à ?. 

Pour les simulations que nous avons effectuées, plusieurs niveaux de seuil ont été choi- 

sis. Pour la première analyse, ayant simulé des échantillons de taille 2500 de copules 

Archimax, nous avons choisi les seuils 0.01, 0.04 et 0.08. Pour ces trois seuils, le nom- 

bre d'observations pour estimer A* devrait être approximativement de 200, 50 et 25 

respectivement. Nous aurons donc 3 estimateurs différents dénotés K I ,  K2 et K3 cornes- 

pondant au s e d  0.01, 0.04 et 0.08 respectivement. Dans la deuxième analyse, portant 

sur des échantilions de tailles 50 et 100 issus de lois de valeurs extrêmes, nous avons 



choisi pour chacune de ces tailles les seuils 0.1 et 0.2. Ainsi, pour estimer A', on aura 

approximativement 10 et 20 observations pour les échantillons de taille 50, et 20 et 40 

pour les échantillons de taille 100. Nous notons K,' I'estimateur correspondant au seuil 

0.1 et K,' celui correspondant au seuil 0.2. 

Erik nous avons vérifié dans les deux situations, et sur quelques échantiilons, I'indé- 

pendance entre les Wi et Ies i& en calculant le tau de Kendall. Par exemple, pour un 

échantillon particulier de taille 2500, nous avons obtenu les tau de Kendall suivants: 

-0.00954 (seuil de 0.01), -0.00421 (seuil de 0.04) et 0.00167 (seuil de 0.08), ce qui nous 

permet d'accepter l'hypothèse d'indépendance entre les Wi et les &. 

4.2.3 Méthode de Joe, Smith et Weissman 

Dans la méthode de Joe et al. présentée a la Section 3.3, l'estimation de la fonction 

de dépendance A* repose sur une moyenne des iTril(B) pour lesquels les T&?) sont 

supérieurs à un certain seuil T. De plus, pour que cette méthode soit appiicable, il est 

nécessaire que les valeurs iqil(P) utilisées pour calculer cette moyenne soient approi- 

mativement constantes. Dans la première analyse portant sur des échantillons de taille 

2500, plutôt que de choisir 3 seuils différents, nous avons décidé de conserver les 200,50 

et 25 plus grandes pseudo-observations T@), quel que soit @ > O. Ensuite, nous avons 

vérifié dans quelques cas, queiles étaient les valeurs iZ+](P) constantes. Par exemple, 

pour un échantillon particulier et pour P = 99, lorsque 200 pseudo-observations Ti(99) 

sont retenues, on vérifie aisément sur le graphique suivant que les 15 dernières valeurs 

iTli1 (99) ne sont pas constantes. 



Figure 4.1: Graphique des 200 valeurs iqi1(99) pour un certain échantillon. 

, h i ,  les trois estimateurs choisis dans cette première anaIyse seront obtenus avec les 

moyennes tronquées suivantes & xg!6 i q l  (P ) ,  & ~z~~ iT[.1 ( P )  et & x& iqil  (b). 11s 
seront dénotés JI,  Jz et J3 respectivement. On peut remarquer que nous ne faisons pas 

dépendre de P le nombre de iq , ] (P)  composant ces différentes moyennes tronquées, ce 

qui est la solution proposée par Joe et al. que nous adoptons ici. 

Dans la deuicikme analyse portant sur des échantillons de taille 50 et 100 issus de Iois 

de valeurs extrêmes, nous avons décidé de retenir les 20 et 10 plus grandes pseudo- 

observations Ti(P). En agissant comme précédemment nous choisissons les deux esti- 

mateurs obtenus avec les moyennes tronquées & xbo iq,] (P) et ! xE6 iqil ( P )  pour 

chacune des deux taiUes d'échantillon. Ces estimateurs seront dénotés J,' et J,' respec- 

tivement. 

4.3 Analyse de variance 

Pour comparer les 3 méthodes d'estimation, soit ceUe de Capéraà et d., de Khoudraji, et 

de Joe et al., nous procéderons à l'étude de 2 analyses différentes. La première analyse 



utilisera des obsemtions de copules Arcbimax, tandis que la deuxième utilisera des 

observations de copules de valeurs extrêmes. 

4.3.1 Analyse 1 

Dans cette analyse, les échantiIlons simulés proviennent de copules Archimax dont les 

fonctions de dépendance sont les mêmes que celles de leurs attracteurs CA-. Ces copules 

ont la forme suivante 

où A* est de l'un des 4 types suivants: 

~ ; ( t )  = et2 -et + 1, avec e = 0.3, 

.4;(t) = - t + 1, avec B = 0.668, 

où A; et A,* sont symétriques et AS et A: asymétriques. Les paramètres ont été choisis 

de teiie façon que TA; = 7 ~ ;  sz 0.10 et TA; = TA; 2 0.26, ce qui donne deux forces de 

dépendance pour les attracteurs CA-. 

Les générateurs 4 sont ceux de Clayton (dl) et de Ranck (#z) définis à l'Exemple 4.1. 

Le paramètre a! a été calculé pour chacun de ces générateurs de telle façon que l'on 



obtienne q i t ~ ;  = 0.30 et q i , ~ ;  = 0.50, pour i = 1,2, où 

Si l'on prend les mêmes valeurs de a pour les copules Archimax C4& et C4,a; que pour 

et C4,&, alors d'après (4.2) nous ne pouvons pas vérifier r&,~ ;  = 0.30, i = 1,2, 

et T 4 i , ~ ;  = 0.50, i = 1,2. Nous allons plutôt choisir ce paramètre cr de façon à obtenir 
T +,A; = 0.50 et ~ 4 ~ p ;  = 0.70. Ceci va nous permettre de voir I'iduence de la force 

de dépendance des copules Archimax sur les estirnatetus de A*, dans chacun des cas 

TA- = 0.10 et TA- = 0.26. Notons que les deux générateurs &,,, i = 1,2, étant tels que 

#i,a(l - lit) est à variations régulières de degré -1, les copules Archimax C#i,,,a. sont 

dans le domaine d'attraction de Ca-. 

Le Tableau 4.1 résume tous ces choix- 



1 0.1 1 Ai 1 q5*, avec a = 4/7 1 0.30 1 

1 0.1 1 A; 1 d2,.: avec a = 2.09 1 0.30 ( 
1 0.1 1 A; 1 &.. avec a = 4.8 1 G.50 1 

0.1 A; 4 2 4  avec = 2.09 0.30 

0.1 

0.1 

1 0.26 1 Ai 1 )ic avec a = 0.972 T 0 . 4  

A; 

A; 

1 0.26 1 A3 1 4 2 4  avec a = 3.23 ( 0.50 1 
0.26 

1 0.26 1 Aj 1 42,, avec a = 7.83 1 0.70 1 

q51,, avec a = 4/7 

$1, avec a = 1.6 

0.30 

0.50 

AG 

0.26 1 A; 1 #1,, avec a = 2.953 1 0.70 

rjl,, avec a = 2.953 

0.50 
L 

1 0.26 1 A: 1 )2,, avec a = 7.83 1 0.70 1 

0.70 

0.26 

0.26 

Tableau 4.1: Valeurs du paramètre cr des générateurs et et valeurs du tau de 

Kendall pour les copules Archamm correspondantes. 

Nous avons donc deux plans d'expérience trois facteurs, l'un correspondant à TA. = 

0.10 et l'autre à TA- = 0.26. Dans ces deux plans, les facteurs sont 

Al 

A: 

1) Les 7 estimateurs retenus, les trois du type Khoudraji, les trois du type Joe et 

al. et celui de Capéraà et al.; 

avec a = 0.972 

2) Deux fonctions de dépendance, l'une symétrique et l'autre asymétrique; 

4 2 4  avec Q = 3.23 

3) Les 2 générateurs avec chacun deux valeurs du paramètre a. 

0.50 



Ces trois facteurs sont considérés comme des facteurs fixes, et pour chaque combi- 

naison des niveaux de ces facteurs, 100 échantillons de taille 2500 ont été générés 

indépendamment. Pour l'analyse des données, nous procéderons à deux analyses de 

variance: la première utilisant comme variable dépendante la valeur du logarithme de 

la différence en valeur absolue entre l'estimation du tau de Kendall et la valeur du tau 

théorique, tandis que la deuxième utilisera la valeur du logarithme de LI. L'utilisation 

de log(FA. -  TA.^ et de log(Ll) plutôt que de - TA- 1 et de L, nous assure que 

l'on se trouve approximativement sous les hypothèses usuelles de L'analyse de variance. 

Remarquons toutefois que d'après les diagrammes en boite de log(L1) apparaissant à 

l'annexe A, l'estimateur KI n'a pas la même variabilité que les autres. Nous le conser- 

vons quand même dans l'analyse. Nous ne présentons pas les diagrammes en boîte de 

loglFÂ. - TA. 1 qui sont semblables à ceux de log(LI). 

Les analyses de variance effectuées sur les variables - TA- ( et log(Li) montrent 

que les interactions de deuxième et troisième ordre, faisant intervenir le deuxième 

facteur, ne sont pas significatives au niveau 0.05 et que ce facteur n'a pas d'influence. 

n existe par contre une interaction significative entre les estimateurs et les générateurs, 

&, i = 1'2, c'est-à-dire entre le premier et le troisième facteur (niveau de si&cation 

observé: 0.0001). Les résultats obtenus pour les comparaisons mdtipies effectuées au 

niveau 0.05 entre les 7 estimateurs, lorsque la variable dépendante est 10g1?~- - TA- 1, 
sont résumés dans le Tableau 4.2, et ce pour chaque niveau du 3e facteur. Le symbole 

d'inégalité stricte signûïe que les estimateurs sont s i ~ c a t ï v e m e n t  différents pour la 

variable réponse étudiée, tandis que le symbole = sipilie que les estimateurs ne le sont 

Pas. 



- - 1 0.10 1 JI < K3 < J2 = J3 ": K2 < CFG < KI ( Ji < K3 < J2 < KK;<- 
-- - - 

1 0.26 1 JI x K2 < K3 < J2 = J3 < CFG N KI 1 Ji < K2 TZ: K3 < J2 = J3 < CFG < K L ~  

- - - - -- 1 0.26 1 Ji x K2 x K3 < J2 < J3 < CFG < KI 1 Ji = J2 = K2 = K3 < J' < CFG <A 

Tableau 4.2: Comparaisons multiples des sept estzmateurs de la fonction de dépendance 

A pour différentes copules Archimu, et  pour loglîao - TA- 1. 

L'examen du tableau précédent permet immédiatement de constater que Ji, l'estimateur 

de Joe et al. avec le plus grand nombre de Ti(@) retenus, est le meilleur dans tous les cas 

examinés. Les autres estimateurs de Joe, J2 et J3, semblent être comparables lorsque le 

générateur est de Clayton, à l'exception du cas où o! = 1.6, J2 est alors plus précis que 

J3. Lorsque le générateur utilisé est celui de Franck, on remarque que pour une force 

de dépendance petite, TA- = 0.10, J3 semble être meilleur que J2. Par contre, lorsque 

la force de dépendance devient plus grande, TA- = 0.26, J2 domine J3. 

Pour ce qui est des trois estimateurs de Khoudraji, Ki, K2 et Ka, on peut souligner 

immédiatement que celui possédant le plus petit seuil, r = 0.01, n'est pas un bon 

estimateur. Les deux autres, Kz et K3, semble se comporter différemment lorsque 

la force de dépendance augmente. En effet, lorsque TA* = 0.10, l'estimateur K3 est 

toujours meilleur que I'estimateur K2. Par contre, lorsque TA. devient plus grand, 

TA- = 0.26, les 2 estimateurs sont comparables pour la majorité des générateurs, à 

l'exception du cas où on utilise un générateur de Clayton avec cr = 0.972, Kz étant 

alors meilleur que K3. Si on compare maintenant ces deux derniers avec les estimateurs 

de Joe et al., on s'aperçoit qu'au moins un des estimateurs de Khoudraji, K2 OU K3, 



est le plw performant après I'estimateur JI.  

L'estimateur de Capéraà et ai., CFG, ne donne pas de bons résultats comparativement 

aux autres à l'exception de KI .  

Dans le tableau qui suit, on trouve les comparaisons multiples entre les 7 estimateurs 

pour chaque niveau du troisième facteur, lorsque la variable dépendante est log(L1). 

10.10 ( Jl < J2 = K2 zs K3 < J3 < CFG= KI 1 Ji = J J ~  = K3 < J3 2: K2 c CFG < KI 1 

1 0.10 1 J1 < Jz = Kz = K3 < J3 < CFG < KI ( 3' = J2 = K3 -C 53 < K2 < CFG < KI 1 

10.26 1 J1 < J2 = K2 < K3 < CFG= J3 x KI 1 JI = J2 x K2 = K3 < J3 c CFG < KI 1 

Tableau 4.3: Comparaisons multiples des sept estimateurs de la fonction de dépendance 

A pour différentes copules Archimoz, a padzr de log(Ll).  

En examinant le Tableau 4.3, il apparait que JI est encore le meilleur estimateur. De 

plus, Jz est, pour tous les attracteurs, meilleur que J3, celui-ci étant un estimateur 

pauvre dans la majorité des cas, en particulier lorsque TA- = 0.26. Ces résultats sont 

également soutenus par les diagrammes en boîte fournis à l'Annexe A. Encore ici, les 

estimateurs de Khoudraji, Kz et K3, semblent avoir une certaine relation avec la force 

de dépendance. Lorsque 711. = 0.10, on remarque que K3 domine K2 dans la majorité 

des cas, tandis que pour TA- = 0.26, K2 est meilleur que K3. On note encore que les 

estimateurs CFG et KI ne sont pas de bons estimateurs. 

Les graphiques représentant les estimations de A pour Ji, Jz, J3, K2 et K3 ahsi que la 

fonction A théorique sont donnés à l'Annexe B. Ces graphiques confirment bel et bien 



les conclusions précédentes sur ces esfimatem. 

Suite a ces différentes analyses, on peut conclure que, lorsque l'échantillon d'observations 

n'est pas constitué de valeurs extrêmes, I'estimateur Ji de Joe et al. utilisant les 8% plus 

grandes pseud~observations est nettement le meilleur estimateur parmi ceux étudiés 

ici. L'estimateur de Khoudraji, utilisé avec un seuil assez grand, peut aussi nous donner 

de bons résultats. Contrairement à la méthode d'estimation de Joe et al., le choix du 

seuil de I'estimateur de Khoudraji semble être un peu plus compliqué. En effet, les 

différentes analyses montrent que, pour obtenir un bon estimateur, le choix du seuil 

devrait tenir compte de la force de dépendance de l'attracteur. De plus, pour un seuil 

petit (0.01)' l'estimation de A semble très mauvaise. Notons également que la condition 

exigeant l'indépendance entre les Wi et les Ri, R, > nr, n'est pas suffisante pour nous 

éclairer dans ce choix puisque, pour chaque valeur du seuil utilisée, cette condition 

avait été préalablement vérifiée. 

4.3.2 Analyse 2 

Pour la deuxième analyse, nous avons simulé de.  observations provenant de copules 

de valeurs extrêmes. Nous avons effectué cette analyse pour de nouveau comparer 

les 3 méthodes d'estimation, mais surtout pour vérifier si l'estimateur de Capéraà et 

al. donnait de meilleurs résultats que les deux autres, étant donné que l'échantillon 

provient de valeurs extrêmes directement. 

Pour comparer les estimateurs, nous avons considéré deux copules de valeurs extrêmes 

CA-, soit ceUe de Gumbel, symétrique par rapport à 1/2, dont la fonction de dépendance 

est donnée par 

K ( t )  = {t' + (1 - t)')"', r 2 1, 

et celle asym4trique de Tawn (1988), dont Za fonction de dépendance est donnée par 

Plus précisément, les deux copules de valeurs extrêmes qui ont été simulées sont sous 



la forme 

où les fonctions de dépendance sont données par 4 ou encore Aa,B,r. 

Ensuite, nous avons choisi trois forces de dépendance pour ces A*, soit 

et 3/4, ainsi que deux tailles d'échantillon, 50 et 100. A h  d'obtenir les trois forces de 

dépendance voulues, nous avons déterminé les vaIeurs des paramètres r ,  a et ,O que 

l'on peut trouver dans le tableau suivant. 

Tableau 4.4: Valeurs des paramètres de la copule de Gumbel, 4, et de la copule 

asymétrique de Tarn, pour obtenir les d2flérentes forces de dépendance. 

Rappelons que dans cette andyse, nous comparons pour les trois forces de dépendance 

5 estimateurs soit, J; , J,' , Ky, K; et CFG (voir Section 4.2). Cette comparaison se 

fera selon un plan à quatre facteurs qui sont 

1) Les 5 estirnaterirs, deux du type Khoudraji, deux du type Joe et al. et celui de 

Capéraà et al.; 

2) Les 2 fonctions de dépendance, 4 et K,,J; 

3) Les 3 forces de dépendance, TA. = 114, TA. = 112 et TA- = 3/4; 

4) Les 2 tailles dTéchantilIon, 50 et 100. 

Ces quatre facteurs sont considérés comme des facteurs fixes, et pour chaque combi- 

naison de niveaux de ces facteurs, 100 échantillons ont été générés indépendnmment. 

Comme pour l'analyse 1, nous procéderons à deux anaIyses de variance: la première 

utilisant la vaIeur du logarithme de la différence en valeur absolue entre l'estimation 



du tau de Kendall et la d e u r  du tau théorique comme variable dépendante, tandis 

que la deuxième utilisera la valeur du logarithme de Li. L'utilisation de log lîA- - TA- 1 
et de log(Ll) plutôt que de IFA- - rk 1 et de LI nous assure que l'on se trouve approxi- 

mativement sous les hypothèses usuelles de I'analyse de variance. 

L'analyse de variance sur la variable loglîA- - TA* 1 montre qu'il existe une interaction 

significative de troisième ordre (niveau de signification observé: 0.0101) entre le pre- 

mier, le troisième et le quatrième facteur. De plus, l'interaction entre le deuxième et le 

troisième facteur est également significative (niveau de signification observé: 0.000 1). 

L'andyse de variance sur la variable log(L1) permet de voir qu'il existe une interaction 

significative de quatrième ordre. Les comparaisons des estimateurs seront efktuées sur 

chaque combinaison des niveaux des trois derniers facteurs. 

Dans le Tableau 4.5, on trouve les résultats obtenus pour les comparaisons multiples 

au niveau 0.05 entre les 5 estimateurs, et ce pour chaque combinaison des niveaux des 

facteurs 2, 3 et 4, pour la vaxiable dépendante loglG- - TA- 1. 

l I 
- -- 

symétrie 

l I asymétrie I 

0.50 C F G x  K; < Jf = JJ; = K; 

0.25 

Tableau 4.5: Comparaisow multiples des cinq estimateurs de la fonction de dépendance 

A* de deren te s  copules de valeurs extrêmes, pour différentes tailles d'échantillon N 

et pour loglîam - TA* 1. 

CFG < K; < J; r: J; rr K; 

0.50 

L'étude du tableau précédent met clairement en évidence le fait que dans les cas con- 

* 

CFG < Ji = J; c Ki c K; CFG < Jf = J,' = Ki = K; 
C F G x  Ki < J; = K; < J; CFG < J; = K; = K; c J; 



sidérés, i'estimateur CFG est le meilleur. 

Pour ce qui est des estimateurs de Khoudraji, K,' et K,', on remarque que, lorsque la 

force de dépendance est de 0.50 ou de 0.75, K; est meilleur que K,*, à l'exception du cas 

où N = 100 avec une fonction de dépendance asymétrique. Pour ce cas, les estimateurs 

semblent être comparables. Par contre, lorsque la force de dépendance diminue, c'est- 

à-dire lorsque TA- = 0.25, on ne remarque pas de différence entre les 2 estimateurs, 

sauf peut-être lorsque N = 50 avec A* symétrique, K,' étant dors meilleur que K,*. 

Encore ici, la performance des estimateurs de Khoudraji semble être reliée avec la force 

de dépendance. Soulignons également que le meilleur &imateur après celui de CFG 

est, pour tous les cas, un estimateur de Khoudraji. 

Les estimateurs J,* et J,* donnent des résultats semblables pour tous les cas. Mention- 

nons par contre que, pour le cas où A* est symétrique et TA- = 0.75, J1+ est meilleur 

que J,*, de même que pour le cas où A* est asymétrique et TA- = 0.50. 

Les résultats obtenus pour les comparaisons multiples portant sur la variable log(Lz)  

sur chaque combinaison des niveaux des facteurs 2 , 3  et 4 sont présentés dans le tableau 

suivant* 



TA- 

0.25 1 C F G  < K; = K; < J; < J i  ( C F G  < K; < J; sz K; < J; 

0.25 

0.50 

0.75 

TA' 

Tableau 4.6: Comparaisons multiples de cinq estimateurs de la fonction de dépendance 

A* de différentes copules de valeurs extrêmes, pour différentes tailles d'échantdlon N 

et pour log(LI). 

symétrie 

Encore ici, il est évident que l'estimateur CFG est de loin le plus précis parmi les 

estimateurs étudiés. Ce résultat est également vérifié à partir des diagrammes en boîte 

des erreurs log(Ll) fournis à l'Annexe C ainsi que des graphiques représentant les 

estimations de la fonction de dépendance et la valeur théorique de A* fournis à l'Annexe 

D. 

N=50 

C F G  < J; x K,' 2 K; < J; 

C F G  < K,' < K; < J; < J,' 

C F G  < K,' < K; < J; < J,' 

Si on examine les estimateurs K; et K;, on s'aperçoit encore que K; est meilleur 

que K; lorsque la force de dépendance est de 0.50 ou de 0.75, mais qu'ils deviennent 

comparables lorsque la force de dépendance est de 0.25. De plus, ces deux estimateurs 

dominent ceux de Joe et al. 

N=10@ 
- 

C F G  < J; E=: K; = KK; < J,' 

C F G  < K; < J; = K; c J; 

CFG < K; < K; < J,' < J; 

Pour ce qui est de J,' et de J i ,  on s'aperçoit que lorsque la taille d'échantillon est de 

50, J,' est toujours meilleur que J i ,  tandis que pour une taille d'échantillon de 100, J,' 

domine J,*. 

On peut conclure par cette analyse que l'estimateur de Capéraà et al. est le meilleur 

estimat eur lorsque les observations sont des valeurs extrêmes. De plus, I'estimateur 

asymétrie 

N=50 N=100 



de Khoudraji calculé avec un nombre suffisant d'observations peut aussi être un bon 

estimateur de la fonction de dépendance. Par contre, la méthode de Joe et al. est à 

proscrire pour ce type d'observations. 

De ces deux analyses, portant sur des valeurs extrêmes et non extrêmes, nous retenons 

tout d'abord que l'estimateur de Capéraà et al. est l'estimateur à utiliser lorsque 

l'échantillon est constitué de valeurs extrêmes. Celui de Khoudraji peut aussi nous 

fournir de bonnes estimations pour ce cas, mais il est nécessaire de s'assurer que le 

nombre d'observations utilisées est s f i a n t .  

Pour le cas où les observations ne sont pas extrêmes, I'estimateur de Joe et al. caIculé 

avec les 8% plus grandes pseudo-observations Ti est sans aucun doute le meilleur. Celui 

de Khoudraji peut aussi nous permettre d'obtenir de bons résultats, mais le choix du 

seuil est diEcile à déterminer puisqu'il semble que ce choix devrait être fait selon la 

force de dépendance de l'attracteur CA-. 



Chapitre 5 

Analyse de données 

Dans !e chapitre précédent, nous avons comparé différentes méthodes d'estimation 

de la fonction de dépendance, soit celles de Capéraà et al., de Joe et al., ainsi que 

de Khoudraji. Ces comparaisons ont été effectuées, dans un premier temps à partir 

de simulations d'échantillons provenant de lois bidimensionnelles ayant un attracteur 

donné, et dans un deuxième temps à partir de simulations d'échantillons de lois bivariées 

de valeurs extrêmes. Des deux analyses effectuées, nous avons conclu que l'estimateur 

de Capéraà et al. était nettement supérieur aux deux autres méthodes d'estimation, et 

ce lorsque l'échantillon de départ était constitué de valeurs extrêmes. Par contre, cet 

estimateur ne donnait pas de bons résultats lorsque l'échantillon ut= était consti- 

tué de couples de lois bidimensionnelles. Pour ce cas, la première analyse du chapitre 

précédent a montré que l'estimateur de Joe construit avec les 200 plus grandes pseudo- 

observations x(B) était le meilleur. De plus, lorsqu'on compare les trois estimateurs 

de Khoudraji, ceux utilisant un seuil de 0.08 et de 0.04 donnent de meilleurs résultats 

que celui construit avec un seuil de 0.01. 

Dans ce chapitre, nous appliquons ces estimateurs à un ensemble de données concernant 

des réservoirs d'eau utilisés pour produire l'électricité nécessaire à l'entreprise Alcan. 

Nous allons expliquer brièvement la fqon dont sont obtenues ces données telle qu'elle 

est présentée dans le rapport "Vaüdation des apports non contrôlés historiques" rédigé 



par l'Institut national de la recherche scientsque, INRSEau. 

Les données représentent la quantité d'eau qu'un réservoir reçoit à l'Qat naturel du- 

rant un intervalle de temps déterminé. Cette quantité est appelée I'apport naturel. 

Cette valeur tient compte de différents paramètres comme les précipitations sur le 

réservoir, le niisseUement du bassin de drainage qui l'entoure, l'évaporation à sa surface 

et l'écoulement souterrain. Puisque ces différents paramètres ne peuvent être mesurés 

directement, HycbQuébec utilise une équation qui permet de calculer l'apport natu- 

rel, &, appeIée équation du bilan hydrique: 

où QAu représente les débits d'eau à la sortie du résemoir pendant 24 heures, Qam, les 

débits d'eau provenant d'un résemoir en amont pendant 24 heures et 6S1 la variation 

du volume stocké dans le réservoir pendant 24 heures. 

Les apports naturels sont calculés sur près de 45 réservoirs majeurs, à des sites prédé- 

terminés. Naturellement, ces mesures sont quelque peu entachées d'erreurs, qui peu- 

vent être contrôlées par un procédé de filtrage des données, utilisé par Hydro-Québec. 

Pour notre étude, nous avons choisi d'utiliçer les données des apports naturels sur les 

réservoirs Chute du Diable et Lac St-Jean car, selon Hydro-Québec, ces mesures con- 

tiennent moins d'erreurs que celles sur les autres bassins. Notre objectif est d'estimer 

non paramétriquement la fonction de dépendance de la loi bivariée des maxima des ap- 

ports na tueh  de ces deux réservoirs. Cette estimation peut servir à choisir un modèle 

paramétrique pour cette loi. Les réservoirs sont représentés sur !es cartes à l'Annexe E. 

Les apports naturels sur ces deux bassins nous ont été fournis suivant deux ensembles. 

Le premier contient les maxima annuels des apports naturels pour une période allant 

de 1953 à 1994, tandis que le deuxième contient les valeurs journalières des apports 

naturels pour les années 1953 à 1993. Puisque les maxima des apports naturels ont été 

pris sur la période du printemps, soit du ler avril au 30 juin, nous utiliserons seulement 

les valeurs journalières sur cette période. 

A partir de ces données, nous utiliserons dans un premier temps, L'estimateur de 

CapéraA et al., qui sera calculé à partir de l'ensemble de données formé des maxi- 



ma annuels des apports naturels. Nous obtiendrons ainsi l'estimation de la fonction 

de dépendance de la loi de ces maxima et également le tau de Kendail calcule à par- 

tir de cette estimation. Dans un deuxième temps, les estimateurs de Joe et al. et de 

Khoudraji seront appliqués à l'ensemble des données journalières des apports naturels. 

Nous obtiendrons ainsi les estimations de la fonction de dépendance de l'attracteur 

associé à ces données. Cependant, comme il est difEcile de comparer graphiquement 

ces estimations, nous ferons ces comparaisons au moyen des tau de Kendall calculés à 

partir de ces estimations. 

5.1 Estimation par la méthode de Capéraà, Fougères 

et Genest sur les apports naturels maximums 

des bassins de 19Alcan. 

L'ensemble de données dont nous disposons est constitué des maxima annuels des 

apports naturels sur les années 1953 à 1994, ce qui forme donc un échantillon de 42 

couples (Xi, K) de valeurs extrêmes, où Xi représente le maximum sur les apports 

naturels journaliers pour l'année i sur le bassin "Lac St-Jean", et x, le maximum pour 

la même année sur le bassin "Chute du Diablen. 

Nous allons estimer la fonction de dépendance de la loi de ces maxima bidimensionnels 

par la méthode proposée par Capéraà et al. Comme cette méthode est applicable 

essentiellement à des lois de valeurs extrêmes, nous d o n s  tout d'abord véfier que cet 

échantillon provient d'une des lois de ce type. Pour ce faire, nous utiliserons un test 

construit par Ghoudi, Khoudraji et Rivest (1997) décrit ci-dessous. 

Soit { ( X i ,  Yi) : i = 1, ..., n) un échantillon bivarié d'une loi H. Pour vérifier si H 

appartient à la famille des lois de valeurs extrêmes bidimensionnelles, il est nécessaire 

de s'assurer que la copule C, associée à H, appartient à la famille des copules de valeurs 

extrêmes, c'est-à-dire a la forme suivaate 



où A est la fonction de dépendance que l'on veut estimer. Posons W = C(U, VI. Si 

C(x, y) a la forme (5.1), alors 8E(W) - 9 E ( w )  - 1 = O. Soit Sn une estimation non- 

biaisée de 8E(W) - 9 E ( W )  - 1 (voir Ghoudi et ai., 1997, pour l'expression de Sn). 

L'hypothèse Ho : C(z, y) a la forme (5.1), sera rejetée lorsque [sn l/{Rd(sn) )'12 > 
q-,/?, où Gack(sn) représente une estimation de la variance de Sn obtenue par la 

méthode du jackknife et zl,,, le quantile d'ordre I - a! de la loi nornde centrée 

réduite. Ainsi, on peut conclure que si l'hypothèse Ho n'est par rejetée, la copule C 

appartient à la famille des copules de valeurs extrêmes. Pour obtenir les détails sur ce 

test, voir Ghoudi, Khoudraji et Rivest (1997). 

En effectuant ce test sur l'ensemble de données composé des maxima annuels bidi- 

mensionnels des apports naturels journaliers, nous avons obtenu Ia valeur 1.95 pour 

IS~~/{~,(S,)}'/~, ce qui est légèrement inférieur au quantile d'ordre 1 - a/2 de la 

loi normale centrée réduite lorsque a est de 0.05. Ainsi n'ayant pas rejeté l'hypothèse 

Ho, nous pouvons conclure que la copule C associée à la loi bivstriée de l'échantillon 

est une copuie de valeurs extrêmes. 

Puisque les lois marginales de cet &a,ntillon ne sont pas cornues, nous avons utiIisé 

l'estimateur &(t) donné a la Section 3.1. Le graphique suivant montre l'estimation de 

Ia fonction de dépendance A. 



Figure 5.1: Estimation de Ca fonction de dépendance A calculée sur Itensemb2e des 

maxima par la méthode de Capéraa et al. 

Nous savons que e(t) est un bon estimateur de la fonction de dépendance A d'une 

loi de valeurs extrêmes. Or Ie test effectué plus haut pour vérifier si l1échantiUon des 

mazima provenait d'une copule extrême avait un seuil de sigdication observé très 

proche du seuil théorique de 0.05 que l'on s'était h é .  Aussi, ne savons-nous pas très bien 

si l'on a estimé la fonction de dépendance d'une loi des valeurs extrêmes. Cependant, on 

peut en avoir une idée en comparant les estimations du tau de Kendall obtenues, d'une 

part à partir de e(t), et d'autre part à partir de l'échantillon des maxima. Denotons 

ces estimations par TA;, et 6 respectivement. On trouve 74 = 0.6310 et ?;, = 0.7097. 

Comment comparer ces deux deurs? Connnaissant la loi asymptotique de Fn (Genest 

et Rivest, l993), il est possible de déterminer un intervalle de confiance pour la valeur 

théorique TA du tau de Kendall. 

Cet intervalle, de niveau 1 - a, est construit de la façon suivante. 

Soit (Xi, K), i = 1, .-, n, les couples de vaIeurs extrêmes. Posons 

K = card((Xj, Y j )  < (Xi ,  K))/(n - 1) 



L'intervalle de confiance est le suivant: 

;In 
fn * 21-42 -@ 

où ;In est l'estimateur de la variance de Fn donné par (voir Genest et Rivest, 193) 
- <; = 16 EL, ~cwi -2v ) ' ,  avec V = xgl $, et où zl-, est le quantile d'ordre 1 - a de n-1 

la loi normale centrée réduite. 

L'intervalle de niveau 1 - rr = 0.95 est alors [0.6155,0.8040]. Puisque est inclus dans 

cet intervalle, ceci suggère que l'estimation A;: est celle de la fonction de dépendance 

d'une loi des valeurs extrêmes. Cette estimation peut alors servir à ajuster un modèle 

paramétrique pour les maxima annuels. 

5.2 Estimation par les méthodes de Joe et al. et de 

Khoudraji sur l'ensemble des apports naturels 

journaliers des bassins de 1'Alcan 

Dans cette section, nous allons calculer les estimateurs de Joe et al. et de Khoudraji 

sur les données journalières a h  d'estimer la fonction de dépendance A des maxima 

annuels. Pour chaque année j, nous avons 91 données journalières (X i j ,  x j )  s'étalant 

du ler avril au 30 juin, OU X, représente l'apport naturel journalier sur le bassin Lac 

St-Jean, et x,, l'apport naturel journalier sur le bassin Chute du Diable, pour le jour 

i à l'année j. Les méthodes de Joe et al. et de Khoudraji nécessitant un assez grand 

nombre de donnéw puisqu'elles n'utilisent que les données supérieures à certains seuils, 

nous avons regroupé les années en quatre ensembles. Ainsi, les trois premiers ensembles 

seront formés des couples (X,, xi) représentant les données journalières du printemps 

pour les années 1953 à 1962,1963 à 1972 et 1973 à 1982. Ces échantillons seront appelés 

respectivement échantillon 1,2 et 3. Le nombre total d'observations par échantillon sera 

donc de 910 couples de données, c'est-à-dire 91 couples (X,, xj) par année, et ce sur 10 

ans. Le dernier échantiilon, que l'on appellera échantillon 4, sera constitué des apports 

naturels journaliers pour les années 1983 à 1993, soit 91 couples (X,, xj) sur 11 ans, 



pour un total de 1001 couples de données. Les estimateurs de A seront donc calculés à 

partir de chacun des 4 échantillons de données pour chacune des méthodes d'estimation 

de Joe et al. et de Khoudraji. 

5.2.1 Estimateur de Joe et al. 

Nous avons vu au chapitre précédent que I'estimateur noté JI de Joe et al. utilisant les 

8% plus grandes pseudo-observations X ( P ) ,  était le meilleur dans toutes les situations 

examinées. Aussi conservons-nous ici ce pourcentage. Le nombre f i  de z(P) retenus 

pour les 4 échantillons s t  donné par le Tableau 5.1. Rappelons de plus qu'une condition 

essentielle pour obtenir un bon estimateur consiste à vérifier si les valeurs iqil(,L?) qui 

interviennent dans le calcul de la moyenne tronquée sont constantes. Ainsi le nombre 

f i  d'observations que nous avons décidé de conserver pour cdcuier cette moyenne a été 

déterminé à partir des graphiques de la Figure (5.2) représentant les valeurs iqil (99)' 
et ce pour Ies échantillons de couples 1, 2 ,3  et 4 respectivement. Ce nombre fi apparait 

dans le Tableau 5.1. 

Tableau 5.1: Valeurs 5 du nombre représentant les 8% plus grandes pseudo-observa- 

tions Ti(P), ainsi que les valeurs fi du nombre d'obsemations conservées pour le calcul 

de la moyenne tronquée, et ce pour chaque taille d'échantillon n. 



Echantillon 1 Echantillon 2 

Echantillon 3 Echantillon 4 

920 940 960 980 1 OOC 

Figure 5.2: Graphiques des valeurs iqil (99) calculées pour les échantillons 1,  2, 3 et  4. 



5.2.2 Estimateur de Khoudraji 

Nous avons vu à la Section 3.2 que pour appliquer l'estirnateur de Khoudraji, le seuil r 

devait être choisi de façon à ce que les Wi et les a, & > nr, soient, indépendants. Pour 

chacun des 4 échaatillons de couples bivariés et pour chaque seuil utilisé, nous avons 

vérifié que cette condition était respectée en calculant Ies valeurs du tau de Kendall 

et en effectuant un test sur l'hypothèse Ho : r = O de niveix 0.05. Le Tableau 5.2 

présente pour chacun des 4 échantillons, la valeur du tau de Kendall calculée entre les 

Wi et les R, ainsi que le niveau de signification observé d du test Ho : T = O, et ce 

pour chaque seuil que nous avons utilisé. Ce tableau présente également le nombre n" 

de Wi supérieurs aux différents seuils. 

1 numéro de l'échantillon 1 r r 6 1 n** 

Tableau 5.2: Valeurs du tau de Kendall r calculé entre les Wi et les Ei,, du niveau de 

signification observé t3 pour le test Ho : T = O avec a = 0.05, ainsi que du nombre n** 

de Wi tel que R, > nr, pour chacun des 4 échantillons. 

Puisque âr pour chaque seuil et pour chaque échantillon est nettement supérieur à 0.05, 



on peut dire que les Wi et les & sont indépendants. 

5.2.3 Résultats sur l'ensemble des apports naturels journaliers 

Les graphiques présentés aux Figures 5.3 à 5.6 montrent les estimations de la fonction de 

dépendance obtenues par I'estimateur de Joe et aI. et les trois estimateurs de Khoudraji, 

et ce sur les quatres échantillons respectivement. 

Figure 5.3: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de l'échantillon 

1 d'apports naturels journaliers, par 17estémateur de Joe et al. et les estimateam de 

Khaudraji. 



Figure 5-4: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de L'échantillon 

2 d'apports naturels journaliers, par l'estimateur de Joe et  al. et les est~rnateurs de 

Khoudmji. 

Figure 5.5: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de l'échantillon 

3 d'apports naturels journaliers, par l'estimateur de Joe e t  al. et  les estzmateu~s de 

Khoudruji. 



Figure 5.6: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de l'échantdlon 

4 d'apports naturels jownaliers, par l'esfhateur de Joe et al. et les estimateurs de 

Khoudraji. 

Par ces graphiques, on peut immédiatement remarquer que l'estimateur de Khoudraji 

fournissant l'estimation de la fonction de dépendance la plus comparable à celle obtenue 

par la méthode de Joe et d. n'est pas le même pour tous les échantillons. En effet, pour 

l'échantillon 1, I'estimateur de Khoudraji avec un seuil de 50/910 semble être celui qui 

fournit l'estimation la plus similaire à celle de Joe et al. Par contre, pour l'échantillon 2 

et 4, celui utilisant un seuil de 25/910 semble être le meilleur et enfin, pour l'échantillon 

3, l'estimateur utilisant un seuil de 100/910 est alors le plus comparable. 

Les Tableaux 5.3 à 5.6 représentent respectivement les valeurs du tau de Kendall calcu- 

lées sur les 4 échantillons pour les différents estimateurs de Joe et al. et de Khoudraji. 



Tableau 5.3: Valeurs du tau de Kendall obtenues pour les difféantes estimations de la 

fonction de dépendance efectuées à partir de l'échantillon 1 pour les méthodes de Joe 

et al et de Khoudmji. 

Methode de Joe et  ai. 1 Methode de Khoudraji ! 

Tableau 5.4: Valeurs du tau de Kendall obtenues pour les dinérentes estimations de la 

fonction de dépendance efmtuées à part2r de l'échantillon 2 pour les méthodes de Joe 

et  al. et de Khoudrajo. 

1 Methode de Joe et ai. 1 Methode de Khoudmji 1 

Tableau 5.5: Valeurs du tau de Kendall obtenues pour les diférentes estimations de la 

fonctfon de dépendance effectuées à partir de l'échantillon 3 pour les méthodes de Joe 

et al. et de Khoudmji. 



Methode de Joe et ai. 1 Methode de Klioudrajz 

Tableau 5.6: Valeurs du tau de Kendall obtenues pour les dzfférentes estimations de h 

fonction de dépendance efectuées à partir de l'échantillon 4 pour les méthodes de Joe 

et al. et de Khoudraji. 

En examinant les tableaux précédents, on remarque que les estimations des tau de 

Kendall obtenues par la méthode de Joe et al. sont très différentes pour les 4 échantillons. 

La loi des maxima semble donc avoir changé au cours du temps, ce qui ne correspond 

en rien aux maxima annuels. 

Pour ce qui est des estimateurs de Khoudraji, on peut voir que les tau de Kendd  les 

plus proches de ceux obtenus par l'estimateur de Joe et al. ne sont pas les mêmes pour 

chaque échantillon. Ici encore, on remarque que les estimations des tau de Kendail les 

plus compaxables à celles de Joe et ai. sont atteintes lorsque le seuil est de 50/910 pour 

l'échantillon 1, 251910 pour l'échantillon 2 et 4, et enhn 100/910 pour l'échantillon 3, 

ce que nous avions déjà noté à partir des graphiques précédents. 

Nous remarquons aussi que plus la force de dépendance estimée par la méthode de 

Joe et al. semble être forte, plus l'estimation de A devient semblable pour les trois 

estimateurs de Khoudraji. A l'inverse, Iorsque la force de dépendance diminue, les 

estimations de A par les méthodes de Khoudraji sont aIors très différentes entre eues 

et de celie obtenue pax la méthode de Joe et al. 

En résumé, ayant pris l'estimateur JI de Joe et al. comme référence, puisque d'après 

les résultats des simulations présentés au chapitre précédent il dominait les autres dans 

toutes les situations examinées, nous lui avons comparé ceux de Khoudraji. Il ressort de 

cette étude sur les données de 1'Alcan que le choix du seuil pour appliquer la méthode 



de Khoudraji est très important mais cüfücile à faire. La raison en est que ce choix 

doit tenir compte de la force de dépendance de I'attracteur de la loi des observations, 

attracteur que l'on veut estimer. Aussi, tant que l'on n'aura pas trouvé une fqon de 

choisir le seuil autre que celle s'appuyant sur l'indépendance entre les Wi et les &, 
nous suggérons d'estimer la fonction de dépendance A de l'attracteur par la méthode 

de Joe et al. utilisée dans la présente étude. 



Chapitre 6 

Conclusion 

Dans ce travail, nous avons comparé trois méthodes d'estimation de la fonction de 

dépendance des copules de valeurs extrêmes bidimensionnelles, la première est une ex- 

tension de celle de Capéraà et al., et les deux autres sont celles de Eüloudraji et de Joe 

et al. Pour ceci nous avons envisagé les deux situations suivantes: soit nous disposons 

d'un échantillon d'une loi bidimensionnelle appartenant au domaine d'attraction d'une 

loi extrême, soit nous disposons d'observations de cette Loi extrême. Dans la première 

situation, il ressort nettement de nos simulations que le meilleur estimateur est celui 

de Joe et al. utilisant les 8% plus grandes pseud~obsenmtions z(P). L'approche de 

Khoudraji donne de bons résultats mais on se heurte à la difIiculté du choix du seuil qui 

doit être fait en fonction de la force de dépendance de la loi extrême que l'on ne cornait 

pas. Son utilisation n'est donc pas recommandée dans ces conditions. L'estimateur de 

Capéraà et al. ne donne pas de bons résultats tel qu'appliqué dans cette première situa- 

tion. A l'inverse, lorsque les données sont des maxima, l'estimateur de Capéraà et al. est 

le meilleur pour tous les cas que nous avons envisagés. Le comportement de 17estirnateur 

de Khoudraji dépend encore de la force de dépendance de la loi extrême, mais dans 

cette situation il peut être appliqué car il est possible d'estimer cette dépendance di- 

rectement a partir des observations. Quant à l'estimateur de Joe et al. il ne donne pas de 

bons résultats, cela étant dû probablement aux petits nombres de pseudo-observations 

retenues pour le calculer. Enfin, l'application de ces estimateurs aux données de 1'Alcan 



a montré encore une fois que les résultats obtenus par la méthode de Khoudraji étaient 

très différents selon le choix du seuil. Aussi, e s t 4  nécessaire d'étudier une autre fqon 

de déterminer le seuil pour appliquer avec succh cet estimateur. 
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Annexe A 

Diagrammes en boîte pour l'analyse 



Figure A.l: Diagrammes en boite des erreurs log(Ll) de 7 estirnateurs de la jonction 

de dépendance d'une copule Archimm avec A; et &,, cr = 4/7, obtenus à partir de 

100 échantdlons de taille 2500. 

Figure A.2: Diagrammes en boite des erreurs log(L1) de 7 estimateurs de la fonction 

de dépendance d'une copule Archirnax avec A; et q ! ~ , ,  a! = 1.6, obtenus àr partir de 100 

échantillons de tazlle 2500. 



Figure A.3: Dàagrammes en boite des erreurs log(LI) de 7 est2mateurs de la fonction 

de dépendance d'une copule Archimax avec A; e t  &,,, u = 2.09, obtenus ù paTtir de 

100 t!chantdlons de taille 2500. 

Figure A.4: Diagrammes en boite des erreurs log(Ll) de 7 estzrnateurs de la fonction 

de dépendance d'une copule Archimux avec A; et a = 4.8, obtenus à partir de 100 

échantillons de tadle 2500. 



Figure A.5: Diagrammes en boite des erreurs log(L1) de 7 estimateurs de la fonction 

de dépendance d'une copule Archzmax auec A; et  q51,,, a = 417, obtenus à partir de 

100 échantzllom de talitle 2500. 

Figure A.6: Diagrammes en boîte des erreurs log(L,) de 7 estimateurs de la fonction 

de dépendance d'une cupule Archlmoz auec A; et &,, a! = 1.6, obtenus à partir de 100 

échantdlons de taille 2500. 



Figure A.7: Diagrammes en botte des erreurs log(L1) de 7 estimateurs de la fonction 

de dépendance d'une copule Archimax auec AS et 42,al (Y = 2.09, obtenus à partir de 

100 échantillom de taille 2500. 

Figure A.8: Diagrammes en boîte des erreurs Eog(Ll) de 7 estimateurs de la fonction 

de dépendance d'une copule Archimm auec 4 et CI! = 4.8, obtenw à partir de 100 

échantillons de taille 2500. 



Figure A.9: Diagrammes en boite des erreurs log(&) de 7 estimateurs de la fonction 

de dépendance d'une copule Archimax avec A: et &,, a! = 0.972, obtenus à partir de 

100 échantillons de taille 2500. 

Figure A.10: Diagrammes en bozte des erreurs log(LI) de 7 estimateurs de la fonction 

de dépendance d'une copule Archimu avec Ai et t$2,,, a! = 2.953, obtenw à partir de 

100 échantillons de taille 2500. 



Figure A.11: Diagrammes en boite des erreurs log(L1) de 7 estimateurs de la jonction 

de dépendance d'une copule Archimm avec A3 et  d2,,, a, = 3.23, obtenus à partir de 

100 échantillons de taille 2500. 

Figure A.12: Diagrammes en boite des erreurs log(L1) de 7 estimateurs de la foncta'on 

de dépendance d'une copule Archimm avec Ai et +2,aj a! = 7.83, obtenus à partir de 

100 échantillons de tadle 2500. 



Figure A.13: Diagrammes en bofte des erreurs log(Lt) de 7 estimateurs de la fonction 

de dépendance d'une copule Archimax avec A; et qjl,,, a = 0.972, obtenus à partir de 

100 échantillons de taille 2500. 
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Figure A.14: Diagrammes en boîte des erreurs log(L1) de 7 estimateurs de la fonction 

de dépendance d'une copule Archima avec A; et cu = 2.953, obtenus a partir de 

100 échantillons de taille 2500. 



Figure A.15: Diagrammes en boîte des erreurs log(L1) de 7 estimateurs de la fonction 

de dépendance d'une copule Archzmax avec A4 et a = 3.23, obtenus à partir de 

100 échantillons de taille 2500. 

Figure A.16: Diagrammes en boite des erreurs log(L1) de 7 estimateurs de la fonction 

de dépendance d'une copule Archimm avec A; et &,,, a = 7.83, obtenus à partir de 

100 échantillons de taille 2500. 
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Figure B.1: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantil- 

lons de taille 2500 d'une wpule Amhimax, où le génémteur 4 est celui de Clayton avec 

a = 4/7, et oti A* est la fonction A;, avec TA- = 0.10. 

Figure B.2: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantil- 

lons de taille 2500 d'une wpule Archimaz, où le génémteur 4 est celui de CIayton avec 

a = 1.6, et ou A' est la fonction A;, avec TA- = 0.10. 
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Figure B.3: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantzl- 

lons de taille 2500 d'une copule Archzmax, où le générateur q5 est celui de Franck avec 

(Y = 2.09, et où A* est la fonction A;, avec TA- = 0.10. 
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Figure B.4: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantil- 

lons de taalle 2500 d'une copule Archirnax, où le générateur # est celui de Franck avec 

a! = 4.8, et où A* est la fonction A;, avec TA- = 0.10. 



Figure B.5: Est~mation de la fonction de dépendance, obtenue à  parti^ de 100 échantil- 

lons de taalle 2500 d'une copule Arch~max, où le générateur 4 est celui de Clayton avec 

o! = 4/?, et ou A* est la fonction A;, avec TA. = 0.10. 

Figure B.6: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantil- 

lons de taille 2500 d'une copule Archimax, où le générateur qi est celui de Clayton avec 

CY = 1.6, et oti A' est la fonction A;, avec TA. = 0.10. 



Figure B.7: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantil- 

lons de taille 2500 d'une copule Archhax ,  où le générateur qi est celui de h n c k  avec 

a! = 2.09, et o u  A* est la fonction A;, avec TA- = 0.10. 

Figure B.8: Estzmation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantil- 

l o w  de tadle 2500 d'une copule Archinzax, oPi le générateur qi est celui de Franck avec 

a! = 4.8, et où A* est la fonction AS, avec TA- = 0.10. 



Figure B.9: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantil- 

lons de taille 2500 d'une copule Archimax, ois le générateur 4 est celui de Clayton avec 

a = 0.972, et ois A' est la fonction A;, avec TA- = 0.26. 

Figure B.lO: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantil- 

lons de taille 2500 d'une copule ATchzmm, ou le générateur q5 est celui de Clayton avec 

a = 2.953, et où A* est la f~nctaon A:, avec TA- = 0.26. 
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Figure BS1: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantil- 

lons de taille 2500 d'une copule A~chimax, oti le générateur 4 est celui de Franck avec 

a = 3.23, et ou A* est la fonction Ag, avec TA- = 0.26. 

Figure B.12: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue B partir de 100 échantil- 

lom de tadle 2500 d'une copule Archzmax, OU le générateur 4 est celui de Fkanck avec 

a = 7.83, et ou A* est la fonction A;, avec TA- = 0.26. 



Figure B.13: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantd- 

lons de taille 2500 d'une copule Archimu, où le générateur qi est celui de Clayton avec 

a! = 0.972, et ou A' est la fonction A:, avec TA- = 0.26. 

Figure B.14: Estimation de la fonctgon de dépendance, obtenue Ù partir de 100 échantil- 

lons de taille 2500 d 'me  copule Archimu, où le générateur gi est celui de Clayton avec 

a! = 2.953, et où A' est la fonction A:, avec TA- = 0.26. 



Figure B.15: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à part+ de 100 échantil- 

lons de taille 2500 d'une copule Archimu, où le générateur 4 est celuz de Fkanck avec 

a! = 3.23, et 06 A* est la fonction Ai, avec TA- = 0.26. 

Figure B.16: Estzmatzon de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantd- 

l o w  de taille 2500 d'une copule Archzmax, oG le générateur 4 est celui de h n c k  avec 

a! = 7.83, et ozi A* est la fonctzon Al;, avec TA- = 0.26. 
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Figure C .  1: Diagrammes 

de dépendance, obtenue 

extrêmes de GumbeI&, 

en boite des erreurs log(L,) de cinq estzmateurs de la fonction 

à partir de 100 échantillons de taille 50 d'me loi de valeurs 

symétrique par rapport a 1/2, où r = 4 / 3  avec TA- = 0.25. 

Figure C.2: Diagrammes 

de dépendance, obtenue 

eztrêmes de Gumbel 4, 

en boîte des erreurs log&) de cinq est2mateurs de la fonction 

à partir de 100 échantillons de taille 50 d'une loi de valeurs 

symétrique par rapport à 1/2, OU r = 2 avec TA. = 0.50. 



Figure C.3: Diagrammes en boite des erreurs log(Ll) de cznq estimateurs de la fonction 

de dépendance, obtenue à partir de 100 échantzllons de taille 50 d'me loi de valeurs 

extrêmes de Gumbel 4, symétrique par rapport i 1/2, ois r = 4 avec TA- = 0.75. 

Figure C.4: Diagrammes en boite des erreurs log(L1) de cznq estzmateurs de la fonction 

de dépendance, obtenue à partir de 100 échantillons de taille 100 d'une loi de valeurs 

extrêmes de Gumbel 4, syméteque par rapport & 1/2, où r = 4 / 3  avec TA- = 0.25. 



Figure C.5: Diagrammes en boîte des erreurs log(L1) de cinq estimateurs de la fonction 

de dépendance, obtenue à partir de 100 échantillons de tazlle 100 d'une lof de valeurs 

&rêmes de Gurnbel4,  symétrique par rapport à 1/2, OU r = 2 avec TA. = 0.50. 

Figure C.6: Da'agnrmmes en boite des erreurs log(L,) de cinq estimateurs de la fonction 

de dépendance, obtenue à partk de 100 échantillons de tadle 100 d'une 102 de valeurs 

extrêmes de Gumbe l4 ,  symétrique par rapport à 1/2, où T = 4 avec r ~ -  = 0.75. 



Figure C.7: Diagrammes en boite des erreurs log(L1) de cinq estimateurs de la fonction 

de dépendance, obtenue à partir de 100 échantillons de taille 50 d'une loi de valeurs 

extrêmes asymétrique Az,B,t, OU ÛI = 0.78, P = 0.97 et r = 1.42, avec TA- = 0.25. 

Figure C.8: Diagnzmmes en boite des erreurs log(L1) de cinq estimateurs de la fonction 

de dépendance, obtenue à partir de 100 échantillons de taille 50 d'une loi de valeurs 

extrêmes asymétrique AP,B,r, où ÛI = 0.78, P = 0.97 et r = 2.58, avec TA- = 0.50. 



Figure C.9: Diagrammes en boite des erreurs log(&) de cinq estzmatevrs de la fonction 

de dépendance, obtenue à partir de 100 échantillons de taille 50 d'une loi de vdeurs 

extrêmes asymétrique où a = 0.78, P = 0.97 et r = 50, avec TA- = 0.75. 

Figure C.10: Diagrammes en boîte des erreurs log(Li) de cinq estimateurs de la fonctaon 

de dépendance, obtenue à partir de 100 échantillons de taille 100 d'une loi de valeurs 

extrêmes asymétrique A:,b,rJ où a = 0.78, ,B = 0.97 et r = 1-42, avec TA- = 0.25. 



Figure C . l l :  D i a p m m e s  en boite des emurs log (LI) de cinq estimateurs de la fonction 

de dépendance, obtenue à partir de 100 échantillons de tadZe 100 d'une loi de valeurs 

eztrêmes asyrnétr%que Az,B,r, OU a = 0.78, P = 0.97 et T = 2.58, avec TA. = 0.50. 

Figure C.12: Diagmmmes en bozte des erreurs log(LI) de cinq estimatevrs de la fonction 

de dépendance, obtenue à partir de 100 échantillons de taille 100 d'une loi de valeurs 

extrêmes asymétrique A: ,, où a! = 0.78, P = 0.97 et T = 50, avec TA. = 0.75. 
I I  
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Figure D.1: &?ti?nat20~ de la fonction de dépendance, obtenue ù partir de 100 échantil- 

lons de taille 50 d'une copule de valeurs extrêmes de Gumbel 4, symétrique par rapport 

à 1/2, OG r = 4/3, avec TA- = 0.25. 

Figure D.2: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantsi- 

lons de taille 50 d'une copule de valeurs extrêmes de Gumbel 4, symétrique par rapport 

à 1/2, ou r = 2 ,  avec TA- = 0.50. 



Figure D.3: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partgr de 100 échantil- 

lons de taille 50 d'une copule de valeurs extrêmes de Gumbel 4, symétrique par rapport 

à 1/2, OU r = 4, avec TA- = 0.75. 

Figure D.4: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantd- 

lons de taille 100 d'une wpule de valeurs extrêmes de Gurnbel 4, symétrique par 

rapport à 1/2, où r = 413, avec TA- = 0.25. 
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Figure D.5: Estimataon de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantil- 

lons de tadle 100 d'me copule de valeurs extrêmes de Gumbel 4, symétrique par 

rapport à 1/2, 06 r = 2, avec TA- = 0.50. 

Figure D-6: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantil- 

lons de taille 100 d'une wpde de valeurs extrêmes de Gumbel 4, symétrique par 

rapport à 1/2, od r = 4,  avec TA- = 0.75. 



Figure D.7: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue a partir de 100 échantil- 

lons de taille 50 d'une copule de valeurs extrêmes asymétrique AO,B,t, o h  = 0-78, 

,û = 0.97 et r = 1.42, avec TA- = 0.25. 

Figure D.8: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à padir de 100 échantil- 

lons de taille 50 d'une copule de valeurs extrêmes asymétrique AE,B,T, ozi a = 0.78, 

,û = 0.97 et r = 2.58, avec TA- = 0.50. 



Figure D.9: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue ci partir de f O0 échantzl- 

lons de taille 50 d'une copule de valeurs extrêmes asymétrique Az,g,r7 où CI = 0.78, 

/3 = 0.97 et r = 50, avec TA- = 0.75. 

Figure D.lO: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 ichantil- 

lotas de taille 100 d'une copule de vuleurs ext~êmes asymétrique AE,B,r7 oti. a = 0.78, 

,8 = 0.97 et r = 1.42, avec TA. = 0.25. 



Figure D.11: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantil- 

lons de taille 100 d'une copule de valeurs extrêmes asymétrique Az,B,r, où a = 0.78, 

f i  = 0.97 et r = 2.58, avec TA- = 0.50. 

Figure D.12: Estimation de la fonction de dépendance, obtenue à partir de 100 échantil- 

lons de taille 100 d'une copule de valeurs &ëmes asymdtrique A&rJ OU or = 0.78, 

f i  = 0.97 et r = 50, avec TA. = 0.75. 
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Carte I 



Carte 2 

Réservoirs et centrales 

t 
RESERVOIRS 

1- LAC MANOUANE 
2- PASSESDANGERNSES (UC PI~RIEONCA) 
3 CHUTE DU DIABLE 



Annexe F 

Programmes informatiques de 

fortran 77 utilisés pour l'analyse 1 



Ci11 -LU I M M .  i-UI 
O 1-1.a 

~ 1 1 l . l l - - L I l L 1  

& Id.* 





................................................................................ 
- . I I l L I ~ u ~ b m - œ T ~ o . ~ x r D L f . . - u  

~ D ~ ~ L I * O M I I I I D . U . - P T A ? M L I . ~ ~ ~ L T A L . .  D. uaumur. m D. - xr a.. A P- a V i a P r r u u a  m nnu aria n 
MUXI -. al Y INl o. - -OY. o. U -OI A 4 O . U T  ................................................................................ 



1-11 
"Il w . 1 1  I-*.iTrmlmb.).)rirt-&l 
-11 k m a O D t 1 . . 1 ~ . l r ~ . w ~ 1 . 1 2 . ~ c a m l  

O Lllb1.a-1 - M t 4  ll ld.lt-MumlIridt 

e 
a 1 1  ~ I l l U C . C n l . * ~ t U I  
m 1-1.- 

SdB 
~ l l l . I l ~ l 1 >  

O 1-1.0 

- 
& 1.1.0 

9-11 
"l l  w i l l l d q i r r . m c l ~ l . - t m B a a . I  1 
d l  ~ t m E . r n c . W i l . l l  . U W l  

O -1.a-1 
A . u d l l & . ~ I i U U m l l & ~  - 

.odi*r 
d l  - l l l A . c ~ . . r r n u l l I  
0 1 . 1 . ~  

-clla t l .  1 1 . r r r u U l l l  - 
O 1-1.u 

1.19 
CUI U O ~ L l t d q U Z . N U l ~ l . m C l ~ I 1  
d l  l d W t m . ~ . u u t 1 . 1 1 . - 1  

& Lsdi1.d-1 
L i C i r r i l l M . l I i U r u P t l d 1  







a i r  

- . -. -. - .. - . 
a i l  d . p i U U d t c . p = ~ . ~ ~  
ngi-3ipU4~a~ll.60-fl~lw4~r--l~r4*irl.m~ 
h-4-.1-#1...-111111-111*~ 



................................................................................ 
~ ( I ~ I I ~ t t a I ~ œ u t  

'IEM œ --IL DU. 
m phl tmll-e. iric s .-1. u pl - warzail a niq: 0 uriiii. 1. fair 
pi ml I X . 1 > -  C. mJ C "t - EDDYL. --.m. d. O-tUC -..ILP. 

clx.n- m. llorv q m . 1  (Lm. - u l l l l u  1.mlpan- di D u r  i ...... ................................................................................ 
-1.t f"l.8 -1- LI. Lt. m m 1 1  u. u. ruu 



isd lc  
-1 
.ad ....................................................................... 

&*a m m  t.lml-.n.n.Xa> 
i n c m  L L Y I . 1 C . I  
r w l . 8  rl.rl.col.aga.a. b.c.d.e.(r.tb,cc.acol~.m. 

9.a.r 
d*l hlY 
.rrcirii.t tiac 
P * L * I P r P  t-lQQ.L.lrl.*al 
A-XI 
n-P 
m - m r t A 1  
I i l m r c n r  
rr1n-tlr.~.O.m1 ?msz 'root u i c  no a u i u c o d  tor  ZsBur. '  



d ............................................................................... - - L ' m m  = m rr L1. aQa U SQJIL a 1 S I l S W  ............................................................................... 

101 

1 D l  

LOS 

101 



C"1.I -. -. CIT. PU. tmt. t.a. 
d*@ uldl.  *DUSIwldI. hcfuldl. w l d l .  plldl 

IomWJ~dl. IamUldl 
w . 8  d m 1 .  r l m l .  . lm) .  &lm1 * D *  l d l i l , d  

aIuUl l -ml . lMII  Idbhldl 
c.mcl4u 
Pn.=lzl-=t1l 
0 10 IM1.l.d 

p l l ~ ) . l - i l l O d l l  

DoCD ICI 
d l  
U.U.1 

La- L1 4.. (L -PI -RR Ici11 I h . u z m m X I  
Cr L ' m m O I I  A.<.rnl. ................................................................................ 

. ~ l a l ~ ~ . ~ œ , b l  
-1- 'SOM' 
LLIc.m- Id.. 
p r ~ c i r l F l a 0 l  
iar.0.r 1 
n r L . 8  Am-<dl .urrsatId.bl .-la!. %.ur-uLlbl 
j.o.om0 



Annexe G 

Programmes informatiques de 

fortran 77 utilisés pour l'analyse 2 









d J ~ l O 1  
a 4 i d r U d t O l  
imiS=dTadlOl 
00- 113 
rrdif 
~ - ~ l l o u l i i s t S l f r 8 1  

lo0tl00iraUJ4tl ~ l f ~ l 1 ~ S l f r l l  
IC trrill4.lm.lfr8 thœx 

i ~ - u u l 1 ~ 2  
m l u  

œ d i  
--3 

u s r i . b . l - t - - ~ p o t m a / ~ - l - u  
r g r b . L ~ t 4 L ~ J ~ L ~ t ~ l t l r L O a e 0 . t i ~ t l l  

Lt iUIPsp.U.o .m.or i .v i~ .UUO.m.  
Ql.uLadg.u.1.m.~.vLPdq.u.l*ml cbri 

~ind.pibrindl01 
.-tOl 
wro lu 

111 -- 
ad ........................................................................... - auaatr $0 cuwus 1U.V) DC mimr rmaruorir Cs rru rvoc 

~A@ûa=0.7& b.UlO.9f m t  c - 2 . N  
....*O ....-.......*.*....-....*....-.................*.-...**.......*..**, 

nibroutlm -tdrO.rt.u.vl 
Lntigor a. d. m. t .  luiri 
p . r u r u  1s-50. 4.100. risoo. Ir-1. -11 
latig.r 1 
N1.0 digur. - u n l l . W . ~ . u n l 4 . d . a ~ . ~ . r .  

et. UrUIe. Rab.llambl.rmi.bl.ulad.p.vIrioig* -. U-..l.b. 
rul.0 utal. vin1 - UilllLTLl r - t vua t  d.bi - 1mba1pt  
-amal eœn4.rua 
-.nu; Imirin. 1-8 m. m w  
arurnil At-. AK- 
ria.smm 
mliO.?O& 
k O  .9')do 

ba 11; i 4 . n  
UPL1io.m 
&iO. DO 
iB13-0.m 
m 4 - 0 . m  

t u  
tml5.0.00 
ttt~~tx.u.o.m1.a.1rs3t.~..o.m1. 

01.triall.U.O.WI.O1. 1~4 .U . l i . dOl .  
~.I~~~~s.~.o.~I.QI.II~J;.QI.x.DoI. . m. ~ l a a i a . ~ . l . m l .  . a.tira~.0..l.m1.01.l~4.~.~.d01. 
m.Iiat5.Ol.l.mI 1 

iaLl-.adIOl 
r n i l i ~ t O l  
i i U 3 ~ . a d l O l  
iniL4-dradlOi 
uall*4idIOl 
anta 113 
d f  
~ l - ~ t l o p t ~ 5 8 ~ r 1 ~  

t ~ l X o g t & l  l r l  ~ t l o m l l ~ 5 l r r l l  
it l i d 4 .  l m .  If r t  c t t m  

~ r c l r r i l - u n l f  



Il* 

111 





0: ldl 

... 
*L 
1 C  I.ILadl.1. . . l . n U ~ l I ~ l l  Chi. 

I d l L a d l .  LwlI-alLadll 
& 17 L-Ln 

IaI1Ml-I~ILadl.Iwl.l~rOi(II I I -  

-cl,.,. 
L ~ I I - . I M ~ I O . I I > I I  

1001111~1-100UIMlldbl~Inl 1 - 1 1 - ~ I M l l  
a a u I l M l  - W l ~ I l M l - I o g l O l M l .  

I I - v I l M I l ~ l & I L a d l l  
U t L a d l  - W l m t M l . 1 m l L a d l .  

fad.M.1 
II-wILadII-1mlLadII 



................................................................................ 
~ ~ ~ ' - u o n t u n r c r m ~ i n n n - n ~ v r ~ a  

R L'-PI M M .  .....--*...-*......1....~~-.--.---.~..~.*.....**.*...--...............~.....~... 
-cm. -1Um IYUml. . m u  
-1- .tqp. 
L a r r a  LaLa 



Annexe H 

Programmes informatiques de 

fortran 77 utilisés pour l'analyse de 

données 
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