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La présente thèse étudie l'existence et le calcul de solutions deux fois dérivables dans L~ 

de systèmes de diffision-réaction avec conditions Dirichiet-périodiques. La méthode 

utilisée pour résoudre le problème consiste à ajouter une nouvelle inconnue et un 

problème adjoint au problème original. La partie linéaire du système est dors auto- 

adjointe et la partie non-linéaire est un potentiel. Ensuite, on associe au problème 

augmenté une fonctionnelle <p y définie sur un espace de Sobolev adéquat, dont les points 

critiques seront les solutions du système de diffusion-réaction augmenté. Pour montrer 

l'existence et calculer les points critiques de la fonctionnelle cp, on utilise une base 

Hilbertie~e bien choisie pour l'espace de Hilbert sur lequel la fonctionnelle <p est 

définie; on montre que la restriction de cp au sous-espace engendré par un sous ensemble 

fini de la base possède toujours au moins un point critique; on montre findement que les 

points critiques des restrictions en dimension finie de <p possèdent des points 

d7accumu1ation (selon une certaine topologie) et que ces points d'accumulation sont des 

points critiques de ta fonctionnelie non restreinte. 
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LISTE DES PRINCIPALES NOTATIONS 

Notations relatives à la donnée du svstème de diffision réaction 

N : Nombre de variables spatiales x, par opposition à la variable temporelle t. 

M : Nombre de substances qui d f i s e n t  et interagissent dans notre système. 

R : Le domaine spatial de notre système de difision-réaction Dirichlet-périodique. On 

supposera que Cl est un ouvert borné dans l'espace euclidien Rs. On supposera à 

certains endroits qu'en plus la frontière 8 2  satisfait la condition Lipschitz locale 

forte- 

R, : Le domaine du système de difision-réaction . R, = [O, T ]  x R . 

D = diag(d, , .., d, ) : Matrice diagonale contenant les constantes de difhivité d, des M 

substances. Les constantes d, sont strictement positives. 

f : R, x R" + R" : Fonction d'interaction entre les substances. 

u = ( 2  . z  ) : R, + R" : Cette application donne la concentration des M substances 

en fonction du temps t E [O, T ]  et de la position x E C l .  C'est l'inconnue du système de 

diffision-réaction. 

V v  : Le gradient d'une fonction v. 
r 

V x v  = ($, --., $1 : Le gradient par rapport aux variables spatiales d'une fonction v 

définie sur n,- 

: Le laplacien d'une fonction v définie sur R, . 



Notations relatives aux espaces de fonctions. 

R* : L'espace euclidien de dimension k. 
p m  - . L'espace des matrices réelles k x m . 

Cm (Cl), cm(12,) : Fonctions réelles continuement différentiables jusqu'à l'ordre m. 

I f m P  (Cl) H " - P ( S ~ ~ )  : Fonctions mesurables réelles m fois différentiables dans LP au 

sens des distnbutions- 

H m  ( ~ 1  H "' (Cl, ) : Fonctions mesurables réelles rn fois différentiables dans L' au sens 

des distributions. 

W"P (Cl), wMvp (0, ) : Même chose que H m.p (n), H ~ , ~  (0, ). 

W m  (9 W m  (Q, ) : Même chose que H " (Q)~ H " (Cl, ) . 

o(n) = C E cm (n)lsltPp(~) compcl) 

Supp(u(t,.)) est compact ('do 5 r 5 T I  
8a zr (O, .) = Sarr (T ,  .), Vmulti - indice a. 

trace ( u ,  (2 = O)) = trace ( u ,  (f = T 1) m T p ( n , )  = Cg trace ( i r ( r , . ) ,  aa) = g ( ~ t  E [ o , T ~ )  1 1 
Les espaces cm(S2, R*), w m p  (Q R' ), H (Q R' ) . . . sont définis de façon semblable 

aux espaces Cm (O), W m P  (IL), X M s P  (R) . . . sauf que les fonctions membres ont leurs 

images dans R* . 

De même, les fonctions nembres des espaces C" (Cl, R*~' ) ,  w m.p (Q R * ~ ' ) ,  H (Q R'"') 

ont leurs images dans l'espace des matrices réelles k x l . 



Normes, produits scalaires et dualité 

Si Xest un espace normé on dénotera par II.II, la norme de cet espace. 

Si H est un espace de Hilbert on dénotera par c,.)H son produit scalaire. 

Si X est un espace vectoriel topologique et que X' est son dual, on dénotera par c,.),,. 

le produit de dualité entre X et X' . 

Au besoin ces notations seront abrégées si le contexte est clair. Ainsi si on sait que 

tr E L,?(.QT ; R" ) on écrira 11~11,. au lieu de [ I~r l l ,~( ,~: , , )  

Notations relatives aux opérateurs de différentiation. 

On considère une fonction g : R, x Rhf R : (1; X; y )  H g(l; x; y) dépendant d'un 

argument temporel i E [O, T 1, d'un argument spatial x = (x, , . . .. xzv ) E R et d'un vecteur 

de concentrations y = (y, ,...yy, ) E RW . On définit les notations suivantes. 

a,g = *Ai : La dérivée de g par rapport à la variable t. 

B i g  = 'yai (1 < i < N )  : La dérivée de g par rapport à la i-ème variable spatiale. 

oNT,p = 'y+, (1 < j a M) : La dérivée de g par rapport à la j-&me variable de concen- 

tration. 

- Zag = i?:'0'2f '".. .Ô"-v'g si a - (a(0). ..., a(M + N)) E N-"+" sous l'hypothèse que 

l'ordre d'exécution des dérivations ne change pas le résultat. 

vg- - (* -- a ,-.. -- ûg à ) : Le gradient de g 
&'a, "&,'ay,'"' 

g = ( )  : Le gradient selon les variables spatiales de g. 



: Le gradient selon les variables de concentration de g. 
GY, """ au,, 

A,g = 5 : Le laplacien de g. 
,=, a,? 

0<~(1)<~(2 )<...<a: : Liste en ordre croissant des valeurs propres de  l'opérateur 

On considère une fonction h : R, x Rif + RA? ( t;  x; y )  i-t h(t; x; y )  dépendant d'un 

argument temporel t E [O, T ] , d'un argument spatial x = (1, ,. .., q, ) E R et d'un vecteur 

de concentrations y = (y, ,...,y,, ) E Rh' - On définit les notations suivantes. 

h, (1 5 i r M) : La i-ème composante de h = (h, ,...,LI,,). 

h ù Ch 2hl alLf ch ch, Zh-w - = ( .  a? ) ( -  C q  ai ,.-- *+[- ai Si @, '-"" -1, Q, 

- - - 
: La matrice jacobienne de h par rapport aux variables spatiales. 

% ia, 

- - - & ".. "" : La matrice jacobienne de h par rapport aux var. de concentration. 

1 .._. .... _ _  . _ 1 : La matrice jacobienne de h. 
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INTRODUCTION 

Les systèmes de diffiision-réaction possèdent de nombreuses applications en chimie, en 

biologie et dans les problèmes de transfert de la chaleur. (Voir, par exemple 

[3 ,6,7, 13,16,17,18,19].) En biologie, une application importante est la description 

d'écosystèmes [6,7,19], les individus d'une même espèce étant dors considérés comme 

les molécules d'une substance. C'est surtout de l'étude des écosystèmes que vient 

l'intérêt porté aux solutions périodiques des équations de difision-réaction. 

Les résultats connus d'existence de solutions pour ces systèmes utilisent l'un ou l'autre 

des théorèmes de point fixe classique. Ainsi le théorème de Banach sur les contractions 

se retrouve dans les travaux de Liu et Pao [12] et celui de Leray-Schauder est utilisé par 

Nkashama et Willem [15]. D'autres méthodes sont utilisées pour aborder ce problème. 

Par exemple, Dikansky utilise la méthode de Galerkin dans [4,5]. Son résultat important 

dans les deux cas (autonome et non-autonome) est l'existence d'une solution périodique 

asymptotiquement stable pour le problème de diffusion-réaction Dirichlet-périodique si 

une approximation Galerkin d'ordre suffisamment élevé possède une telle solution. 

Dans cette thèse, nous combinons plusieurs méthodes pour étudier le problème : espaces 

de Sobolev, méthodes variationnelles, méthode de Galerkin, théorème du point fixe de 

Brouwer. Les contraintes imposées sur la croissance de la fonction d'interaction ainsi que 

sur la régularité du domaine spatial sont plus faibles que celles rencontrées dans la 

littérature. 

Si on normalise la condition de Dirichlet à zéro, notre problème s'énonce comme suit : 



il = (zt, ,...,ri, j : [O, T ]  x Cl + RAbf est le vecteur-colonne des concentrations des M 

substances en présence. 

f : [O, T ] X  x RACf -+ R~ est la fonction d'interaction des M substances en présence. 

d6f m(t, x) = f (t, x, u(t, x)) est l'application (à la fonction de concentration u) de 

l'opérateur de substitution associé a f. 

D = diag(d, ,..., dA,) est la matrice de diffisivité des M substances. Les 

di (i = 1 ~ )  sont des constantes positives. 

I 

A = ( A ~ ,  . , A X f  ) est le laplacien appliqué à toutes les composantes de rr. 

52 c R~ est un ouvert borné. Dans l'énoncé de certains résultats on supposera que sa 

frontière satisfait une condition lipschitzienne locale forte. Pour d'autres résultats, on 

ne fera aucune hypothèse de régularité. 

Le problème (Pl) ne Se prête pas directement à une formulation variatiomelle. Faisons 

l'hypothèse que la fonction d'interaction f (t ,x,  y) est continuernent dérivable par 

rapport à sa variable de concentration y E R" . On augmente ensuite le système d'une 

inconnue supplémentaire v : O, + R" devant satisfaire le problème suivant : 

L'augmentation de (Pl) n'a pas ajouté ou soustrait de solutions au problème original. En 

effet, on voit facilement que si (zr,v) est une solution du système augmenté (Pl)+(P2) 

alors u est solution de (P 1). Réciproquement, si u est une solution de (P 1) alors 

(~ '0 )  soIutionne (P l)+(P2). 



Notre étude du problème (P 1) se fera en plusieurs étapes au long des différents chapitres 

de cette thèse. Au chapitre 1, le thème central sera l'opérateur de substitution. En effet, 

deux termes dans le problème (PZ)+(P2) résultent de l'application d'un opérateur de 

3f substitution : les termes flic et -Uu. Le chapitre 1 est divisé en deux sections. La 
cy 

section 1.1 présente les résultats de Krasnosel'skii relatifs à la continuité de l'opérateur 

de substitution d'un espace LP vers un espace Lq(voir [8] pp- 20 à 32). La section 1.2 

présente une généralisation non-triviale du théorème des accroissements finis faisant 

intervenir l'opérateur de substitution et la notion d e  mesurabilité. 

Le but du chapitre 2 est d'établir une correspondance entre les points critiques d'une 

fonctionnelle tp et les solutions du problème (Pl)+(P2). À la section 2.1, on définit tout 

d'abord la fonctionnelle yl et son domaine : l'espace de Sobolev 

H:: (Q+ ; R" )x H Z  (R, ; R"' ) ( pour p, q E [l, P]  ). On énonce ensuite des conditions 

suffisantes pour que a, soit de classe C' pour différents cas d'espaces H X  x H::. Les 

cas traités sont ( p = q = 2 ) .  ( p ~ [ i . ~ + l [ , q = m ) ,  ( p = ~ + l , q = = )  et 

( p  a ]N+~,E[,~ =CU). À la section 2.2, nous comparons deux façons de définir la 

condition Dirichlet-périodique homogène pour les espaces de Sobolev. L'une utilise la 

théorie des traces et requière une régularité suffisante de ZL : condition lipschitzienne 

locale forte (voir Adams [l] et Kufner et ai. [9] ). L'autre, obtenue par fermeture d'une 

famille de fonctions de classe Cm, ne suppose aucune régularité de Q. On montre la 

coïncidence des deux définitions quand Cl satisfait une condition lipschitzienne locale 

forte. Les démonstrations sont inspirées de celles utilisées dans Adams [ l ]  pour les 

résultats d'égalité entre H i  et W: À la section 2.3, on s'intéresse de nouveau à 

l'opérateur de substitution et à son effet sur la condition Dirichlet-périodique imposée à 

u. On obtient des conditions suffisantes surf pour que soit Dirichlet-périodique 

quand zi est Dirichlet périodique. On n'impose aucune condition de régularité à R. À la 

section 2.4, on établit des correspondances entre diverses variantes d'un même problème. 

La première série de correspondances porte sur différentes versions du problème 

(Pl)+(P2). La deuxième série porte sur différentes versions de (Pl). Les résultats d e  cette 

section peuvent se résumer ainsi : 



en posant certaines conditions sur SZ et surf (voir théorème 2.4.2), on a que les 

(fi, V )  E H:, (R, ; R-" ) qui sont solutions faibles de (P 1)+(P2) sont les points 

critiques de p définie sur Hio  (R, ; R~"), 

en posant certaines conditions sur R et surf: ces conditions dépendant de la valeur de 

p E [l, m[ (voir théorèmes 2.4.3, 2.4.4, 2.4.5 et 2.4.6), on a que les ir G H:: ; RA'[ ) 
qui sont solutions faibles de (Pl) correspondent aux points critiques de la forme (11.0) 

pour (o définie sur H z  (ClT ; RA' )x H:: (aT ; Rhf). 

Au chapitre 3, nous présentons un résultct d'existence (voir théorème 3- 1 . 1 )  d'une 

solution 11, deux fois différentiable dans L' ( au sens des distributions ) et satisfaisant les 

équations de (Pl) au sens L'. La méthode utilisée procède en plusieurs étapes. 

Premièrement, on introduit une suite emboitée de sous-espaces {x~ ) de dimension finie 

dont l'union est dense dans H:,(Q,; Pr) et H;o (R,;R"'). On utilise ensuite le 

théorème de point fixe de Brouwer pour prouver que qI ,ka- rk posède un point critique de 

la forme b r k , ~ )  pour chaque entier positif k. On montre ensuite que toute suite hl' E X, ) 
correspondant à des points critiques (ur ,O) de &k est bornée dans H:, (Cl,; R-" ) et 

H& (aT ;  RA^). On montre finalement que les points d'accumulation H:, - faibles d'une 

telle suite bk ) ( ils existent par la réflexivdé de H& (Cl,; RAf) ) sont points critiques de 

p et sont solutions des équations de (Pl) au sens L' . 

Dans ce type de résultats, il n'est pas souhaitable de limiter le taux de croissance de la 

fonction d'interaction par rapport aux variables de concentration. Notre résultat est 

meilleur que ceux retrouvés dans la littérature sur ce point. Par exemple, dans les résultats 

de Dikanski [4,5] on demande que la fonction d'interaction s'annulle quand le vecteur 

des concentrations des substances dépasse un certain seuil. De leur côté, Morgan et Hollis 

[14] majorent par une constante une combinaison linéaire des taux de réaction des 

différentes substances. Dans cette thèse, nous permettons à la fonction d'interaction de 

croître linéairement avec les concentrations des substances. D'autre part, la régularité que 

nous demandons au domaine spatial C2 est plus faible que celle exigée dans la littérature 

( C O" au lieu de C "" ). 



Les équations aux dérivées partielles 

extraites du problème (P l)+(P2) contiennent toutes les deux une composante non-linéaire 

obtenues en appliquant des opérateurs de substitution (aussi appelé opérateur de 

d4f of cf4f Ôf 
Nemytskii) : les termes flzr(t,x) = f ( t ,x,u(t ,x))  pour (1) et -0u(t,x) = -(~,x,rc(t,x)) 

?Y 3f 
pour (2). Dans ce chapitre nous résoudrons deux difficultés techniques rencontrées en 

manipulant ces termes dans notre travail sur les systèmes de diffision-réaction. 

À la section 1.1, nous présentons des résultats de Krasnosel'skii (voir [8] pp 20 à 32) 

relatifs a la continuité de l'opérateur de substitution d'un espace LP vers un espace Lq. 

Plus précisément, nous étudions le problème suivant :soit (E, 3, m) un espace mesuré non 

atomique; soient (x, ~(x)), (Y, ,&Y)) des espaces de Banach munis de leurs tribus de 

Borel; soient finalement des fonctions mesurables g : (x, P(x)) -t (Y, P(Y)) et 

h : (E. 3 ) x  (x. P(x)) + (Y, /?(Y)). On cherche des conditions nécessaires et suffisantes 

sur g pour que I'application zr I+ g 0 24 envoie ,LP (E; X) dans Lq (E; Y) et pour que cette 

transformation soit continue. De même, on cherchera des conditions nécessaire et/m 

sufisantes pour que l'application u H (e H h(e, u(e))) soit continue de LP (E; X) vers 

L4 (E;Y). Les résultats obtenus dans cette section serviront à nous assurer que le terme 



Zf f (1, x, U) de (1) et le terme -(f, x, u) de  (2) appartiennent à des espaces Lq appropriés et 
QY 

que ces fonctions varient continuement par rapport à u E LP (q ; RM ) . 

À la section 1.2, nous présentons des adaptations non-triviales du théorème des 

accroissements finis s'appliquant dans un contexte d'utilisation de l'opérateur de 

substitution. Considérons les fonctions g et h définies au paragraphe précédent mais 

supposons cette fois ci que g va de E x  R~ vers R et que h va de R~ vers R. On va 

dénoter par V,h(e, y) le gradient de h par rapport à l'argument y G RK . On aimerait 

pouvoir écrire les choses suivantes : 

Vu7 v : (E, 3) -+ ( R ~ ,  , O ( R ~  )) mesurables, 38,, 8, : (E, 3) + (0,ll P[O,ID également 

mesurables telles que : 

g(w)- g(m) = (vg@ - 6, k e )  + 0, ~(4). 44 - 4e1)~, (3 

et 

h(e, Ne))- h(e, m) = (~,h(e, 11- 8, Ir@+ e,v(e)). vte) - w)R, - (4) 

La difficulté dans les deux problèmes présentés ci-dessus est bien entendu d'obtenir la 

mesurabilité des fonctions "d'accroissement fini" 0, et 8,. Les résultats obtenus 

senriront pour démontrer les résultats sur la différentiabilité de la fonctionnelle g, à Ia 

section 2.1. 

1.1 Continuité de l'opérateur de substitution de LP vers Lq 

Définition 1.1.1 

1) Soit (E, 3, m) un espace mesuré avec mesure positive. Soit (-Y, ~ ( x ) )  un espace de 

Banach muni de sa tribu de Borel. Soit u : (E, 3, m) -+ (x, P(x)) une fonction mesurable 

comme identiques deux fonctions égales presque partout alors LP(E; X) est un espace de 



l ip  
dL?f 

Banach pour p t [~,ï[ avec la n o m  = { ~ ~ ~ u ( e ) ~ ~ ~ ~ h ( e ) }  et un espace métrique 
E 

2) Soit (Y, P(Y)) un autre espace de Banach et  soient p. q E ]O, *[ . On dit qu'une fonction 

L'application u H g 0 zc est continue de LP (E; X) vers Lq (E; Y). 

3) Soit une fonction mesurable h : (E, 3)x  (x, P(x)) + (Y, P(Y)) . on dit que h est 

déf 

(p,q)O-présemante si la composition h&r(e) = h(e, u(e)) satisfait les conditions suivantes : 

L'application tr  H hOtr est continue de P(E; X) vers L~ (E; Y). 

4) L'application zr H hOir s'appelle opérateur de substitution associé à la fonction h. On 

va donner a l'opération O le nom de composition tordue. 

Définition 1.1.2 

Un espace mesuré (E, 3' m) totalement o-fini avec mesure positive est dit non-atomique 

si pour toute suite positive @ ( r t ) )  telle que zn(n)= m ( ~ )  il existe un partition 

rnesurable ( ~ ( n ) )  telle que m ( ~ ( n ) )  = ~ ( n ) .  

Remarques 1.1.3 

Les sous espaces non-négligeables Borel-mesurables et Lebesgue-mesurables de R~ 

sont tous non-atomiques. Le domaine C!, de notre système de difision-réaction est 

non-atomique. 

Un sous espace mesurable non-négligeable d'un espace non-atomique est non- 

atomique. 



La définition habituelle caractérise Ies espaces non-atomiques par la propriété 

suivante : si E, est un sous espace mesurable de E alors il existe un sous ensemble 

mesurable 4 c E, tel que o ( ~ ( E ~ ) ( ~ ( E , ) .  Pour plus de détails sur ces espaces voir 

malmo s] . 

Théorème 1.1.4 

A) Soient p, q 'XE ]O, m[,soit (E, z7 m) un espace mesuré non-atomique tel que O(rn(E)(m 

et soit g : (x, P(x)) + (Y, P(Y))  une fonction mesurable. Alors g est (p,q) 

préservante si et seulement si 

3a7 b > O tels que Ilg(x)II, Y s allxll, +- b Vx 'XE X, (5 )  

g est continue. (6) 

B) Si on suppose plutôt que m(E) = ao sans changer les autres hypothèses alors g sera 

(p,q)-préservante si et seulement si 

3a r O tel que lk(x)llrq 5 aIMI, t/X E X , (7) 

g est continue. (8) 

Démonstration : 

Étape 1 : Sziflsance des conditions pour que 21 E LP 3 g O I I  E Lq . 

La suEsance de (5) et (6) pour l'énoncé A) et celle de (7) et (8) pour l'énoncé B) sont 

vérifiées dans les calcuis ci-après : 

Étape 2 : Sufisunce des conditions pour avoir la conlimité de LP vers L4. 

Soit une suite &ln} c LP (E; X) qui converge en norme LP vers un certain u. Par le lemme 

1.1 -6 (à venir), on peut extraire une sous-suite $fi ""' - zïlIx )C lu - u I I ,  )C LP (E; R+ ) et 



trouver des fonctions F,G E P(E; R' ) telles que : 

1121 n(k' (e)  - zi(e)ll + O poure p-p-dans E ,  
-1- k -bu3 

Ilun")(e) - ri(e)llp r F(e) pour e p.p. dans E, Vk E &2,33,.}, 

IIu (e)[ls, (lu(e)U, 5 ~ ( e )  pour e p. p. dans E, Vk E {l,2,3,.. -1. 

On obtient alors une fonction dominante pour ig 0 zin'"' - g 0 irll; 1 dans L' (E; R- ) : 

La continuité de g entraine ensuite la convergence presque partout de g 0 rn +-) vers g 0 rr . 

Par le théorème de convergence dominée on trouve ensuite que g o ~ r " ' ~ '  3 g 0 z i  dans 
k 4 m  

L 4 ( ~ ;  Y) (au sens de la norme ou de la métrique Lq) . Par le raisonnement précédent, on 

peut extraire de chaque sous-suite 0 r i  ""') une sous-sous-suite g 0 HI """" + g o t i  
r 3 m  

dans .L4 (E; Y). Par le principe de convergence la suite originale tg 0 u n  } converge vers 2r 

dans L~(E;Y). 

Étape 3 : Une conditioir trécessaire techtripe qtrmzd m(E) = = - 
Supposons que g est (p,g)-préservante, que (E, 3, m) est un espace mesuré non-atomique 

et que m(E) = rn . Montrons qu'alors g(0) = O (cette condition sera redomdante une fois 

que (7) sera prouvée). Nous définissons u(e) = O ubzsX We E E. Alors 

g 0 zi(e) = g(0) dans Y Ve E E . Évidemment z i  E LP (E; X) mais on a : 

Ainsi pour que g soit (p,cl)-préservante il 

Étape 4 : Nécessité de la coizrimrité de g . 

Supposons que g est (p,q)-préservante. 

est nécessaire que g(0) = O. 

Choisissons un sous ensemble mesurable E de E tel que O ( m@)( oc . 



Choisissons x c X et une suite {x(n))convergente vers x dans X . Nous définissons les 

fonctions suivantes dans P(E; X) : 

14, =x,x(n) (n=l,2 ,.-- ), 

If = X E X .  

où xA est la fonction caractéristique de l'ensemble A . 

Comme g est (p,q)-préservante nous avons que 

n 4 a  

J1[&. (4 - g(li(e))11; am(e) = ~ ( E & ( ~ o )  - 4 6  + 0 - 
E 

Ainsi x(n)  -+ x dans X 1 g(x(n)) -+ g(x) dans Y et g est continue- 

Étape 5 : Nécessité de la condition de croissmzce si O ( m(E)  ( r, . 
Supposons que O ( m(E) ( m et que (5) est fausse. Alors Vrz E fi,2,3,.. ..}, 3x(rr) E X tel 

que : 

Ilg(-w)ll; ) nhx(n)ll: + 1). (9) 

Comme E est non-atomique il existe une partition mesurable @(n)} de E telle que 

Nous définissons la fonction 

qui appartient à LP (E; X) puisque 

Toutefois g 0 u n'appartient pas à Lq (E; Y )  car par (9) nous avons : 



Étape 6 : Nécessité de la condition de croissance si m(E) = m. 

Nous prenons un sous ensemble mesurable Ë de E tel que 0 ( m@)( . 

On définit une isométrie 7 LP (E; x)+ LP (E; X )  par la formule suivante : 

iqe) = { u(e) s ie  E E, 
O Sie&?.  

(10) 

Cette isométrie permet d'identifier LP (Ë; X) à un sous-espace de Lp (E; X) . Une 

isométrie définie de la même manière (notée également -) permet d'identifier L ~ ( Ë ;  Y) à 

un sous-espace de Lq (E; Y). D'autre part, grâce à l'étape 3, on a (g 0 2rP= g 0 ii . Donc, 

pour que g soit (p,q)-préservante de LP (E; X) vers Lq (E; Y), il est nécessaire qu'elle le 

soit de Lp (E; X) vers Lq (Ë; Y). 

Alors il existe au moins un couple (a, b)  E ]O, a [x  10, a[ tel que 

On va prouver que parmi les couples (a,b) satisfaisant ( 2  1) il y en a au moins un de la 

forme (a,O) . Supposons le contrairey alors pour tous les n E {l,2,3, ....) il existe x(rz) E X 

tel que : 

Ils(m>ll: > +(.>II; - (12) 

On définit maintenant une fonction 24 E LP (E, X) telle que g 0 u Lq (E; Y ) .  Comme E 

est non-atomique de mesure infinie il existe une suite (E(n)) d'ensembles mesurables 

disjoints dans E tels que : 

On remarque qu'aucun x(n) ne peut être nul par l'hypothèse que g est (p,q)- 

préservante, l'étape 3 et l'inégalité (1 2) (qui garantit que g(x(n)) # 0 , Vtz ). 



def 

Soit la fonction u = x ( n ) ~ , , ,  dors 
n=l 

mais 

Ainsi I'hypothese que g est (p,q)-préservante est contredite et on a prouvé par l'absurde 

que l'inégalité (7) doit être vraie. 2 

Théorème 1.1.5 

Soient E, X, Y, p, g comme dans le théorème 1.1.4. 

Supposons h : (E, 3)x (x, P(x))  + (Y, P(Y))  est une fonction mesurable satisfaisant les 

conditions suivantes : 

h(e, .) est continue pour e p. p. dans E selon la mesure m , (1 3)  

Alors h est q)3 - préservante. 

La démonstration de ce théorème utilise le lemme 1.1.6 ci-après. La preuve de ce résultat 

classique se trouve (entre autres) dans Brézis [Z] au théorème IV.9. 

Lemme 1.1.6 

Soient (E, 3, m) un espace mesuré avec mesure positive et Cf,) e n  une suite convergente 

vers O dans LI (E; R). Alors il existe une sous-suite Cf,,,,) et une fonction I; E L' (E; R )  

telles que 
k-,m 

f n c k >  (e) poure p-p- dans E, (15) 

1 f4kl(e)l 5 F(e)  pourep-p.dans E. (16) 



Démonstration du théorème 1.1.5 : 

Soit rr E LP (E; x). Supposons que h satisfait la condition de croissance (14). Les calculs 

suivants prouvent que h O t c  E Lq (E; Y )  : 

Supposons maintenant que h satisfait (13) et (14). Prenons une suite hl , )  convergente 

vers ic dans LP (E; X) et montrons que l'intégrale 

converge vers zéro quand n -+ oc . 
Par le lemme 1.1.6, il existe une sous-suite (ir,,,, ) et une fonction dominante 

F E L1 (E; R) telles que : 

- 
Trouvons une fonction dominante F pour les un,,, et pour zr . 

On va maintenant obtenir une fonction dominante pour la suite (.ic,,,,j par les calculs 

;avons que : 

pour e p.p.dans E ,  

et par le théorème de convergence dominée de Lebesgue 

-+ hOlr dans Lq (E; Y). 



Par le même raisonnement toute sous-suite ~ Q ~ I , ~ ~ , , , )  contient une sous-sous-suite 

convergente vers hou dans Lq(E; Y) et donc la suite originale &hl,} converge vers hOtr 

dans Lq (E; Y) - 3  

Nous concluons cette section en donnant des énoncés alternatifs de la condition (14) du 

théorème 1 - 1 -5. 

Proposition 1.1.7 

Soit (E, 3 ,m)  un espace mesuré avec mesure positive, soient X, Y des espaces de 

Banach, soient p, q E ]O, cc[ et soit finalement une fonction mesurable 

: (E, 3 x (x, ~ ( m )  -+ (y, p<n, - 
Pour r E ]O, m[ on définit les affirmations suivantes. 

Alors les énoncés suivants sont vrais. 

Si A(ro ) est vraie pour un certain r, E ]O, m[ aiors toutes les A ( r )  sont vraies. 

6, = [b, vérifient 

Prenons E ) O .  Si 

a,, 6 ,  vérifient les inégalités de A(r, ) alors a, = a, et 

les inéquations de A(r )  . 

O ( r ( ro ( et a,, 6, vérifient l'inéquation de A(r, ) alors 

a, = (1 t ~)a, vérifie A(r )  pour un choix convenable de 6,  E L' (E; R- ) .  

Démonstration : 

Supposons que A(ro ) 

pour certains a, 2 O 

est vraie, c'est à dire que 



Prenons r E ]r,, m[. Posons b, ( e )  = [b, (e)b" , a, = a, . Nous avons alors l'inégalité 

suivante : 
,!.O 1 1  + ( 1  = + +br ('11 ,jr0 [ldlf;/' + br(e ) ]  7 

car r/r, ) 1  et IMIY. br ( e )  2 O.  Ceci entraîne que les ar ,b, définis ci-dessus satisfont 

l'inégalité de A(r)  . 

Cas2: 

Cette fois, prenons plutôt r e b, r, [. Nous choisissons K ) O et nous obtenons les 

inégalités suivantes : 

1 
x (1 + K si 6, (e) r 

1 Plro 
b ro O ( e )  + 1 si bro (e)  } Kll~ll, 

Nous en déduisons que : 

Ainsi a, = (1 + l / ~ )  'O a, et b, (e)  b;"(e) vérifient l'inégalité de A ( r )  . Pour 

chaque E ) 0, il existe un unique choix de K ) O tel que 

on peut donc choisir a, arbitrairement près de a, . O 

1.2 Théorème des accroissements finis et mesurabilité. 

L'utilisation du théorème des accroissements finis dans la résolution d'une équation 

fonctionnelle engendre souvent des problèmes de mesurabilité. Dans cette section nous 



présentons des généralisations qui sont utilisables de façon générale dans un tel contexte 

et qui nous servira en particulier à démontrer que la fonctionnelle g, associée au problème 

(E'l)+(P2) est de classe C1 au prochain chapitre. 

Soient 

(E, 3) un espace mesurable, 

g : RK + R une fonction partout dérivable, 

h : (E, 3 ) x  (R", P(RK )) +(R, P(R)) : (e, y )  c-t g(e, y) une fonction mesurable telle 

que le gradient par rapport à la coordonnée y existe partout dans E x R ,  

U, v : (E ,  3) + (R, P(R))  des fonctions mesurables. 

Si on applique le théorème des accroissements finis classique on trouve l'existence de 

fonctions O,, 8, : E [0,1] telles que : 

Toutefois le théorème des accroissements finis ne nous dit pas si p m i  les O,,@, 

satisfaisant (18) et (19) iI existe des fonctions mesurables. Dans cette section nous allons 

répondre à ces deux questions sous des hypothèses assez générales. 

Pour 8, la réponse est oui avec (E, 3) quelconque et g de classe C ' . 
Pour 8, la réponse est oui si (E, 3) est un espace métrique séparable muni de sa 

tribu de Borel et si les fonctions h, V .h sont continues sur E x  R~ . 

Ces deux résultats seront des corollaires faciles du théorème suivant. 



Théorème 1.2.1 

Soient (E,d)un espace métrique séparable, P(E) sa tribu de Borel et une fonction 

h : E x  R' + R : @,y)  H h(e,y) telle que h et V ,h soient continues. 

Démonstration : 

Étape 1 : Depinirion de la fonction d 'accroissement fini A . 

Soit une suite (E,} c R telle que E, & O quand n -+ CC. 

Comme E et X~ sont des espaces métriques séparables, on peut trouver : 

une suite en ) de partitions boréliennes de E, 

une suite @, } de partitions boreliennes de R' 

telles que 

chaque partition Pn et chaque partition Q, est au plus dénombrable, 

Pour (e, y,, y, ) E E x RK x RK , on définit 

Cet ensemble est compact par la continuité de h et de V,h . Ii est donc permis de poser 

Étape 2 : Approximation de la fonctiotz d'accroissement fini en un point&& 

Soit (ê, j, , j 2 )  un élément fixé de E x RK x RK . 

Soient ê E Â, E Pn , jl E in E en, Y 2  E jn E Q, (c. à d. que pour chaque coordonnée on 

sélectionne le membre de Ia partition P, ou Q, qui le contient) . 

On pose 



Par construction la suite réelle @ (ê, j, ,Y2)}  est non-décroissante et elle est bornée dans 

l'intervalle fermé [0,1], on a donc l'existence de la limite 

Nous alions montrer que ~ ( ê ,  y,, j2 )  = . Premièrement, les calculs suivants montrent 

11 reste à vérifier l'inégalité inverse. 

n n ( ê , y l . ~ z ) = i n f ~ ( Â , ' ~ . 7 j " ) '  (23) 

prenons donc A E A@,, j,, , j, ) situé à une distance d'au plus E,, de I'infimum. 

On a alors que 

D'autre part, on a que 

i-(ê..y;,y;)= (ê,j,.P?) 
n-+ao 

Par la continuité des différentes expressions apparaissant dans (24) on obtient à la limite 

h(ê,j,)- h(ê,j,) = ~ , h ( ê ,  (1 - i)jl + j2). (25 



Donc n E ~ ( ê ,  jI, y2), R(Z,Y, , j2 ) = min A@, p, , T2 ) 5 A et (22) est vérifiée. 

Par (2 1),(22) et (25) nous avons donc que 

Étape 3 : Memrabilité de la fonction d 'nrcroissernerzt fini 
Comme le point (ê,~, ,y,) choisi à l'étape 2 était arbitraire, on a montré que 

On voit facilement que les fonctions mesurables A, peuvent s'écrire comme suit : 

iZ est donc la limite ponctuelle d'une suite de fonctions Borel-mesurable, elle est donc 

également Borel-mesurable. G 

Un premier corollaire du théorème ci-dessus est l'existence d'une fonction mesurable 8, 

résolvant ( 1 9). 

Corollaire 1.2.2 

Soient E et h comme au théorème 1.2.1. 

Soient u, v : (E, P(E)) + (R'; P ( R ~ ) )  des fonctions Borel-mesurables. 

Alors il existe une fonction Borel-mesurable 8, : (E, ~ ( 0 )  + (0,ll P[O,ID satisfaisant 

(19)- 

Démonstration : 

On pose 8, (e) = R(e, zc(e), v(e))  . O 

Un autre corollaire du théorème 1.2.1 est un théorème similaire où la composition tordue 

hOu est remplacée par la composition de fonctions ordinaire g 0 I< . 



Théorème 1.2.3 

Soit E C' ( R ~  ; R ) .  

Alors il existe une fonction Borel-mesurable Ag : (lZK x R ~ ,  ,@(-UzK )) + a0,ll P[O,ID telle 

Démonstration : 

Soit Ê = (e,} l'espace métrique trivial avec un seul élément. On applique le théorème 

1.2.1 à ia fonction h : Ê x R~ + R : (e,, y )  I+ &y) et on  pose 

~ * C ~ , . Y Z ) =  &%.y,.y2) - 

Avec ce dernier théorème, on peut trouver une fonction Borel-mesurable 8, qui satisfait 

(18)- 

CorolIaire 1.2.4 

Soient (E, 3) un espace mesurable quelconque et g E C1 (lZX ; R) . 

Soient zr, v : (E, 3) + ( R ~ ,  P(R )) des fonctions mesurables. 

Alors 3 8, : (E, 3) + (0,ll B[O,LD tel que 

g ( v W  - go4e)) = (vg(1- 0, + e p w )  v(e> - w) - (1 8) 

Démonstration : 

Il suffit de poser 0, (e) = A, (tï(e), v(e)) - O 



Le but de ce chapitre est d'établir les correspondances existant entre le système augmenté 

@l)+(PZ), les points critiques d'une certaine fonctionnelle g, et une forme faible du 

système augmenté. À la section 1, nous définirons la fonctionnelle g> et nous établirons 

des conditions suffisantes (nécessaires et suffisantes si la fonction d'interaction ne 

dépend pas directement de t et x mais seulement de  u(t,x)) pour qu'elle soit de classe CI. 

À la section 2, nous comparons deux façons de définir la condition Dirichlet- périodique 

normalisée ( u est T-périodique par rapport à la variable 1, tr "vaut zéro" sur [O, T ] X  8 2  ) 

pour les fonctions appartenant à W'.P (a, ; R." ) . La première approche définit 

w '.P (0, ; RA' )n {u satisfait une condition Dirichlet - périodique normalisée} comme étant 

la fermeture dans W ' - ~ ( R ~ ; R " )  d'une certaine classe de fonctions 

D, (C l , ;  Rbf ) c C" [O, T]X fi; R") qui satisfont la condition Dirichlet-périodique au sens 

cIassique. La deuxième façon utilise la théorie des traces et n'est applicable que si Cl est 

sufEsamrnent régulier. Dans la troisième section on veut savoir sous quelles conditions 

on aura I'implication : 

r U E W ~ . ~ ( Q , ; R ~ )  LU satisfait une condition Dirichlet - périodique normalisée 1 
E w I v P  (aT ; R ' ~  ) 

=) [fi satisfait une condition Dirichiet - périodique normalis6e 1 - 
Dans la section 4, on utilise les résultats techniques trouvés dans les sections 2 et 3 pour 

établir des correspondances entre trois versions du problème (Pl)+(PZ) et des 

correspondances entre trois versions du problème (P 1). 

2.1 Définition de la fonctionneiie. 

La fonctionnelle p se calcule par la formule suivante : 



ai av 
où DI/' - et D'/' - sont les matrices suivantes 

ar & 

et ou le produit scalaire de deux matrices AB de format M x N est défini par 

Le domaine de la fonctionnelle q> est l'espace de Sobolev HL, (0,; RL"). On définit 

maintenant cet espace ainsi quelques autres qui nous seront utiles. 

Définition 2.1.1 

r 1 les dérivées au sens des distributions] 

les K composantes de u 
H' .P(R , ;RK)=  W ~ . P ( ~ I ~ ; R ~ ) =  

u I, .-- ,  l l K  E H ~ . P ( R ~ )  

2. On définit les normes suivantes pour les espaces H ~ . P ( ~ , ; R ~ ) ,  pour p [LX[ 

u 1  = Ilôauillfp 1 . POLX Ie cas limite p = a  , I î  norme devient 
kzsK 



un produit de dualité qui dans le cas p = p'= 2est un produit scalaire 

Zau(O, x) = ùatr(T, x) b'multi - indice a = (a,, ..., a ,  ), 
3- D,(Q,)= 

Szrpp(zr(t,.)) cc R, ~t E [O, ~1 
les composantes de rr.) 

D , ( ~ , ; R K ) =  ~ ~ E C ~ ( C I , ; R ~  
uI7 . . . .~ lK  E D&,) 

4. H:[ (aT ; R ~ )  = la fermeture est prise dans l'espace H'.P (aT ; R ) . 

trace(u,t = O )  = hwce(rt,t = T) ,  
5.  w;v:,P(R,;R~)= U E W I - P ( Q ~ ; R K  l'égalité ou non 

trace(tr, [O, T I  x KL) = O. 

de H I Y P  (a, ) avec w'-P (q ) dépend du domaine Cl et en particulier de la régularité 

de sa frontière 8 2  . il 

Nous pourrons bientôt énoncer et démontrer des conditions suffisantes pour que p soit 

de classe C 1  sur H:, (fiT; R ~ ' ~ )  et de façon plus générale des conditions pour qu'elle 

soit de classe C' sur H X  (n, ; R-''~ )x H:: (Clr ; RM ). NOUS aurons toutefois besoin de 

deux petits lemmes : le premier donnera de petites variations de l'inégalité de Holder et 

le second sera un corollaire du théorème d'immersioo de SoboIev. 

Lemme 2.1.2 @es variantes de l'inégalité de Holder) 

Soient des fonctions ui E LP( '~ (~& ; R)  (1 I i a K) . 
K 

Alors le produit ll rd, E L' (0, ; R) et 
i=l 



-1 Soient p, q, r E [I, m]  tels que p-l + p-i = r - 

Soient u E L P ( ~ . ; R ~ ) ?  v~ L ~ ( S ~ ~ ; R ~ ) .  

Alors (zr , v ) ~  E L' (0, ; R) et 

Démonstration : 

La preuve de (30) se fera par induction sur K. 

Pour K=l , l'affirmation est triviale. 

Supposons que K=2. Si p(l) = z: ou p(2) = x alors (30) est trivial. Supposons que 

p(l), p(2), r E [L m[ et définissons ii, (t. x )  = lq (t ,  x)lr (k1.2) alors par l'inégalité de 

Holder classique 

Prenons K 1 3 et supposons que (30) est prouvée pour 2, ..., K - 1.  Définissons 

F1 = xp(i)-' , on a alors 

La preuve de (30) est terminée. 

Soient p . q , r ~ [ ~ , m ]  tels que p-' +q-' =r? Soient U E  L P ( R ~ ; R ~ )  et V E L ~ ( Q ~ ; R L ) .  

Dénotons par I R  et ((v(IRL les fonctions définies par 112(((RL (Ir X )  = Ill((C x ) / ( ~ L  et 

IMIRL (l. X) = IIv(t, x)llRL . L'équation (30) avec K=2 et les calculs qui suivent démontrent 

alors (3 1). 

Lemme 2.1.3 

Soit R c R~ un ouvert borné quekonque. 

Dénotons par X + Y l'inclusion continue (immersion) d'un espace dans un autre. 

On a les immersions suivantes : 



~g(n,). c1.*(n,) [an ~ 1 o . i  - y], vp E JIV IN i, = [] - (34) 

Démonstration : 
dëf 

Soit K c R" un cube ouvert contenant R . On remarque que KT = [O, T ]  x K satisfait la 

propriété Lipschitz locale forte. En combinant le théorème d'immersion de Sobolev (le 

théorème 5.4 dans Adams [l] ) avec le fait que KT est borné (et donc de mesure finie), on 

obtient les immersions suivantes : 

Prenons rî E Dr (0, ) et prolongeons cette fonction à la valeur O sur [O, T ]  x (K - Cl) .On a 

-a - - 0"û 
que II%(n,) = IPIILqic,) et 110 41Lq(4 ) - Il IILq& l pour tout p E [l, m] et pour tout 

multi-indice a .  Donc si on remplace KT par RT et tr par 6, les inéquations (3 5),(36) et 

(37) demeurent vraies. Comme Dr (0, ) est dense dans H:,P (a, ) les immersions 

(32),(33) et (34) sont vraies. il 



Lemme 2-1.4 

Soient X;Y des espaces de Banach de fonctions mesurables 

(a, , ~ ( 0 ,  ). d t k  ) + (R" . P (R -" )) et supposons que X, Y, R, f satisfont les 

conditions qui suivent : 

(Hl) f et of/+ sont des fonctions continues sur R, x RLLf . 

(H2) Enposan tpour (z î ,v , a )~XxYxX,pour i= l ,  ...M, 

on définit des applications continues vers l'espace Li (R, ; R) . 

(H3)  L'expression Et (24, v, a, A)  = A-' tf, O[& + k z ]  - j; Ozî}vi ( (rr, v, a) G X x Y x X ), 

A E R - {O}) converge vers Di v, a) dans L' (S2, ; R) . 

Alors la fonctionnelle p : X x Y + R définie par: 

est de classe C1 sur X x Y et sa dérivée est donnée par 

De plus si (6,V) E X x Y est un point critique de g, alors @,O) est critique lui aussi. 

Démonstration: 

Prenons (21, v),(a, 6) E X x Y . Si elle existe, la dérivée directionnelle de g, au point (tr, v )  

dans la direction (a, b) est donnée par la limite suivante : 



La validité de (39) découle dors trivialement des hypothèses (H2) et (H3). 

L'examen des termes du deuxième membre de (39) nous permet de constater que 

l'application (a, b )  H (&(il, v) ,  (a, b)) est bien linéaire pour chaque (tr, v) E X x Y , cet 

opérateur linéaire est borné (Le. continue) par l'hypothèse (H2). La continuité de 

l'application (ir, v) H g>'(zr, v )  découle également de (H2). 

Prenons maintenant (6, fi) un point critique de 9, alors on a que : 

(pf(~,~,(a,&))=O, V(O,~)E XxY. (41) 

En particulier, (41) est vrai avec a = O . En utilisant (39)' on obtient le calcul suivant pour 

les ( a , b ) ~ X x Y :  

0 = ( ~ ' ( k ~ ) > ( ~ , b ) l  

= (p1@,0), (a, b))  

Le point @,O) est donc un point critique de p. U 

On pourrait utiliser les lemmes 2.1.3 et 2.1.4 pour étudier systématiquement des résultats 

de différentiabilté de la fonctionnelle 9 définie sur les domaines 

H:: (Clr ; n" )x H z  (C& ; R" ) pour tous les (p ,  q) E [1, a]. Le nombre de cas à considérer 

est toutefois très grand. En effet, les valeurs p = 1, N + 1, a correspondent à des 

changements de comportement des espaces H;,P(R,;R") vis à vis des résultats 

d'immersion ce qui induit la partition suivante 

[l, a]' = ((1)" b, N + 1[v {N + l}u ]N + 1, m [ u  {a})' . Comme l'ensemble des valeurs 

possibles de @, q) est en réalité [1, a]' n b-' + cr-l 5 l), le nombre de cas à considérer se 

complique encore. Comme les points critiques de la forme @,O) suffiront pour résoudre 

le système de diasion-réaction (Pl), on peut sans problème restreindre l'espace de la 

variable fonctionnelle v. En appliquant l'inégalité de Holder aux différentes expressions 

du membre de droite de (39) on voit que plus q est grand, plus on a de liberté sur la 



valeur de p et moins les conditions requises pour obtenir une solution zr au problème (Pl) 

seront contraignantes. On obtient le résultat suivant. 

Théorème 2.1.5 

Voici des conditions sufisantes pour que q soit de classe C1 sur 

H:: ((nT ; RU ) x H;: (Cl, ; R" ) , satisfasse (39) et possède la propriété que 

(fi, s) point critique de q> (;,O) point critique de p. 

pour différentes valeurs de p E [l, oc]. 

1. Pour ~ E [ I , N + ~ [ .  

(Hl) (voir lemme2.1.4) 

(Dl) 0 est borné. 

0 2 )  La fonction d'interaction f satisfait la condition de croissance: 

pour un certain a, E ]O,=[ et un certain a2 E L'(Cl,; R).  

af 
@3) La matrice de dérivées partielles - satisfait la condition de croissance: 

eY 

(1, x, 7) E ClT x RLf , 

pour un certain a, E ]O, a[ et un certain 4, E L' (aT ; R) . 

2. Pour p = N t l .  

(Hl) et P l ) .  

(D4) La fonction f satisfait une condition de croissance de la forme : 

Ilf (1, x7 Y& 5 a, llvlliAr +- 0, (l, x) ( t , ~ , y ) ~ n ,  X R " ,  

pour un certain q E [l, m[, un certain a, E ]O, m[ et un certain a, E LI ( R ~  ; R) . 

@ 5 )  La fonction y/@ satisfait une condition de croissance de la forme: 



pour certains r, s E p, m[ , un certain a, E ]O, a[ et un certain as E L' (CIr ; R) . 

(D6) La fonction satisfait une condition de croissance de la forme: 
?Y 

pour un certain r E [l, m[, un certain a, E ]O, a[ et un certain a,, E L1 (aT ; R) . 

4. Pour p ~ ] N + l , a ] -  

(Hl) et (Dl)- 

@7) Pour tout borné B c pf, f (Cl, x B )  est borné dans RM . 

A4 1M 
0 8 )  Pour tout borné B c R", af/dy(O, x B) est bornée dans R l'espace des 

matrices réelles M x M . 

Démonstration : 

Étape 1 : Tmtes les @mations qu 'il n 'est pas nécessaire de traiter cas par c m  

L'hypothèse (Hl) appartient explicitement aux quatre ensembles d'hypothèses. Nous 

pouvons vérifier immédiatement qu'une partie de l'hypothèse (H2) est valide pour les 

quatre situations. Soit {(un7 v", a")} une suite convergente vers un élément (u, v, a) dans 

HZ (f iT  ; Rhf)x  H:: (aT ; Rh') x H;: (ar ; RM ) - Par l'inégalité de Hdder 

au,= &f . 
v" + -vi dans LP (a, ; R). Par l'hypothèse (D 1), on a LP (O, ; R) + Li (a, ; R) et 

dt dr 

la continuité des A, (i=l,.-M est démontrée. La continuité des Bi se démontre de façon 

semblable. 



Étape 2 : Vérification pour chacfrn des p a p e  cas de In véracité de (712). 

Démontrons la continuité des applications C,, Di (i=Z,..,M) polir chacune des quatre 

situations. Dans le premier cas, comme p E [l,N + 1[ on a que u n  + tr dans 

L ( ~ ~ ~ ) ~ ~ ~ " + ~ - ~ )  (q ; R"~ ) et par I'hypothèse @2) A 011 " + f; Ou dans L1 (Cl, ; R) . Comme 

v n + v  dans L"(R,;R") on a (par L'inégalité de Holder) que 

Ci (un7 vn ) = Ct; OZ(: + Ci (u, v )  dans L1 (a, ; R). Pour le terme D, , on a par @ 3 )  que 

Gf 3f que -0i1" -t -Vu dans L'"+"~/~"-"~-("*')~ ( Q ~  ; RW ) - Par l'inégalité de Hdder, on 
@ CY 

Supposons maintenant que p=N+1 et que les hypothèses (Hl), 1 )  @4) et @ 5 )  

s'appliquent. Comme H;,P (Q, ; RA") 4 L4 (aT ; RA' ) et H;;("(R,;R")+L"(~,;R-'.~) on a 

alors un -+u dans Lq(S2,;R") (pour le q de l'hypothèse (D4)) et v n  + v dans 

Lm(i2,; Ru) .  Par l'hypothèse @4) on a ensuite que J&rn -+ f o l r  dans L1 (ClT; R") et 

finalement par l'inégalité de Hijlder on a que (JOirn }yn + ~ 0 u ) v  = Ci (zr, v )  dans 

L'(Cl,; R). Pour le terme Di, on a par l'hypothèse (D5) et l'immersion 

cf ?f Ou dans - A"x") ((n7 ; ) 4 L~ (aT ; ) que T- OU + T *  . D'autre part, on 
CY v 

Supposons que p E ]N + 1, a] et que les hypothèses (Hl), (Dl), @4) et (D6) sont vraies. 

Alors on a les immersions H:,P (Q, ; R"') + C(Q ; R" ) 4 Lm (Q, ; Rhf ) 4 Lq (a, ; R" ) et 

1' hypothèse @4) entraine que l&i " -t jU.14 dans L! (ClT ; R" ) . D'autre part vn  + v dans 

Lw (Cl, ; R" ) et par l'inégalité de Helder Cf; Oun )vn + Cf, 011)v = Cl (u, v )  dans L' (a, ; R) . 

Pour les termes D, ( = M )  nous utilisons les immersions 



(Cl, ; R"' ) 4 C(Q ; Rbf ) L" (q ; R"') < L' (ClT ; R" ) et l'hypothèse @6) pour 

a f  déduire que ;Oun + 30, dans L1 (a, ; R"fA'"). D'autre part on a les convergences 
cy cg., 

vin -+ vi dans ~"(n, ; R) et an -+ a dans L" (n, ; R"' ) (par l'immersion 

H:: (n, ;Rd") 4 C(G ; RALf )). Par l'inégalité de Hdder, on a donc la convergence 

~ : ( ( v ~ f ; ) O ~ ~ , a ~ ) ~ . % ~  + v,((vyfi ) O l f , ~ ) ~ ~  = D * ( % v , ~ )  dans L1(~,;~)- 

Plaçons nous maintenant dans la quatrième situatioh supposons que p E +- 1, m] et que 

les hypothèses (Hl), (Dl), @7), @8) s'appliquent. Soit : 
déf 

p = suprérnum 6un IlLa , IIvn 11,. , I lan AL- : n = 1.2.3 ,--- } (42) 

P(* à cause des immersions Hr,P (CIT ; ) 4 C(% ; Rif ) et 

H;; (a, ; RJ' ) L" (a, ; R~~~ ) . 
Soient : 

Les constantes u, a(= par les hypothèses @7) et @8). On peut alors dominer les suites 

e , (u" ,vn) :n  = 1,2,3 ,...) et @,(un,vn,an)n = 1,2,3, ,...) par des fonction constantes sur 

*T - 

I [ C , ( ~ c " , v " ) ] ( l , x ) ( = C f , ~ . x , t r " ( t , x ) ~ ~ ( t , x ) l ~ o p  p.p.dansR, (45) 

D'autre part, la convergence (fin, vn  ,an) + (u, v, a) dans L" (a, ; R3") et la continuité de 

Gf f et - sur RT x Rhf entrainent que : * 
[Ci (un, vn)it, X) + [ci (u, v)Kt. Y) p-p- dans O,, (47) 

[ ~ , ( r r ~ , v ~ , a " ) l ( l , x ) + [ ~ ~ ( r r , v , a ) ] ( t , x )  p.p.dansQT.(48) 



Par (45) à (48). la mesure finie de a, et le théorème de convergence dominée 

n e  n - m  

Ci(d ' ,vn)+ ci(zi,v), ~ , ( z P , d ' , d )  + Q(u,v,a) dans L L ( f i T ; ~ ) .  

Étape 3 : Vérific~tion de la véracité de w3). 

Par un résultat de la section 1.3, on a l'égalité suivante : 

[A-' +Wr;b}kr ,x )  = ((VJ )o[u + ~ . ~ . . a k t ~ ~ X a ( l .  x ) ) ~ . ~ .  (49) 

pour 1 E R - {O}, pour (t, x) p. p. dans R, , pour un certain 

L, (G; AG 1) -+ @ll ~ [ O J D  - (50) 

On a donc que 

[~,(~~v,4~)~t,x)=[v,((v,~)o&+~~,,,.,aJa)~,j(t,x), ( ~ J ) P - P - ~ ~ s  Q,- (51) 

Comme C l ,  est de mesure finie dans chacune des quatre situations, il suffit de trouver 

pour chacune des quatre situations des constantes a, p, 7 E [l, CC] tels que : 

a-' +p-' +y- '  5 1 ,  (52) 

V E  H ~ ( Q , ; R " ) =  V E L ~ ( ~ , ;  R"), (53 

~ E H ~ ~ ( Q , ; R - ' ~ ) ~ ~ ~ L ~ ( R ~ ; R ~ ) ,  (54) 

A + O dans R = (V .f; )3L( + R0,,.,a] -+ (vJ )Du dans L'(CI,; R"' ), (55 )  

pour que (H3) soit vérifiée. En effet, on a alors par le lemme 2.1.3 que 
2 4  

E, (11, v, a, A )  -+ D, (tr,  v, a) dans L p - p - ~ y ~  y 

A 4  
et la mesure finie de a, entraine que Ei (ir, v, a, A )  + D, (u, v, a) dans L' (R, ; R). 



Le tableau ci-dessous donne les choix de a, P, y que nous avons effectués pour chacune 

des quatre situations. 

Situation 

(valeur de p,hypothèses en 

vigueur) 

Il est facile de vérifier que chacun de ces choix de (aJ3,y) satisfait (52)- Le choix OC- 

satisfait (53) pour les quatre situations par l'immersion H:: ( C l ,  ; RA" ) + Le (a, ; R"' ). Le 

choix P=(N+l)p/(N+l-p) satisfait (54) dans la situation décrite a la première ligne du 

(1V-I)P 

tableau par l'immersion Hr,P (Q, ; R" ) + L("-l-P' (Cl, ; R" ); le choix B=s/(s- 1) convient 

pour la situation décrite à la deuxième ligne car pour p=Ntl on a les immersions 

I N - '  (a, ;R") < L'(Q,; R'I) pour tous les c G [l, m[; le choix B== convient pour les H,, 

lignes 3 et 4 du tableau car pour p E ]N+l,=] on a les immersions 

H:: (Cl, ; R" ) < C(Q ; R" ) < Lm (Cl, ; Rd*' ) . Nous devons maintenant justifier le choix 

des valeurs de y pour chacune des quatre situations. 

Dans la situation no 1, la condition de croissance @3) nous dit que ÔlGy est 

1 
( N - 1 ) p  

O -préservante. D'autre part u, a e L"-' -~ (fi, ; R-" ) car 

( -xr+l)  P 

pour pe [ l ,N+l [  on a l'immersion H:{ (Cl,; R-")< (Cl,; R ' ~ )  ; on a aussi que 

A->O 
( N + l ) p  

6 I L  s 1 ce qui entraine que u + A 6  a + u dans L"''-~ (C!, ; RM) et que 

(V,X)~~<+AB,  .,., a]=a(VJ)h dans Lr(C!,;R") pour y = 
( N  + l)p 

k~ + 2 ) ~  - ( N  + 111 ' 



Dans la situation no 2, on suppose p=N+L et on a les immersions H:" < Lc pour tous 

les c E [I, a[, en particulier t r , o  G L' (aT ; R" ) ce qui entraine que [u + AB,,., J -+ u dans 

; R"' ) . Par la condition de croissance @5), (vJ )3[tr + M,,,,a]=(~-,,f;)3u dans 

L'(ClT ; RM ) , ce qui justifie Ie choix y=s. 

Dans la situation no 3, on a que p E ]N + 1, m] et que R, est borné. On a donc les 

immersions H:: (aT ; P )  + C(Q ; RM ) 4 L'(aT ; P) .  Par conséquent hr t AB,,,,,]Z zr 

dans L'($lT;Rn') et la condition de croissance @5) implique que 

(vJ )O[u + A B , - , - , ~ ] ~ ( v J  )31r dans L' (Cl,; R"' ) . Le choix y=l satisfait donc (55) dans 

Ia situation no 3. 

Dans la situation no 4, on a encore que p E ]N + 1, m] et que Cl, est borné. Comme 

tr,  a E LID (ar ; R."), on a par la continuité de $/+ que : 

&,A b[. + 20 ,,.. ,& 1) =[v~~.L b44 x )  pour (t,x) p-p. dans a,.(%) 

On peut sans perte de généralité se restreindre aux h tels que 1A.1 5 1. Posons 

5 = 1lf11,- +Ilall, et B = G. E RIf : IIy115 c)- (57) 

Par I'hypothèse @a), l'ensemble VJ (Cl, x B) est borné dans R" . Le nombre 

~ = ~ ~ p r é m u m ~ ~ y ~ ( t , ~ 7 j ~ ~ : ( t , ~ , . î > ) ~ ~ T ~ ~ )  <sa> 

est donc fini. 

La famille de fonctions [(vY~ c RB,,,-,a]- (vJ )Dtrlln, : o { I A I  1) est donc dominée 

par la fonction constante 25 dans L1 (ClT ; R) . Par le théorème de convergence dominée on 

a (VJ )o[~ + ~ 0 , , . , u ~ ( ~ ~ ~  dans L' (R, ; RM ) - On a donc montré que y=l 

satisfait (55) quand on se trouve dans la situation no 4.3  



Comme les espaces de Hilbert possèdent des propriétés d'approximation plus 

intéressantes que les autres espaces de Banach, on donne un résultat sur la 

différentiabilité de q, sur l'espace de Hilbert H I  (4 ; R~' ) = H '-'(C2, ; RL" ). 

Théorème 2.1.6 

Supposons que la fonction d'interaction f et le domaine Cl satisfont les conditions ci- 

après. 

(Hl) f et sont des fonctions continues sur R, x Ru. 

(Dl) SZ est borné, 

( ~ 9 )  fest ( 2 N  + , + ')O -préservante- 
N - I  N + 3  

@ 1 O) est ( 2 N  ,?)O -preservante. 
oy N - 1  

Alors la fonctionnelle g, est de classe C1 sur H:, (52, ;RI")  et la dérivée est donnée par 

Démonstration : 

Il suffit de vérifier que les conditions (H2) et (H3) du lemme 2.1.4 sont respectées. Par 

l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on voit immédiatement que les expressions 

+f & 
A, (ir , v )  = L v ,  et B, (u, v )  = (V ,rr,, V,v, ) varient continuement dans L' (a, ) quand 

at 

Prenons une suite {(u n ,  v" , a")} c H:, (O, ; R~." ) convergente vers un certain 

(zi, v, a) E x:,, (Cl , ;  R~'' ) et montrons la continuité des applications Ci et D, 

(i = l , . - . , ~ ) -  

Pour montrer la continuité des Ci, on observe tout d'abord que 



Z.V+? 

par l'immersion H:, (Q, ; R." ) + L = ( S ~ , ;  lCW) et l'hypothèse @9). Il en découle 

que : 

f,Oun -+ f@ dans LVy3 (Q,;R)- 
n -,a 

En utilisant encore une fois l'immersion H:, (R, ; R" ) + L" (Cl, ; R" ), on trouve 

2.v- 2 

que v: + vi dans L "-' (a, ; R) et alors on obtient par l'inégalité de Holder que : 
n+m 

déf 

~ , ( z ~ ~ , v " ) = ~ ~ t i " ) v ~  + ~,(zi ,v)  dans L'(R,;R). 
n-+m 

Vérifions la continuité des 0, (i = I , .M). L'immersion 

-J ,\r4-: -. 
H:, (a, ; R" ) + L "-' (nT ; R" ) et l'hypothèse (D 10) entraînent les convergences 

suivantes : 

v: -+ vi dans L~ (Cl, ; R), 
n-m 

an + a  dans LN-' (R,;R'~'). 
n+co 

2 N t 2  2 N + 2  
Comme d'autre part [ N - l  ]-'+[y]-'+[ N - 1  ]-1=IyIyinégalit6deH61der 

entraine que : 
d q  

~ ~ ( & " , v " , a ~ )  = ~~( (~ , f ; )Ou" . a " )  n-wv + ~, (z i ,v ,a )  dans L ' ( ~ , ; R ) .  



Vérifions finalement l'hypothèse (H3). Fixons (u, v, a) E H ' (a, ; R" ). Par le corollaire 

1.2.4 (une des variantes du théorème des accroissements finis démontré a la section 1.2) 

il existe des fonctions mesurables Bi, : RT + [0,1] (i E (1, ..., M L  A E R - (O}) telles que : 

'>NA' 

comme rr, a E L-V-~ (a , , - ) et que Ilûi.illro, I I , on a la convergence : 

L'hypothèse @IO) entraine alors la convergence : 
9 - 1  

[v,~)Oltc+~e,,aj-+(~ f,)Otr dans L ~ ( Q , ; R " ) -  
A-O y 

~ A V A  2 ~ A V T  2 

Comme vi E L "-l (aT ; R) et a E L~ (aT ; RA1 ) on a finalement par l'inégalité de 

Holder que : 

E, (tr, V,  a, A.) + V, ( ( ~ , j ;  )O-U, a) = D, (u, V ,  a)  dans L.' (fir ; R) . c 
L-bO R" 

À la dernière section de ce chapitre, nous allons établir que pour chacune des situations 

décrites dans les théorèmes sur la différentiabilité de p, les points critiques de p nous 

donnent les solutions dans un sens plus ou moins fort du problème (Pl)+(PZ). Un des 

facteurs pour mesurer si un point critique de g, o E e  une solution suffisamment forte de 

(P l)+(f2) est de déterminer dans quel sens la condition Dinchlet-périodique est satisfaite. 

On voudrait que le domaine RT soit sufisamment régulier pour que la trace sur oRT des 

fonctions tr E WlvP ( R ~ )  soit bien définie et continue et aboutisse dans un espace de 

fonctions mesurables plutôt que un espace formé d'objets plus abstrait. On voudrait 

également définir des conditions sur la fonction de réaction f pour que les termes non- 

linéaires jUu et [(%]Ou] u aient des traces convenables sur X2, On va étudier ces 

questions dans les deux prochaines sections. 



2.2 Régularité de S Z ,  théorie des traces et caractérisation de wibp (Cl,). 

Dans cette section, nous étudierons l'égalité pouvant exister entre I'espace 

On montrera que si R est borné et que 82 satisfait une condition de régularité 

lipschitzienne alors les u E H;,P (R, ) satisfont la condition Dirichlet-périodique dans un 

sens de plus en plus fort quand la valeur de p croit. En particulier, on montrera que pour 

p 2 2 la condition Dirichlet a O est satisfaite par Trace[u : k)x a ~ ]  W E [O7 T ] .  

Définition 2.2.1 

Deux espaces métriques (x7d,.) et ( ~ , d , )  sont dits L-homéomorphes s'il existe un 

homéomorphisme h : X + Y tel que h et h-' sont lipschitziennes. 

Un ouvert borné C2 c Rn sera dit L- régulier s'il existe des ouverts A, ,...,A, et des L- 

On dit d'un L-homéornorphisme satisfaisant (59) qu'il sépare bien I' intérieur et 

l'extérieur de Cl. 



5.  Un ensemble fini ((a,. A,) : r = l,..,m) respectant (59) et (60) sera appelé un L- 

recouvrement de  8 2 .  

fi 

Si R est un domaine borné et L-régulier alors un théorème classique permet de  définir la 

restriction à des fonctions zt E WIvP (Cl). Nous allons citer ce théorème classique puis 

nous démontrerons que si R est L-régulier alors R, l'est également. 

Théorème 2.2.2 

Soient p E 1, .a[ et S2 c R ' ~  un ouvert borné et L-régulier. 

Alors il existe un opérateur linéaire continue et surjectif T : W ~ . P  (a) J w ~ - ~ . ! ~ . ~  ( 8 2 )  tel 

que 

~ [ z r ]  = u( , VU dm@) - 2  

II existe plusieurs définitions des espaces de SoboIev pour des degrés de différentiabilité 

s non entiers. Ces définitions sont plus ou moins équiva'lentes selon la régularité du 

domaine R. Voici donc les définitions que nous utilisons dans cette thèse. 

Définition 2.2.3 

1. Soient un ouvert borné Cl c R" , des constantes 0 G @,1[ , p E 11, ri[ et une 

fonctionzt : t2 + R .  On pose 

La fonction Viq,, [u] sera appelée la variation d'indice (6, p, N )  de u. 

2. Pour e E @,1[ on pose 

et on munit cet espace de la norme 



et on munit cet espace de la norme 

Si n est L-régulier et ((a,, A , )  : r = 1,. . ., rn) est un L-recouvrement de R alors on pose 

wQ" (m) = 41 E LP (m) Il 0 CL, (.,O) E w' .~  ( I ~ - ~  )) 
et on munit cet espace de la norme 

Si iX2 possède un L-recouvrement {(a,, A,) : r = I, ..., m) tel que les a, sont des 

difféomorphismes d'ordre k+l . Alors on pose 

w ' . P ( ~ )  = E ~ p ( X l )  : I( 0 a,(.,o) E W ~ * P ( I ~ , , - ~ )  p u r  r = 1, ..., m }  

et on munit cet espace de la norme 

Remarque 2.2.4 

La définition des espaces wSvp(iD) semble dépendre de la famille de couples {(a,, A,)} 

choisie pour recouvrir m. En fait, il a été montré que différents recouvrements induisent 

des normes équivalentes. (Voir Lions et Magenes [l l ]  ) 

Nous voulons maintenant montrer que si !2 est L-régulier dans R" alors R, est L- 

régulier dans lZNA' - Auparavant on a besoin d'un petit lemme. 



Démonstration : 

Dans un premier temps, 

&. Soient les points : 

a=(-i,i), c i =  

b=(-1,0), e =  

nous définissons la fonction H sur certains points du carré fermé 

=&il ,  

Dans un deuxième temps nous utilisons les deux ensembles de points (a...., k) et 

(a', ..., k') pour définir deux triangulations C, et C2 du carré fermé &. Ces triangulations 

sont décrite ci-dessous : 



triangulation Cz 

On remarque que ces deux triangulations sont équivalentes dans le sens suivant : le 

triangle ~ ( s ,  , s2 ,s3)  appartient à la triangulation Cl ssi le triangle 

~ ( s ; ,  s; , s; ) = T(H (s, ), H(S? ), H ( S ~  )) appartient à la triangulation C2 . 

On définit la fonction H sur chaque triangle fermé 

T(s1,s2,s3)= {AS, fAzs2 f As3 :&>AZ,/S >O;4  f 4 f 4 =1) 

de la triangulation Cl,  par la formule : 

H(&s, + A2s, +&s,) = 4s; + 4 s ;  + 4s;. 



Evidemment, la fonction inverse H-' est alors donnée sur chaque triangle fermé de la 

triangulation C 2 ,  par la formule 

Les fonctions H et H-'  sont continue et linéaires par morceaux. Comme le nombre de 

morceaux linéaires est fini H et H-' sont Iipschitziennes. 3 

Théorème 2-2.6 

Si C l  est un ensemble L-régulier dans R * ~  alors ]O, ~ [ x  R est L-régulier dans R-'~-' . 

Démonstration : 

Soit {(a,, A,) : r = 1,. . ., m} un L-recouvrement de Xi. Considérons le compact 

d q  m 

K = R \ U A, . On peut supposer, sans perte de généralité que K n'est pas vide. En effet, 
r=i 

si K est vide il sufit de remplacer tes ouverts A, par Â, = a, (lAr-, x l- E, ED pour un &)O 

suffisament petit et de remplacer les a, par des âr : IL, + A, définies par 

Donc on a que K est un compact non vide dans C2 et il existe un recouvrement fini 

@, : s = l,.. ., n )  de K par des cubes ouverts dont les fermetures (dans RLV ) sont incluses 

dans 0- 

Considérons le recouvrement ouvert suivant de S(Q, ) dans RV-' : 

11 nous faut prouver que pour chaque membre U de F, il existe un L-homéomorphisme 

INAI + U qui sépare bien l'intérieur et l'extérieur de II, . Pour s c (1, ..., n), il existe 

évidemment une bijection linéaire affine b, : I N  -+ Bs et alors les transformations : 



T T  séparent bien l'intérieur et l'extérieur de Cl, et atteignent les l- S [ ~  B, et les 

&.$LX B ( ~ 1 , .  . .,n) du recouvrement F. Comme les c, , d, sont des bijections linéaires 

affines (avec des domaines de dimension finie) ce sont évidemment des L- 

homéomorphismes. 

Il nous reste à trouver des L-hornéomorphismes convenables pour les 

~ $ T [ x  Ar ( ~ 1 , .  . .,m). Si on définit les fonctions 

pour r = l...,rn alors on définit bien des L-homéornorphismes, toutefois ces L- 

homéomorphismes ne séparent pas bien l'intérieur et l'extérieur de a,. En effet : 

Des raisonnements semblables montrent que 

et que 

w E e;' (E@, T [ X  O}) o rnax(~[x, 1 - 1, XJ = O . 

Toutefois si X = (H,  , H ? )  : I I  + I 2  est un L-homéomorphisme satisfaisant les conditions 

du lemme 2.2.5, alors la fonction ê, : Ig,[  + 1 f , ;[x A, définie par 

est un L-homéomorphisme séparant bien l'intérieur et l'extérieur de ]O, T[X R . Ci 

Avant d'énoncer et démontrer le résultat d'équivalence entre w:bp et H ~ , P  nous aurons 

besoin de résultats permettant de "coller" côte à côte des fonctions de Sobolev définies 

sur des domaines adjacents si les traces satisfont certaines conditions. 



Lemme 2-2.7 

Soient p E 11, m[, q = - 1) et A c R~~ un ouvert. 

Soient des fonctions zr E W I v P  @, b [ x  A )  et v E W I S P  @, C[X A) telles que 

Trnce[ir : ( b )x  A] = T m [ v  : {b}x A ] .  (63 

Soit finalement la fonction w : b,c[x A + R définie presque partout par : 

Alors w E wl-~aa,c[x A) - 

Démonstration : 

11 nous faut montrer que le gradient au sens des distributions de w est identifiable à un 

élément de LP (b, C[X A; RXrd1). Cet élément pourrait bien être la fonction suivante : 

On prend donc ( E ~ @ , c [ x  A) et on va démontrer que 

Pour démontrer ce résultat on va utiliser des approximations de ( dans W'-q @, c[x A) et 

dans ~ @ , c [ x  A) et effectuer un certain nombre de passages à la limite. 

Étape 1 : 

Pour O(~(min (c - b, b - a) on définit 

#E(t,x) = f,(~k(fJ) ~ ( t ,  x) E k c[x A .  (68) 

Nous avons alors l'égalité suivante : 

En effet, soient 



y E DI- 1,1[ une densité de probabilité; 

46.6 1 Jb S3-4~ 1 b.c[xA dans W ' . ~ @ , ~ [ X A ) -  

Par (70), on peut alors écrire : 

Si on fait tendre 6 vers O+ dans les équations (73) et (74), alors par (71) et (72) et 

l'inégalité de Holder on a le droit de faire entrer les limites a l'intérieur de l'intégrale. 

L'équation (69) est la somme de ces deux équations limites. 

Étape 2 : 

Dans cette étape nous allons obtenir (66) à partir de (69) en faisant tendre mers O+. Si on 

étudie le membre de droite de (69) on s'apperçoit que les fonctions I#&l= fcl#lla, wl 

sont dominées par [#lloi wl dans L' car O 5 f, < 1 . Le théorème de convergence dominée 

nous donne alors : 



domaine ]a, b - E[V ]b + E [ X  A ,  il suffira de vérifier que : 

Le calcul des dérivées partielles de  nous donne les formules suivantes : 

Pour i = 1, ..., N . (76) découle du théorème de convergence dominée appliqué à la 

fonction I W Ô ~ ~ ~  l X y - , b - + ,  s lwd,4/ quand E -+ O + . Pour +O, ie théorème de 

convergence dominée nous donne tout d'abord que : 

On a d'autre part Ie calcul suivant : 

Étudions maintenant le membre de gauche de (69). Comme # et #E sont égales sur le 

I : {t = b)kx)@ 

En combinant (77), (79) et le calcul ci-dessus on a (76) pour +O. ,Z 

Lemme 2.2.8 

Soient E b, m[ et cl = p / ( p  - 1). 

Soit u E W'-P O ,  T ]  x ) teiie que : 

~ r o c e [ u : { ~ } x ~ , ] = ~ ~ [ u : ( T } ~ ~ ~ ] ,  (80) 

4 [o.rlxIi = O ,  (81) 

et telle qu'il existe un compact K c 1, pour lequel 



(82) 

K, c r; compacts (k = 1,2, ...) tels que 

Démonstration : 

Considérons le prolongement périodique de zr par rapport à la variable l .  Posons 

G(1, X) = u(& - rT, x) V(I, X )  E [ r ~ ,  (r + I ) T [ X  IV , Vr  E Z . (85)  

Par Ie lemme 2.2.7, on a que 

G E W ~ ( R X I , ) .  (86) 

Prolongeons û à R"-' . On pose 

U(I, x) = 
sinon- 

On va fabriquer la suite (ir, } en convoluant t7 avec des fonctions régularisantes bien 

choisies. Soient : 

ô=distance(~,tY,~),  

une suite { ~ ( k ) )  c ]0,6/6[ telle que ~ ( k )  + O , 
k+ca 

( E D(~B) une fonction régularisante dont le support est inclus dans la boule 

~-2(o,e,)=((I,x ,,-.., x&RNT1 :Il(~,~,~---,~.~-~,~.1.+2)(10}, (87) 

+ c ( ~ , ~ ) = ~ - N - l ( ( ~ - ' ~ , ~ - ' ~ )  V(~,X)ER~'-~,VE)O, 

- 
uk =q5&)*Z k E {1,2,3,---}, (88) 

u , = q  
[oJEI.V 

k E {1,2,3,-.-} - (89) 

II est clair que la suite &) converge vers ii dans W ' + ~ ' R " - ' )  4 et que (83) est vrai 

Vérifions que u, E Dr (0, T ]  x IN). Par construction la fonction ii est T-périodique selon 

la variable t et on a : 

(O, x) = ôaZk (O, x) = aaii, (T, r) = aauk (T, x) Vx 'w EN, V mlti - indice p . (90) 



Si on montre l'existence d'un compact K, c 1; satisfaisant (84) on terminera en même 

temps la preuve que (u, } c D, a0, T]X 1,). Posons 

Nous devons montrer que ri, est nulle sur [O, T ]  x (1, \ K,  ) . L'équivalence logique 

suivante nous servira à définir différents cas pourILv \ K,  . 

Soit (t ,  x)  E [O, T]X ( I * ~  \ K, ). Faisons le calcul de Ir, (r, x) pour chacun des cas donnés au 

membre de droite de (92). 

Cas 1 : - i(x,  ( ~ ( k ) .  

Mais cette intégrale vaut zéro, car le terme ~ ( t  - s, x - y )  est nul partout sur le domaine 

d'intégration comme le montre le raisonnement ci-dessous. 

Cas 2 : O(1- x, ( ~ ( k )  OU bien 3 1 r i s N - 1  t.q O(1- lx, I ( E ( ~ ) .  
Dans ce cas, x se trouve à une distance inférieure à ~ ( k )  de l'une des faces de 1,. Li 

s'agit de la face G>, = 1) si O(1- x, ( ~ ( k ) ,  de la face (y, = -11 si - l (x, (- 1 + ~ ( k )  OU de 

la face b, = 1) si 1 - E ( ~ ) ( x ,  (1 . On alors que 

L'inégalité du triangle entraine ensuite les inégalités suivantes : 



11 en découle que la boule dans R" centrée en x et de rayon 3 4 k )  n'intersecte pas le 

compact K. On trouve ensuite que la boule dans R"?' centrée en (m) avec rayon 3 4 k )  

n' intersecte pas R x K . Aumement dit, 

( t , x ) + 3 ~ ( k ) ~  c R X ( R ~  \K). (95)  

Par hypothèse ~ ( s ,  y )  prend la valeur zéro si y e K . On a donc: 

Calculons maintenant zrk (t, r) . 

Corollaire 2.2.9 

Soient A c R" un ouvert L-homéomorphe à I ,  et a : 1 ,  + A un L-homéomorphisme. 

Soit également le L-homéoinorphisme 6 : ]O, ~ [ x  IL, + ]O, T [  x A : (r, x )  H (t , a ( x ) )  . Soit 

finalement la fonction v = zr 0 â-' E W ' V P  (O, T] x A) où zr est la fonction définie au lemme 

2.2.8. 
dkf 

Alors il existe des fonctioms v, E D , ~ ~ o , T ] x  A) et des compacts J ,  c A- = n(l-i.) 

(k = 1,2,3 ,...) tels que : 

v, + v 
k-ioc 

dans wLpflO, T ] X  A ) ,  (97) 

Démonstration : 

Étape 1 : On exhibe une première suite {ck } p i  a presque les propriétés repises. 

Le L-hornéornorphisrne â : ]O, ~ [ x  1, + ]O, T [ X  A induit une équivalence entre les 

espaces norrnés WIsP correspondants. Cette équivalence est définie comme suit : 



Si on applique cette équivalence à la suite $4,)  du lemme 22.7, on obtient prescpe la 

suite (v,} qu'il nous faut. Posons 

Ck =nt oâ-' k = 1,2,3,.., (100) 

on a alors immédiatement que 

ck + v dans wlwp (O, T ] X  A). (101) 

On a aussi que les Y, (k = 1,2,3, ...) sont des fonctions continues et lipschitziennes car la 

composition de deux fonctions lipschituennes est iipschitzieme. 

Vérifions qu'il existe des compacts j, c A' (k = l,2,3, ...) tels que : 

c~(I,x)=o v(*,X)E[O,T]X(A\J~). (102) 

En prenant les images, j, =a(&), des compacts du lemme 2.2.7 on satisfait (102). En 

effet, si ( I ,  x) E [O, T] x (A \ jk) alors â-' (t, x) = k, a-' (x)) E [O, T ]  x (1,. \ K, ) et on a 

ck (t, x) = ukk, a-' (x)) = O . Les jk sont évidemment compacts car ce sont les images de 

compacts par une fonction continue. 

Ce qui manque a la suite {Ck} c'est qu'elle n'est pas nécéssairement incluse dans 

Dr @O, T ]  x A ) .  En particulier. la composition avec le L-homéornorphisrne â-' risque fort 

d'avoir fait disparaître la régularité Ca que possède les t r ,  . 

Étape 2 :On régr~larise la suite (Gk ). 

On prolonge les fonctions Ck à R"" . Pour ce faire on observe tout d'abord que 

c, (O, x) = u, (O, a-' (x)) = u, (T, a-' (r)) = Ck (T, x) Vx E A , (103) 

car u, E D , @ , T ] x A ) .  

Grâce au lemme 2.2.7 le prolongement défini par : 

Ck (l ,  x) = ek (t - rTy x) V ( t , x ) ~ [ r ~ , ( r t l ) ~ [ x A , V r ~ Z ,  (104) 

appartient donc à ~2 (R x A). 

Par (102) le prolongement de ük et 3, défini par 



V, (t, x) si (t, X) E R x A, 
'k"3x'={0 s i ( f , x > e ~ x ( ~ ~ \ ~ )  

appartient à y0;' (R~+') - 

On va maintenant lisser les fonctions % afin de définir la suite {v, ). Soient 

p(k) = distance(&, M ' ) . 
4 E D(B) une densité de probabilité, 

0 ( f , ) = ( , ' x )  'd(trx)~RS-I.  

Il ne reste plus qu'a vérifier l'existence de compacts J ,  c A+ tels que v, s'annule sur 

[O, T ]  x (A \ 1,) pour k E {l,2,3. ..). On pose : 

On vérifie que J ,  est compact en montrant qu'il est borné et fermé dans R" . 

J, est borne car 

où c,)O est la constante de Lipschitz de a. 

J ,  est fermé dans R" car son complément 

est l'union de deux ouverts. 

11 ne reste plus qu'à vérifier que zrk (I, x) = O si x g J, . 

Soit ( t ~ )  E [O, T ] X  (A \ Jr), on a que : 



vr(t,x) = I @ g ( , , ( s . ~ ) V * ( ~ - s 1 ~ - ~ ) d ( s 7 ~ ) -  (109) 
4 k ) B  

Si on montre que le facteur Fk (Z - s, x - y )  est nul partout dans le domaine d'intégration 

alors (98) sera vérifiée et la démonstration sera terminée. Nous avons la décomposition 

suivante de I'ensemble A \ J ,  : 

A \ J ,  = E A- : distance(r, A - )  2 ~(k) )"  E A : distance(=, o ~ +  )@(k)) - (110) 

Nous allons calculer que ii, (t - s, x - y)  = O en distinguant les deux cas décrits par (1 10). 

Cas 1 : x c A-  et distance(x, A T )  2 ~ ( k )  - 

On a Ies déductions suivantes : 

distance(x, A T )  5 ~ ( k ) e t  x e A' (x + E ( ~ ) B )  n A& est vide, 

x - y g A - ,  
vk(f-s,x-y)=o. 

Cas 2 : x c A et distance(x, i7A- ka(k). 

On a les déductions suivantes : 

distance(x, ÛA* )(~(k) et y t E(&)B distancet - y, ZA- [ 2 4 k ) ,  
distance x - y, GA- &), 

=> X - ~ E ~ , ,  

i;(t - S , ~ - X ) =  o.  

Théorème 2.2.10 

Supposons que 0 c R~ 

vrais. 

pour p ~ [ l , c o [ ~ n a :  

est un ouvert borné et L-régulier. Alors les énonces si livants sont 

Pour p E [î, m[ on a : 

~race[zl: @}x a] = O dans w'-"P (X2) 4 LP (ÔQ), Vt E [O, T ]  . (1 12) 



Démonstration : 

Étape 1 Nitrer que HH(Q,)c wi;(nT). 
Par le théorème 2.2.6, le domaine ]O, T [ X  R est L-régulier et donc l'application 

1-,!/;.p 
u H Trace[tr : XI,] existe et est continue de W'-P (aT ) vers W (m, ) 4 LP (mT ) - 
La L-régularité de ]O, ~ [ x  0 entraine que KIT possède une mesure de dimension N bien 

définie. Les ensembles [O, T ]  x ÔS2, {0}x R , {T) x C2 sont non-négligeables dans 20, et 

les traces vers ces sous ensembles sont également bien définies dans les espaces LP 

correspondants. 

On remarque que les fonctions zr E Dr (ClT ) satisfont automatiquement les équations : 

T'.[~~:[o,T]x~]=o (113) 

et 

Trace [zr : {O)  Q] = ~race[zt : {T) x R] . (1 14) 

Comme D, (a,) est dense dans H;,P(Cl,) les équations (1 13)' (1 14) sont satisfaites par 

tous les ir E H:{ ( R ~  ) et donc H ~ , P  (a, ) c WibP (aT ) - 

Étape 2 : Monfrer que w;: (aT ) c H$ (aT ). 

Soit s E Wi; (ClT ), on va construire une suite k r ,  ) c DT (a, ) qui converge vers u dans 

w'.~(zL, ). Considérons un recouvrement ouvert {A, ,..., A, } de R formé en combinant un 

L-recouvrement {(a,, A, ) : r = 1,. . ., m )  de KL avec un ouvert A, tel que 

m R\U A, c A, cc a. Prenons une partition de l'unité (yl, ..-., y, f de classe Cm pour ce 
r=l 

recouvrement. 

Posons 

On a alors les résultats suivants 



m 

i i ( ~ , x ) = p , ( t . x )  pour (t, x) E [O, T ]  x R , 
r=O 

(1 16) 

X, compact dans A, (r = O,. . ., m) tel que 

zi, = O sur [O, T] x (A, \ K ,  ) , (1 17) 

pour r f O on a 
dkf 

ir, = O sur [O, T ] X  A; =[O, ~ ] x a ~ ( l ' ; ) .  ( 1  18) 

Nous allons approximer chaque ri, (r = O . , )  par une suite 

k: : k = 1,2,3 ,... )c D, @O, T]X A,) bien choisie. 

Pour r = 1,. .,m , on a par ie coroilaire 2.2.9 qu'il existe une suite Gr:} possédant les 

propriétés suivantes : 

Cr: : k = 1,2,3 ,... )C D,@, T ] X  A;) ,  (1 19) 

k , + r dans W l - P  (rO, T ]  x A; ) . 
k - m  

(120) 

Pour r = O ,  Ie lemme 2.2.7 nous dit que le prolongement suivant de u, : 

~ ~ ( t ~ x ) = r r ~ ( t - s ~ , x )  p o u r ( ~ , x ) ~ [ s ~ , ( s + l ) ~ [ ,  VSEZ; 

appartient à ~2 (R x A. ). 

En convoluant i0 avec des contractions q5E d'une fonction regdarisante # on obtient 

une suite : k = l,2,3,. ...) ayant les propriétés suivantes : 

ici)c D T @ , ~ ] ~ A , ) ,  ( l 2 I )  

k 
r dans wIvp GO, T ]  x A, ) . ( 122) 

En additionnant ces suites : 
déf m 

u k = ~ z t ~  k ~ { l , 2 , 3  ,... }, 
r=O 

on obtient une suite satisfaisant les propriétes suivantes : 

b ï k ) ~  Q- (0. a), (124) 

u' -t u dans w'*P(Q~)  - 
k+m (125) 

On a donc m-6 que u E H:{ (aT ) . 



Étape 3 : Vérifier (1 12) pour p E [2, m[. 

On veut montrer que pour tout zr E w:iP(a,)= ~ ~ ~ ( $ 2 , ) .  ~race[u  : i } x X 2 ]  est une 

fonction (une classe de fonctions p-p. égales) , plutot qu'un objet de type plus général 

comme une distribution. 11 nous faut ensuite montrer que ~race[tr : @ ) x m ]  est la 

fonction nulle pour tout zr E W:: (ClT ) . 

On va vérifier que l'opérateur de restriction T : Cm GT) + ~ ( { i  f x a) : u H u ( ( ~ ) , ,  

possède une unique extension continue f : w ' .P ) + w'-% ({t } x 20). Vérifions 

1- 7 . J J  

d'abord l'unicité : supposons qu'il existe f , f'.'. : w ' - ~  (IZ, ) + W /' ({t} x Xl) des 

extensions continues de T. Alors - f. = O SUT le sous-espace dense C" (fiT ) ce qui 

entraine que = TL partout dans W'.P (R, ). L'existence s'obtient par la composition de 

deux opérateurs. On a l'existence d'un premier opérateur de trace continu 

~ : w ~ . ~ ( o , T ] ~ C ~ ) + W " . " ~ " ( ~ ) X Q ) ,  (126) 

comme le degré de différentiabilité 1 - 1 de l'espace d'arrivée est supérieur à /p 
comme Cl est un ensemble L-régulier on a un deuxième opérateur de trace 

1 -  i,.~ 
: w (a) z W ({i}~ Cl) + ~ ' - ~ ~ " ( 8 2 ) .  En posant f = T 0 T ,  on a l'extension 

continue de T qu'on désirait. 

Maintenant nous allons montrer que 

En effet, il est trivialement vrai que f ( z i )  = O pour les Ir E DT (aT ) . Les étapes 1 et 2 de 

cette démonstration ont montré que sous les hypothèses présentes 
dkf 

W.;: (Cir ) = H;[ (fi, ) = m) ). On obtient alors (1 27) par la densité de 4 (R, ) dans 



2.3 Condition Dirichlet-périodique et opérateur de substitution. 

Dans cette section, nous chercherons des conditions sufisantes pour que le terme non- 

linéaire pu apparaissant dans le problème e l )  appartienne à H;&,; RLf) si u 

appartient à ce même espace. Nous avons tout d'abord la proposition suivante. 

Proposition 2.3.1 

Soient p E [l, a[ et R c RY un ouvert borné. 

Soit une fonction v E c@, T ] X  a; ~ " ) n  C' @, ~ [ x  R; R"' ) telle que : 

V E L P ( ~ , ;  R"), (128) 

a i ~ , ~ ~ p ( n 7 ; ~ ) v ( i , j ) ~ { ~  ,.... N } X { I  ,..., M}. (129) 

~ ( 0 ,  X) = V(T, x) 'v'x E ER. (130) 

v(~,x) = O v(t, X)E [O, T I ,  on. (13 1) 

Alors 

v E H;:(O,; R * ~ ) .  (132) 

Remarque 2.3.2 

Le lecteur a sans doute remarqué qu'on n'a pas fait d'hypothèse de régularité sur la 

frontière de R .  On ne peut donc compter sur l'existence d'une trace sur à(C2,) des 

fonctions ir E w ' v p  (ClT ; R*' ) pour justifier les conditions (130) et (13 1). La 

démonstration de la proposition 2.3.1 avec les lemmes techniques qui la précèdent sera 

donc donnée à la fin de la section afin de ne pas perdre de vue l'objectif principal de la 

section. Les trois prochains théorèmes donnent donc des conditions suffisantes pour que 

la composition tordue J6ir préserve l'appartenance à H ~ , P  (Cl, ;Rh' ) pour différents cas 

de valeurs de p. 



Théorème 2.3.3 

Soit p E [l, N + 1[. 

Supposons que le domaine Cl, et la fonction d'interactionf satisfont les conditions ci- 

après. 

l2 est un ouvert borné dans R " ~ .  (133) 

f E C ~ O , T ] X ~ X R " ; R ~ ~ ) ~ C ~ ~ , T [ X ~ X  R-;R-). (134) 

f ( 0 , x , y ) = f ( ~ J , ~ )  (v(x,y)EQxR")- (235) 

f ( l , x , ~ ) = O  (V(~ ,X)E[O,T]X~%~) .  (136) 

3 ~ ,  E ]O, a[, 3C2 E L' (O, ; R) tels que 

(Nil) p 

1 1  f ( ,  1 5 c3 y + c ( ) ( 13 8) 

pour (t,*-) p.p. dans Q,, Vy E ER". i c {O ,..., N ) .  

C, E ]O, =[ tel que 

Alors 

f ~ ~ i  E H:: (CI= ; ) (VU E H:: ( f i T  ; R - ~  )), (140) 

l'application 2 : H:,P (fiT ; RM ) + H;: (fiT ; R-" ) : II H f lu  est continue selon la 

topologie de la nonne, 

les dérivées partielles sont domees par la règle de la chaîne, c'est à dire : 

',(fJot0= ( a t f J  br +((vyf,)02fydIt') R" (141) 

pour i = O ,..., N et j = I ,..., M .  



Démonstration : 

Étape L : ~ o n f r e r  que flu E H:,P (nT ; R"' ) pour les u E D, (% ; R~~~ ). 
Soit ti  E lIT (q; RM ). Afin d'utiliser la proposition 2.3-1, on va d'abord vérifier les 

affirmations ci-après. 

~ ~ ~ ~ E C @ , T ] X ~ ~ ; R " ) ~ C ' @ , T [ X Q R " ) .  ( 142) 

j U u ( ~ , x ) = l & r ( ~ , x )  Vx'xcR. (143) 

L'affirmartion (142) découle de (134) et du fait que u E D,(R,; R"'). On va maintenant 

donner des calculs qui vérifient (143) et (144). 

Pour X E R ,  o n a  : 

fl@, X )  = f (O, X' ~~(o ,x )X  
= ( O ,  x, U T ,  x)) car u E D, (R, ; R" ), 
= f (Cx,u(~,x))  par(131). 

= rn(~J)-  
Pour ( f . x ) ~  [ O , T ] X ~ Y T .  ona  : 

( = f ( ~ ' ~ , & ~ ) ) 7  
= f(W.0) car u E DT ( C l T ;  Rbf ), 
= O par (132). 

L'affirmation (1 46) découle de l'hypothèse (1 39). L'afirmation (147) découle du fait que 

u E DT (a, ; R''~ ) c H:{ (ClT ; R" ). Les affirmations (1 42) à (147) sont maintenant toutes 

vérifiées. 

Maintenant comme f est de classe Ci sur ] D , T [ x  R x R L f  et 14 est de classe C1 sur 

]O, ~ [ x  C 2 ,  la règle de chaîne (141) s'applique à f i 4  . 

Pour (i, j) E {O, ..., N ) X  {l ..., N } ,  on obtient alors les inégalités ci-dessous : 



Finalement, par (242)- (143)' (144)' (148) et la proposition 2-33, on a que 

j h  E H;: (a, ; R" ) pour tout tr E Dy (Clr ; R~~ ) - 

Étape 2 :Corztirnci?és de u H 1&i el dzt membre de droite de (141). 

Le but de cette étape est de montrer que et les différents termes et facteurs du 

membre de droite de (141) appartiennent à des espaces Lr appropriés et d'étudier la 

continuité de ces expressions quand u varie dans H z  (a,; R"). On prend une suite 

u n  + u dans H:{(Q,;R"). 
n-wo 

(:V-1)p 

Pour l'expression P>zr , L'immersion H:: (0, ; Rif ) 4 L-v-i-p (nT ; RJf)  entraine que 

(X-1)p 

t r n  + zr dans L"-'-~ (aT ; R-"). D'autre part (137) entraine que f est 
n-W 

( N  + O p  , p O - préservante ce qui entraine que : 
L I - P  1 
Pour l'expression 3, r i  du membre de droite de ( 14 1) il est évident que 

Si on combine cela avec (139) et l'inégalité de Holder, on obtient : 

Extrayons une sous-suite (z14')) de la suite &ln ). De cette sous-suite. on peut extraire 

une sous-sous-suite n("r )) } telle que : 



a , ~ ~ ( * ( ~ ) )  -+ alu p.p. sur a,. (153) 
r - w  

On en déduit que : 

I((v y f 1 . ).l - (v~-I; dp)l c 2~~ llaiulIRY . (1 54) 

Par la continuité de V, fJ , (152)' (153), (154) et le théorème de convergence 

dominée on a que : 

((~,,~)3u -(v Y I  f.)Ou"(k(4),ôiu) + O dans LP(~,;R). 
r3f0 

On a donc montré que POU toute sous-suite de 

( V  4 - ( V  n k r ,  ) : r = 3 , .  . il existe une sous-sous-suite LP- 

convergente vers O. Il est bien connu qu'alors : 

((vYf; )OU - ( V ~ L  )hn aP) + O dans I . ~  (a, ; R)- (1 55)  
n e  

Notons le membre de  droite de ( 14 1 ) par : 

- 
ai ( f ,o2 f )~(a i f ,  ).. + ( ( ~ ~ f , ) w , Z ~ ) ~ ,  - (156) 

Alors par (1 38),(15 1),(155) on a les calculs suivants : 

Étape 3 : Vérfier qze E H;: et la règle de chnine pour u E fi;:. 

Soient u E H : [ ( Q ~ ;  RCI ) et b " ) ~  IIT (aT ; Rhf ) telles que u n  + u dans (aT ; RM). 
n-rn 

On observe tout d'abord que IfOun) est une suite de Cauchy dans H ~ O  (S2,; R") par la 

validité de la règle de  chaîne (141) pour un E D,(~,;R") et la LP-continuité des 

expressions f l v  et ai ~ O V )  quand v varie dans H ~ , P  (a, ; R" ) . L'espace H;: (aT ; R ~ )  

est complet et bn) est une suite convergente dans H>{ (nT ; R"). La H:: -limite de 



t&rn} doit être égale à sa LP -limite et cette LP -limite est fOlr par la 

( N  + , p O - préservation def. 
L + l - P  1 
L'unicité de la LP - limite et les convergences suivantes : 

C1 a,bj&ln)= 8, ( f ,hn)  -t Gi(f,Ou) dans LP(C&; R), par lacontinuité de r i  H ai@@); 
n - m  

a, Cfi otr " ) + 2, Cf, OU), car f i l  ' -+ $ 3 ~  dans H:: ( f iT ; R~ ) ; 
n->m n 4  

prouve la validité de la règle de chaîne (141) pour tous les 7f E H:{ (aT ; R'" ) * E 

On observe que dans le domaine de la chimie le taux de croissance de la fonction 

d'interaction est souvent de l'ordre de Ibllr où r est le nombre de produits réagissant dans 

une des réactions du système, Ainsi, dans un verre d'eau contenant des ions Na+ en 

concentration y, et des ions Cl- en concentration y2 la combinaison de ces ions formera 

des molécules de NaCl à une vitesse proportionnelle au produit y , y 2 .  L'inégalité (137) 

du théorème précédent signifie que des systèmes ayant un taux de croissance de type Ibllr 
avec un exposant I- arbitrairement grand peuvent être étudiés à l'aide des espaces de 

Sobolev. En effet, (137) permet un taux de croissance de f d'exposant 

N + I  
r s ( N + ~ ) / ( N + I - ~ ) ,  or -+ + r: . Il y a toutefois un inconvénient, c'est 

N + l  - p  p - i ~ + l t  

qu'on aimerait bien pouvoir toujours travailler avec p=2, en raison des propriétés 

avantageuses des espaces de Hilbert. Avec N = 3 ,  le théorème 2.3.3 permet de travailler 

dans H:i(t2,;RM) avec un exposant maximal ~ 2 .  Ca va quand même bien car en 

genéral une molécule complexe ne se formera pas directement à partir de molécules plus 

simples mais plutôt en plusieurs étapes où deux morceaux se lient ensemble pour former 

un morceau plus complexe. 

Voici maintenant un analogue du théorème 2.3 -3 pour le cas p-Ntl. 



Théorème 2.3.4 

Supposons que R, et f satisfont les conditions (133) à (136) du théorème 2.3.3 ainsi que 

les conditions ci-dessous. 

3q E [l, m[, 3C, E 10, a[, 3C, E L' (O, ; R) tels que 

Ilf (t, x, Y ) ( I ' ~ - I  5 C, IG>llq + c2 (2, X) (1 57) 

pour (I, x) p. p. dans Cl,, Vy E R" . 

3r E [I, m[, X, E ]O, x[ ,  3C4 E LI (aT ; R )  tels que 

p,f (t, s u]lN'l 5 ~ , l l y [ l ~  4 4 ( t 7 x )  (158) 

pour (t.1) p-p. dans Cl,. Vy ER", Vi  E (O ,..., N I .  
,y/ ~ E C ( [ O , T ] ~ B ~ R L ~  (159) 

ou bien, 

Alors les conclusions du théorème précédent sont valides pour p = N + 1. 

Démonstration : 

Étape I : ~ o n t r e r  que pu E H;:*' (nT ; R" ) pour [es u E D~ ( Q ~  ; R ' ~  ). 
Prenons u E DT ( C l T  ; R M ) .  De façon similaire au théorème précédent, on va d'abord 

vérifier les affirmations ci-dessous. 

f ic E C [ O , T ] ~ ~ ~ ; R ~ ) A C I @ , T [ ~ R ; R ~ ~ ) .  (161) 

~~)U(O,X)=~&((T,X) V x d 2 .  (162) 

fou(t,x)=0 V(t, X) E [O, T ]  x d a  . (163) 

( a , f , ) ? z r ~ L E i - l ( ~ ~ ; R )  v(~,~)E{o ,..., N ) X @  ...., M}. (164) 

( V , . ~ , ) ~ ~ E L ~ ( Q ~ ; R ~ )  V~E{I ,  ..., M } .  (165) 

~,~<EL"'-'(Q,;R") V~E{O ,..., N } .  ( 1 66) 



Les affirmations (KI),  (162), (163) s'obtiennent exactement de la même façon qu'au 

théorème précédent. L'affirmation (1 64) découle de la (r, N + 1)0 - préservation de 3, f, 

(par (1 58)) et du fait que t i  E DT (R, ; R"' ) c L' (R, ; R" ).pour vérifier (1  65)' il y a deux 

cas à considérer. Si c@, T I  x a R-" ; R-~'~"' ) alors 

(v, f, )hi E C[O, T]X fi; RLf ) < La(nT; R" ) pour j = 1, ..., M .  Si satisfait (160) 

alors f, )OuIILm 2 Cs . Finalement, le fait que u E DT (Cl, ; R"' ) c (q ; R" ) 
entraine (166)- Les affirmations (1 6 1) à (766) sont maintenant toutes vérifiées. 

Finalement, par (161), (162), (163), (167) et la proposition 2.3.1 on a montré que 

I.P (aT ; R'~ ) si 21 E Dr (ClT ; R-'~ ). P u  E 4 0  

Étape 2 : Conlimité dans cV-' de il H jUzl et du membre de droite de (141). 

Soient tr E H:r7' (ClT ; R ' ~ )  et une suite &l ) qui converge vers ir dans H:fyl (R, ; RAff ) . 
L'immersion l7;r-l (R, ; R" ) + Lq (aT ; Rkf ) et la (q, N + 1)0 - préservation de f nous 

donne immédiatement que : 

l&rR +j&r dans L " - ' ( . , ; R ~ ) .  (168) 
n e  

Fixons i E {O, ..., N )  , j E (1, ...,MI& comme dans l'autre preuve désignons par dt Cf, OU) 
le membre de droite de (14 1). 

On a que : 

- oi O, W) - a, 0; hl) = 



L'immersion H E - '  (a, ; Rn' ) < L' (Cl, ; R"' ) et la (r, N t l ) ~  - préservation de dl f, 

(inégalité (1 58)) entraînent que : 

(2. fi )Otr " - (al f, + O dans rv-' (a, ; R) . 
R - f Q !  

(170) 

L'inégalité (160) et ceIle de Holder entraînent que : 

4 + O. (171) II((v,f, b ", d1r4" - alli)llrv-, 5 c5 (laian - cl~(ILN-,  n, 

Pour montrer que le troisième terme du membre de droite de (169) converge vers O dans 

C - ' o n  procède comme dans la preuve du théorème précédent : 1) on extrait d'une sous 

suite arbitraire de la suite 6.) une sous-sous-suite qui converge presque partout 2) on 

utilise la continuité de  V, f, et le théorème de convergence dominée pour montrer la 

L?'-convergence vers O de  ia suite (((v, f,)Olcn('(')) -(v-" f, )OU,êp)) 3) comme toute 

sous-suite de (((v, f, )3un - (v, f, ) O z [ ,  al u ) }  

rV'' - convergente vers O, la suite originale est L'-' - 

((v. f,)3un -(vV ~ , ) O U , ~ , U )  -+ O dans L.~-'(Q,; R).  
n-*m 

Par (1 69),(170),(2 71),(172) on a montré que 
- C1 

û1Cf,Vun) -t i ? l C f , ~ z r " )  dans cV" (R,; R) 
n-rm 

W E {O,-- -, N I ,  V, E 6 ,.-, M } -  

contient une sous-sous-suite 

convergente vers O. On a donc : 

(1 72) 

Étape 3 : Ve'rifier que J&r E H::-' el la règle de chaîne pour u E fi::. 

L'argument est exactement le même qu'au théorème 2.3.3.2 

11 ne reste plus qu'à énoncer le résultat pour p E IN + 1, a[. 

Théorème 2.3.5 

Soit p E ]N + 1, m[- Supposons que QT et f satisfont les conditions (133) à (136) du 

théorème 2.3.3 ainsi que les conditions ci-dessous. 



~ ( i ,  j) E (O, ..., N)X  fi,...,^) la condition (174) ou la condition (175) est satisfaite. 

+(i, j ) ~ [ l , m [ ,  ~ ( i ,  j ) ~  ]Op& E L1(C2,; R) tels que 

1 1  f ? , Y A (  ] Y J  +- . t 7  1) (1 74) 

pour ( t ,x)  p.p. dans Q,, Vy E Rh'. 

O,fJ EC([O,T]XGXR";R). (1 75) 

rn vO, k ) ~  {l,...,~}x (1, .-.,MI la condition (176) ou la condition (177) est satisfaite. 

V(F, ?,y) E ]O, ~ [ x  0 x R"' . 

Aiors la conclusion du théorème 2.3.3 est vraie. 

Démonstration : 

Étape 1 : Mmlrer qne E H:: (aT ; RN ) pow les I< E Dp (ClT ; R~ ). 

Soit u E DT( f iT ;RY) .  Comme dans les deux théorèmes précédents la règle de chaîne 

s'applique a Dr, il est toutefois plus pratique pour cette démonstration de l'écrire sous 

la forme suivante. 

On va maintenant vérifier la série d'affirmations ci-après afin de pouvoir utiliser la 

proposition 2.3.1. 

~ ~ E c [ o , T ] ~ ~ ; R ~ ~ ) ~ s c ~ @ , T [ ~ Q ; R ~ ~ ) .  (179) 

fli(O,x)=$h(~,x) V X E ~ .  (180) 

$h(&,x)=o 'V'(~,X)E[O,T]XZ~. (181) 



O p k  E LP (Q, ; R) 'd ( i ,k)~ {O ,..., N ) X  6 ,..., M ) .  (184) 

Les affinnations (1 79), (1 80), (1 8 l), (1 84) se vérifient avec les mêmes arguments qu'aux 

deux théorèmes précédents. 

Vérifions maintenant (1 82). Soit (i, j) E {O,. .., N ) X  {1, ..., M } .  Si (i, j)  satisfait (1 74) alors 

la (r(i, j), p)O - préservation de d, f, et le fait que ir E DT (a, ; R" ) c L"'." (a, ; R" ) 

entraînent (1 82). Si (i, j) satisfait (1 75) alors (3, f, )3u E C ~ O ,  T ]  x Q Ribf ) < LP (ClT ; Pr ) - 

Vérifions (183). Soient j k E M Si (j, k) satisfait (176) alors 

GYj - O ~ ~ E C @ , T ] X ~ ; R ) < L ~ ( ~ ~ ; R ) .  Si (j,k) satisfait(177)alors 
*k 

Maintenant, la règle de chaîne (1 78) et (1 82), (183), (1 84) entraînent que : 

Finalement, la proposition 2.3.1 et les afftrmations (1 79), (1 8O), (1 8 l), (1 85) entrainent 

que l&r E H:: (aT ; R" ) pour tout u E H:{ (aT ; R" ) . 

Étape 2 : Co~~~inz~ité dans LP de zt H j9-u et du membre de droite de (1 78). 

Soient if, u n  E H:: (aT ; R" ) (n = l,2,3, ...) telles que u n  -+ il dans H:: (0, ; R" ) . 
n-fcc 

L'immersion H:,P ; R~ ) < c([o, 7'1 x a; R" ) et le fait que f E C[O, T ] X  x Rh' ; R" ) 
entraînent que j0-u " (1, x) + @(t, x) pour tout (1, x) dans le compact [O, T ]  x a. Comme 

les fonctions f i t  , l&fn (n = 1,2,3,..-) sont toutes continues on a : 



La continuité de la fonction 3 : H:: (aT ; R ~ )  _t LP (ClT ; RM ) : u H $11 est donc 

prouvée. 

On va maintenant montrer que le membre de droite de (178) varie continuement dans LP 

quand u varie dans H g .  Notons le membre de droite de (178) par : 

Il nous suffira que les trois ternes du membre de droite de (188) converge vers O dans 

LP pour avoir que l'expression ai C f , ~ v )  varie continuement dans LP quand rr varie dans 

Le premier terme converge vers O dans C ~ O ,  T ]  x fi; RAW) + LP (nT ; R*' ) . Ceci à cause de 

l'immersion H;:(P(~=; R M ) +  c@, T ] X  B ; R ~ )  et de l'hypothèse (1 34). 

Fixons (i, j, k) E {O ,..., N ) X  (1 ,..., M ) X  (1 ,..., M) et étudions le terme correspondant dans la 

sommation au deuxième terme du membre de droite de (188). Le couple 6, k) peut 

satisfaire Ia condition (176) ou la condition (177). Montrons que dans ces deux cas, nous 

avons : 



3C(j, k) E ]O, P[ tel que '-Ou " (t, r 5 C(j, k), pour (t, x) p-p. dans R, . IA 4 (1 89) 

Si Ci, k) satisfait (1 77)- on prend Co, k) = CG, k) . Si (), k) satisfait (1 76) alors on a la 

convergence : 

3fJ Cf, 
-Oun -+-Ca dans c[o,T]~E;R")+L"(o,;R"~). 
C Y k  * k  

(190) 

On peut donc prendre I'G, X )  = s ~ p l l ~ ~ ~  11 . 
n=1 

La 

Maintenant, la convergence du deuxième terme du membre de droite de (1 88) s'obtient à 

partir de l'inégalité de Holder et de (189). 

Étudions finalement le terme correspondant au (i, j , k )  qu'on a choisi tantôt dans la 

sommation au troisième terme du membre de droite de (188). On va utiliser le théorème 

de convergence dominée pour montrer la convergence de ce terme. Dans un premier 

temps nous allons montrer les deux affmnations suivantes : 

pour (t , x) p .p. dans O,, 

O pour (t, x )  p.p. dans RT . 

af, Si le couple (j, k) satisfait (1 76) alors on a déjà vu que - O1rn converge uniformément 
ay, 

vers la fonction df - 
1 0 2 1  sur le compact [O, T ] X  a. En prenant 
i$v, 

on a (1 92) et (193). Si 0, k) satisfait (1 77) alors en posant IlLQ 



C'Y, &, k )  = 2 ~ 6 ,  k ) ,  on a (192). La continuité de - sur ]O, ~ [ x  C l  x R" et la 
S k  

convergence ponctuelle de s" vers rr sur 10, T [ X  Q entraînent (1 93). 

Maintenant, grâce a (192) et (193) on a les conditions : 

pour (t, x) p-p. dans R, . 

Le théorème de convergence dominée permet alors de conclure que : 

Étape 3 : Vérrfier que f l u  E H:;-' et Za règle de chahe pour tr E H;:. 

L'argument est exactement le même qu'au théorème 2.3 -3. C 

Nous allons maintenant prouver la proposition 2.3.1. Avant de donner la démonstration 

comme telle de ce résultat, on doit énoncer et prouver un certain nombre de lemmes 

techniques. 

Lemme 2.3.6 

Soient p E [l, m[ et $2 c R ~ '  un ouvert borné. 

Soit également ri E C[O, T ]  x W'.P (LIT) telle que : 

.(O, X) = U(T, X )  VXER (196) 

et pour laquelle il existe p)O tel que : 

u(t, x) = O si distance(x, 22)(p. (1  97) 

Alors 

u E H : , P ( Q ~ )  (198) 



Démonstration : 

Considérons le prolongement suivant de z( : 

O s i t ~ R e t x ~ R ' ~  -Q 
~ ( t ,  x) = { 

u(t - rT, x) si x E fi et t E [ r ~ ,  (r + l ) ~ [ ~ o u r  un certain r E Z. 

Par le lemme 2.2.7, z? E ~2 ( ~ ' ~ * l ) -  

Soit une fonction régularisante y E D P B et posons (A 1 

Lemme 2.3.7 

Soient p E [l, r) [  et C2 c R~ rn ouvert borné. Soient également i i .  v  E (a) n Cl (Cl) 

Alors rnax(zï, v), min(u, v )  E wlsp (Q). 

Démonstration : 

11 suffit de vérifier que max(zï, v )  E w I - P  (a) puisque min (u, v )  = -mu(- u,-v) . 

11 est facile à vérifier que 

.+v lu-.[ 
max (tr , v)  = - +-. 

2 2 

11 suffit donc de vérifier l'affimation suivante : 

I u ( E w ' . P ( R )  VUE W ' . ~ ( C ~ ) ~ ~ C ' ( R ) .  

Considérons la suite Cf,) c C' (R; R) définie par la formule suivante : 



On voit facilement que f n  est de classe C1 et sa dérivée est donnée par 

-1 siw 5 - l / n ,  

mu si - 1 w 1 (200) 

si w s -1/11. 

On va vérifier que : 

Crn 0zi)c w1-~(~)nc1(!2), (20 2 

fn 0 zr + IuI dans LP (a), 
n - w  

(202) 

v C ~ .  0 zr) -t vltrl dans LP (Q R"). (203) 
n e  

Vérifions (201). Comme f n  et u sont de classe C' . la composition f,, 0 2r également. En 

En utilisant (199)- on obtient la majoration suivante de f n  0 u . 

Ces majorations avec le fait que fn 0 u E C'(Cl) entrainent que f, 0 zr E w ' * ~  (R). 

L'flmation (201) est donc prouvée. Nous d o n s  maintenant prouver (202) et (203). Les 

inégalités (205) et (206) nous permettront d'utiliser le théorème de convergence dominée. 

Considérons les sous ensembles ouverts suivants de i2 : 

n+ = {X E R : zr(x))~), a- = {XE n : u(x)(o}, (207) 

RO = intérieur {x E Q : U(X) = O). (208) 

L'union de ces trois ensembles recouvre presque tout R. On va vérifier que sur chacun 

de ces trois ensembles on a convergence ponctuelle de f, 0 u vers lu1 et de vCfn a 24) 



Soit x E a+ . Alors 3t1(x) E (1-2-3 ....} tel que : 

1 1 
- 2 - pour tout entier n 2 n(x)  - 

1 
Par la continuité de zr, on aura que zc(i))- si X est sufisamment près de x. On aura 

i l  

donc que : 

fn 0 u(2) = I u ( ~ ]  = ~ ( 2 )  pour n r n(x), pour X suffisamment près de x. 

Comme f, 0 zc = rt sur une boule ouverte autour de x, on a que : 

VV, 0 zr)(x) - ~ u ( x )  = O pour n > n(x) .  

O n  a donc montré que : 

V x  E R+ ,3n(x) un entier positif tel que pour tout entier n 2 n(x) on a : 

f,, 0 u(x) - [ul(x) = O (211) 

vv, 0 ri&)- vtl(x) = o. 

E n  appliquant un raisonnement presque identique au précédent on trouve que 

1' ensemble R- satisfait la propriété ci-dessous. 

b'x E fi-, 3n(x) un entier positif tel que pour tout entier n 5 n(x) on a : 

fn 0 ff (x)- IuI(x) = O, (212) 

vun 0 zo(x)- vlnl(.) = o. 

Soit x E RO. On alors que : 

fn 0 u(x)- 124(x) = 1/ 2n - 0 = 1/2n . (213) 

Comme 52, est un ouvert la formule (213) demeure vraie sur une boule ouverte 

autour de x. On a donc le droit de dériver cette formule. On a alors : 

vk,, o u - l u l ~ x > = ~ .  (2  14) 

O n  a donc montré les affirmations ci-après. 



Lemme 2.3.8 

Soient C2 c R" un ouvert borné et p E [I, a[. 

Soit t i  E c@, T ] X  R)n C' @, T [ X  Cl)* w1.~(C2,) telle que : 

i i G , x ) = O  v ( ~ , x ) E [ o , T ] x ~ Y Z ,  (217) 

u(0, x )  = r r ( ~ ,  x )  V X E ~  (218) 

Alors 

zî E H:: (CI, ) . (219) 

Démonstration : 

Étape 1 : Construire m e  famiIIe blç : E)O} c H:: (fi, ). 

Pour Ies &)O on définit les objets suivants : 

E" = @ , X ) E  [O, ~ ] x f i :  lu(t,x)( 2 E), (220) 

E&+ = ((I,x) [O, T ] X  n : Z ~ ( ~ , X )  2 (22 1 ) 

E&-- = (yr, X) E [O, T ] X  a: u(t, X )  c -E), (222) 

E+ = ((I, [O, T ] X  n : u(t, *))O), (223) 



On veut montrer que la famille &i, : &)O) c H ~ O  (Cl,). Grâce au lemme 2.3 -6, il sufit 

pour cela de vérifier pour les &)O les affirmations suivantes : 

u, EC@,T]XR)~ W ' - P ( Q ~ ) ,  (227) 

déf 

&) =  distance(^^, [O, T] x X$O , (229) 

d i s tance (x , è~ ) (~ (~ )~zr (~ ,x )=O WE[O,T]. (230) 

Concernant l'affmation (227), on a premièrement que le minimum et le maximum de 

deux fonctions continues sont des fonctions continues et de (226) on trouve que 

ir, E c@, T ] X  a). On a deuxièmement que ir ,  E W'.P (q ) par le lemme 2.3 -7. 

Les calculs ci-dessous démontrent (228). 

a,(o,x) = m i n & ~ ( ~ , x ) + ~ , r n a x { u ( ~ , x ) - & , O ) }  

= minb(~,x)+~,maw(rr(~,x)-&,O}} 
= z r & ( ~ , x )  

Supposons que l'inégalité (229) soit fausse. Alors il existe des suites bn)c E" et 

{w " )c [O, T ]  x XI telles que : 

Par la propriété de Bolzano-Weierstrass il existe une sous-suite {(z"(~',w"(~')) qui 

converge vers un point (z, F) du compact Es x [O, T]X an. On a alors la contradiction : 



Prouvons maintenant (230). On remarque tout d'abord que : 

~istance((t, x), [O, T] x o ~ )  = distance(x, a )  (232) 

pour tout @, X) E [O, T ]  x . En effet, soit (f, 2) le point du compact [O, T ]  x 8 2  le plus 

près de (1, x) . Alors ce point minimisera l'expression 6 - T)' i- IIx - ?/12 parmi les 

E [O, T I  et les 2 E 82 et on aura que f = t et Ilx - 41 = distance(x, a). 
L'équation (232) permet alors de faire le raisonnement ci-dessous. 

distance(x, a distance((1, x), [O, T ]  x ûS2kp(~) 

( r , x ) ~  E& 
=3 u(t,x)=o 

Les affirmations (227) à (230) sont donc toutes démontrées et le lemme 2.3.7 nous 

permet de conclure que la famille tl, : &)O} c H;{ (Q, ). 

Étape 2 : Monirer que + u dms H;:(R,). 
~ 3 1 ) -  

Par la définition des u, on a immédiatement que 

Comme Cl est borné, on a 

zr, + zr dans L"(Q, ) + LP (ClT ) . 
&-+Or 

(233) 

II ne reste plus qu'à vérifier la convergence suivante : 

~ ( u ,  - 14) -+ O dans LP (O, ; R" 
c-fi- ) - 

On va pour prouver cela utiliser le théorème de convergence dominée. 

Considérons les ensembles suivants : 

EEm+=intéieur(~&--),EE.-=inténeur(~"-), (235) 



Nous allons maintenant montrer que : 

l l v [ ~  Kt1 x ] l R A v  ' IIvu(', 
pour ( t , x )  p.p. dans Cl,, VE)O . 

Fixons E)O . On observe tout d'abord que E - - 
C.- E - E , E  EC.- occupe presque tout R, . 

- 
On prend donc (1, x) E Es.- LJ E-'." u .?-+ et on étudie la valeur de ~ [ z r  - zr,Xt, x )  . 

Cas i : (r, X )  E EGb - 

Par les définitions de ir, et E-"' on a que zr, (t, x )  = O et comme Ë-"' est un ouvert on a 

que : 

u(î,  2)- u, (î, X) = zr(î, 2 )  

si (f, f) est suffisamment près de (1, x ) .  

Comme 24 est de classe Ci au voisinage de (t, x )  on a que : 

v[zr -u ,Kt ,x )=vu( t ,x )  lf(t,x)&-&? (24 1 ) 

Cas 2 : (1, x )  E EC-+ . 

- 
Par les définitions de tr, et ËC-T , on a que [n - t r ,  Kt, x )  = E et comme E",* est un ouvert 

On a que : 

[Il -Us@,?)= d 

si (î, 2)  est suffisamment près de (1, x ) .  

En derivant on trouve que : 

v [u -U ,K~ ,X )=O V ( ~ , X ) E E & ' * .  

Cas 3 : ( ~ , x ) E  Er.- - 
Ce cas se traite comme le précédent. On a donc que : 

[u - I l ,  l(î, 2) = -E 

si (î, 2) est suffisamment près de (t, x )  . En dérivant on trouve : 



Par (24 1),(242) et (243), on a que 

I I v ~ ~  - u, 11, x]lR, lPu(t, XII pour (t, x) p.p. dans a, . (244) 

Vérifions maintenant que ~ [ t r  - il, Kt, x) -+ O pour (t. x) p.p. dans 0,. 
&+O+ 

NOUS avons que Ë+ v É- v Eo occupe presque tout 0,. Prenons (1, x )  E É+ v E- u E" 
et étudions la convergence de vbr - tr, Kt, x) . 

Cas 1 : (1, X) E ET . 
Dans ce cas il existe ~ ( t ,  X))O tel que : 

V E  E ]O, E(I, x)] on a (t, x) E Ë" . (245) 

En effet, si (t, X) E E+ alors il existe 6 = S(t, x))O tel que u(î, X)O si l[(f - i, x - f)(6 . 

Prenons E(I, X) = min kt(?, 2 )  : Il([ - ?, x - 211 s 612). Il est alors clair que la boule ouverte 

(t, x)+ Et2 B est incluse dans E"+ pour tout E E ]O, ~ ( 1 ,  x)] ; ce qui entraine que 

(1, x) E intérieuT(~"+ ) = E'-; - 

Maintenant par (245) et par la définition de tr, on a que 2 4 ,  x) - zr, (t, x) = E et 

comme É'.' est un ouvert on a : 

u(F, 2)- ir,(î, X) = E 

pour (F, 2)  au voisinage de (t, x) . 

Ceci entraine que : 

V(I, x) E É"+, ~ E ( I ,  X))O tel que vLr - il, Il, x) = O V E  E ]O, E(I, x)]. (246) 

c a s  2 : (t, x )  E E- . 
Par un raisonnement semblable au précédent, on obtient que: 

V(I,X)EË~.-,ZE(~,X))O tel ~ U ~ V ~ ~ - ? & X ) = O  VEE]O,E(I,X)]. (247) 



On a que : 

(1, x) E É0 3 [ll(t, x)[(& (v&)o) 
( i , x ) ~  E"(vE)o) 
U,(~,X)=O(VE)O) 

Comme E0 est un ouvert on a que : 

II(?,?)-u,(î,î)= 0-0 = 0 

pour (f, 13) au voisinage de @, x) . 

Ceci entraine que : 

On vient donc de vérifier que : 

I I v [ ~ I  -I<, Kt, x)IIRN + O pour (1, X) pp.  dans Q, . (249) 
&+O- 

On combinant (244),(249), le fait que V t r ~  L P ( C I T ; R H )  avec le théorème de 

convergence dominée, on obtient : 

Vtr, + Vu dans LP(Q,; R*'). 
&+O- (250) 

Finalement comme b, } c H z  (Q, ), II, + u dans LP@, ) et VU& -+ VU dans 
t+o- &+O- 

LP ( ~ j -  ; R ~ )  on a que u, + u dans H:{ (R, ) et donc que u E H;: (ClT ) - i 
&+Os 

La proposition 2.3.1 est maintenant un corollaire facile du lemme 2.3 -8. 

Démonstration de la proposition 2.3.1 : 

Soient v, , . . . ., v,, les composantes de v. Si v satisfait les hypothèses de la proposition 2.3.1 

alors chaque v, = M )  satisfait celles du lemme 2.3.8. Alors chaque 

V, E H:: (ClT ) 0' = 1,. ..,M), ce qui revient à dire que v E H:: (a, ; R"' ) . En effet, si 

vj E H:: (aT ) (J = 1, ..., M) alors il existe des suites {v: : n = l,2,3, ...} c D, (Q,) 



(j = I~. . . ,M) telles que v; -+ v dans W1.P (Cl,). On a alors que la suite 
n - w  J 

v n  = ( ,  satisfait { V " ) C D , ( Q , ; R . ~ )  et vn  -t v dans w ' . P ( z L ~ ; x ~ ) .  G 
n3co 

2.4 Différentes versions du problème. 

Dans cette section nous présenterons différentes variations du problème (P l)+(P2) décrit 
dans l'introduction et des conditions qui font que les soIutions de ces différentes versions 
corncident. 

Version classique 
( t r , ~ )  E C(R x <;2;~%~)n C'(R Y XQR"), 

Version faible 
(U,V)E H:;(C&; RM)xX;$&;Rhf) 

b E D, (n, ; R~~~ ), 

Remarque 2.4.1 : 

D'autres "versions classiques" du problème sont possibles. Par exemple, nous pourions 

prendre (u, v) E C(R XE; RZM)rrc: (R x Cl, ~ ~ ~ ) n  C: ( R x Q  R ~ ~ ) ,  où C: désigne les 



fonctions continuement différentiables selon la variable t et C: désigne les fonctions 

deux fois continuement différentiables selon les variables spatiales xi ,. . ., x, . On a choisi 

cette version classique pour ne pas alourdir ce texte. La preuve du théorème 2.4.2 pour la 

deuxième "version classique" est inchangée sauf de petits détails de notation- 

Théorème 2.4.2 

Supposons que p = q = 2, que Q est borné et que f satisfait les conditions ci-après. 

f E C ( R X E X R ~ ~ ; R ~ ) ~ C ~ ( R X ~ X R ~ ; R ~ ) .  (25 1) 

f ( l , x , ~ ) = f ( r + T , x , y )  V(I, X , ~ ) E  R X R X  R . ~ .  (252) 

~ ( ~ , x , o ) = o  V ( ~ , X ) E R X Z Q .  (253 

3al E .]0, a[, 3% E L' (CIT ) tels que 

pour (1, x) p. p. dans O,, V y  E R"' - 

3a3 E p, m[, 3a4 E Li (CIr ) tels que 

pour (&x) p.p. dans R,, Vy E RA' . 

Alors 

1. Si (u, V )  est une solution de (VC) et (rr, vIQr E H:, (Cl, ; R ~ "  ) alors (u, V ) ( , ~  est 

solution de (m. 
2. Si on suppose que a est L-régulier alors si (u, v )  est solution de (@ et que son 

prolongement périodique (G, V )  satisfait (G, V) E C(R x fi; R~' ) n c ' (R x Q R "' ) 
alors (E, V )  solutionne (VC). 

3. (u, v )  est solution de (@ o (21, Y )  est point critique de p. 



Démonstration : 

Preuve de 1. 

Soit (u, v) E C(R x a; R-" ) n C' (R x Q R" ) une soiution de (VC) telle que 

( r i ,  v ] , ~  E H:,, ; R ~ ~ ) .  Soient a, b E Dr (ClT ; RN ). On a alors les calculs suivants : 

Preuve de 2. 

Soit (u, v )  E H:, (0, ; R'-~') une solution de (n) dont le prolongement périodique 

(5, Y) E C(R x a; RLLf )n C'(R x Q R ~ ~ ) -  On observe que si K est un compact dans R, 

aiors ( Z ~ , V ) E C ~ ( K ; R ~ ~ ~ ) C G Y ~ ( K ; R ~ ~ ) .  on a que : 



Par la densité de DO, T[X Q R ~ )  dans L'(.,; ~ '1 '  ), on trouve : 

pour tout compact K c ]O, ~ [ x  R . Cela signifie que (u, V) satisfait les lignes 2 et 3 de 

(VC). La ligne 1 du problème est satisfaite car on a posé au départ que 

(N, ~i) E C(R x a; R X ' ) n  C' (R x Q RLLf ). Il nous reste à vérifier que (z, F) satisfait la 

condition Dirichlet-périodique donnée par les quatre dernières lignes de (VC). La 

périodicité est vraie par définition puisque (ii,?) est le prolongement périodique de 

(u, v )  . Il nous reste a vérifier que (U, Y I R  = 0 ou, ce qui est équivalent, que 

(u, v],,,, = O . Mais grâce à l'hypothèse de L-régularité de Q on a que 

Preuve de 3.a : (u, v)solution de (fQ (u, v) point critique de p 

Soit (II, V )  E H:,, (aT ; R ~ "  ) une solution de (ff). Pour montrer que (ir, v) est un point 

critique de cp il suffit de vérifier que ( ~ ~ ( t r ,  v), (a, b)),,, = O pour tout 

(a, 6) E D, (ClT ; RLLf ) puisque D, (a, ; R"' ) est dense dans H i ,  (Cl, ; R'-" ) . Prenons 

(a, b) E D, (n, ; RLW). Comme f et C l  satisfont les conditions du théorème 2.1.6, <p est de 

classe C' et on peut appliquer la formule (39) pour calculer la dérivée de <p. On a alors 

les calculs ci-après. 



Preuve de 3. b : (u, v )  point critique de g, a (zr , v )  solution de (ff) . 

Soient (u, V) E H:O (ClT ; RZiLf ) un point critique de <p, et a, b E DT ($2, ; R" ) . On a alors 

que (a,0), (0,b) E DT (a, ; RLVf ) c H:, (Cl, ; RLC' ), comme les conditions du théorème 

2.1.6 sont satisfaites, on peut appliquer la formule (39) pour calculer la dérivée de <p. On 

a les calculs ci-après. 

Rappellons que pour résoudre le problème (Pl), il suffit de trouver une solution de la 

forme (u ,~)  au problème (Pl)+(P2). Par ailleurs, on voit facilement que si la dérivée de <p 

satisfait la formule (39) alors (u, v )  point critique de y, (u,~) point critique de y, . On 



va donc établir une correspondance entre les solutions de (Pl) et les points critiques de la 

forme ( u , ~ )  de <p. Voici donc trois versions du problème PL) que l'on va comparer à la 

lumière de théorème 3.1.5 - 

Version classiaue 
il E C ( R ~ Q R ~ ) ~ C Z ( R X Q R ~ ~ )  

tr(t,x) = zr(t i- T,x )  sur R x n 

Version variationnelle avec paramètres p, q E [1, c ~ ]  . 

où tp est définie sur H;,P (ClT ; R - ~ ) x  H:: (Q. ; RA") par la formule (29). 

Version faible avec paramètre p E [L .a] - 

Établissons des correspondances entre ces trois versions de (P 1) pour différentes valeurs 

de p. 

Théorème 2.4.3 

Soient R c R" un ouvert borné et p E [l, + I[. 

Supposons que f satisfait les conditions ci-après. 

~ E C ( R ~ ~ ; R ~ ~ ) A C I ( R X Q R " ) .  (256) 

f ( t , ~ , ~ ) =  ~ ( I + T , X J )  V ( ~ , X , ~ ) E  R X ~ X R " .  (257) 

f ( t ,x ,0)=0 v(~,x)E R X ~ .  (258) 



3.7, E ]O, a[, 3a2 E LI (a, ) tels que 

(N-1)p  

11 f (i,x,.Y)llP 2a1llyll..-I-. + 4 x )  

pour (i, x) p. p. dans Cl,, Vy E Rb' . 

3a, E ]O, =[, 30, E LI ( f iT  ) tek que 

pour (2, x )  p.p. dans Cl,, Vy E EtR "'. 

Alors 

Si zr est une solution de (VCPI) et irl 6 H;,P(Cl,;R"') alors tri est solution de 
Qr 0, 

(fn,l[~l)- 

Si on suppose que 0 est L-régulier alors si 11 est solution de (ml) et que son 

prolongement périodique ii appartient à C(R x a; R" )n c ' (R x Q R" ) alors tT est 

soIution de (VCP 1). 

v est solution de (fB I [ ~ D  o zr est solution de (VARP l[-. . 

Démonstration : 

Preuve de 1. 

Soient u E C(R x a; R ~ ) A  C ~ ( R  x Q R") et b E 4 ( f i T  ; R*'[ ). On a le calcul ci-après. 

Preuve de 2. 

Soit z i  E ~::(i2, ; R M )  une solution de (fiPl [pl) dont le prolongement périodique 17 

appartient à C(R x R; ~ " ) n  C'(R x Q R-~'). On a dors que : 



On en déduit que : 

{$ A DA,. = O presque panout pour tout compact K c IO, ~ [ x  R . 
K 

Comme N E C(R x a; R-'I)n C' (R x Q RA',' ) la deuxième ligne de (VCP 1) est satisfaite 

par iT pour tout (I, x) E R x R . Pour la troisième ligne de (VCP 1), la L-régularité de R et 

la continuité de 21 sur [O, T] x 2!2 nous d o ~ e  que z i l~o,r lxsn = T~~[?,:[o,T]xxz]=o. Il 

est trivial que iF satisfait la quatrième ligne puisque iT est le prolongement périodique de 

Preuve de 3.a : u solution de (ffP l[pb a u solution de (VARP I [ ~ ,  wD. 
Soient u E H;{ (al. ; RM ) une solution de (ffP l[pD et (a, b) E D, (i2, ; R"" ). Comme les 

conditions du théorème 2.1.5 partie 1 sont satisfaites cp est de classe C1 sur 

H;{ (ClT ; RY )X H>: (Clr ; Rb') et sa dérivée est donnée par (39). Si on calcule la dérivée 

de cp au point &,O) dans la direction (a,b) on obtient les calculs ci-après. 

Comme D, (0, ; R",~ ) est dense dans H:,P (a, ; RA' )x H:: (Cl, ; R ~ )  on a montré que 

(q0) est un point critique de <p sur H$ (aT ; RY )X H ~ K  (aT ; RLf ) . 



Preuve de 3.b : u solution de (VARP ~[p, mD = u solution de (EPlkb. 

Soit rr E ~:toP(n,; R") tel que (u,~) est point critique de cp sur 

HZ (0, ; RY ) x (Cl,  ; R-" ) . Soit b E Dr (aT ; R" ). Comme les conditions du 

théorème 2.1.5 partie 1 sont respectées, on applique la formule (39) et on obtient les 

calculs ci-après. 

Théorème 2.4.4 

Soit R c R" un ouvert borné. 

Supposons que f sarisfait les conditions ci-après. 

~ E C ( R ~ ~ ; R - ~ * ) ~ C ~ ( R X Z L ; R ~ ~ ~ ) -  (26 1) 

f ( t , ~ , ~ ) =  ~ @ + T , X , ~ )  V ( ~ , X , ~ ) E  R X ~ X R - ' ?  (262) 

f (t,x,o) = O v(~,x)E R X ~ .  (263) 

3 q ~ [ l , m [ ,  3a, +,x[ ,  3n2 ~ ~ ' ( a , ) t e l s q u e  

~ l f  1, Y Y ~ + [  al l l y  l l q  + a? (f. XI (264) 

pour (t, x )  p.p. dans R, , Vy E Rh' - 

3, s E [l, x[, 3a, E ]O, x[, 37, E L' (ar ) tels que 

pour (i, x) p. p. dans CIT, Vy E R" . 

Alors 

IdV*, ((JT ; ~ - b f  ) 1.  Si zr est une solution de (VCPI) et tri E H,, 
Q r 

alors zrl est solution de 
% 

(m 1 [N= 11). 

2. Si on suppose que R est L-régulier alors si zr est solution de (Wl[N- 11) et que son 

prolongement périodique ù appartient à C(R x fi;  ri C' (R x Sr; RCf ) alors ii est 

solution de (VCP 1). 



3. u est solution de (~EP I[N + 1D o u est solution de (VARP I[N + 1. mD . 

Démonstration : 

Preuve de 1. 

Le raisonnement est exactement le même qu'au théorème 2.4.3. 

Preuve de 2. 

Le raisonnement est exactement le même qu'au théorème 2.4.3. 

Preuve de 3. : tr solution de ( f fPl[~ + 1b o ii solution de (VAN? I[N + 1, =D. 
11 suffit de recopier les preuves des points 3.a et 3.b du théorème 2.4.3 en changeant p par 

Nti  et en rempIacant "conditions du théorème 2.1.5 partie 1" par "conditions du 

théorème 2.1 -5 partie 2" . O 

Théorème 2.4.5 

Soient R c R" un ouvert borné et p E ]N + 1, P [ .  

Supposons que f  satisfait les conditions ci-après. 

~ E C ( R ~ G ; R ~ ) ~ C ' ( R ~ R , R ~ ~ ) .  (266) 

f ( t , q y ) =  f ( t i ~ , ~ , ~ )  ' ~ ( I , X , ~ ) E R X Q X R " .  (267) 

f( t ,x,0)=0 v(~,x)E R X ~ -  (268) 

3, E [l, m[, 3a, E ]O, m[, 3a, E L' (aT ) teis que 

pour ( I J )  p.p. dans RT, Vy E R" . 

3r, s E [I, m[, 37, E p, OC[, 3a4 E L' (aT ) teis que 

pour (t, x) p.p. dans ClT, 'dy E RAbf . 



Alors 

1. Si 11 est une solution de (VCPI) et u[ E w'-~(Q,; Rn') alors U I  est solution de 
Rr Q r 

W'~Cp1)- 
2. Si il est solution de (EPlb]) et que son prolongement périodique Cappartient à 

C(R x ~ ; R M ) r , ~ ' ( ~ x Q R " ' )  alors ii est solution de (VCP1). 

3 .  ir est solution de (EP o tr est solution de (VARP @, mD . 

Démonstration : 

Preuve de 1 : Exactement la même chose qu'au théorème 2.4.3. 

Preuve de 2. 

On a I'immersion H;:(Q=; R ~ ) <  C[O, T ] X  fi; PI) par (e lemme 2-13. Le 

prolongement périodique ,T satisfait donc les lignes 3 et 4 de (VCPI) par la densité de 

D, (Cl, ; R" ) dans HZ (a, ; RM ) . La ligne 1 est satisfaite par hypothèse. Vérifions la 

ligne 2- On a que : 

pour tout b t DO, ~ [ x  Q R " )  Donc {$ - = O pour tout compact 

K c ]O, T [ X  i2 ce qui entraine que iï satisfait la ligne 2 de (VCP1). 

Preuve de 3. : zr solution de (ffP l[pb o u solution de (VARP l [ p ,  a). 

Il sufit de recopier les preuves des points 3.a et 3.b du théorème 2.4.3 en remplacant 

"conditions du théorème 2.1.5 partie 1 " par "conditions du théorème 2.1 -5 partie 3 ". 11 

Théorème 2.4.6 

Soient R c R~ un ouvert borné et p E & + 1, a[. 

Supposons que f satisfait les conditions ci-après. 

~ E C ( R ~ ~ ~ ; R ~ ~ ) ~ C ~ ( R ~ Q R " ~ ) .  



f ( l , ~ , ~ ) = f ( t + ~ , ~ , y )  v ( l , x , y ) ~ ~ x ~ x R " -  (272) 

f(~,x,o)=O Y(Z,X)E ~ x o i ~ .  (273) 

Pour tout bomé B c R''~ , f (R, x M) est borné dans R*~' . (274) 

?f Pour tout bomé B c R" ,T(n, x M) est bomé dans R"' . (275) 
GY 

Alors 

1. Si ir est une solution de (VCP 1) et u( E WIyP (C2, ; R" ) alors ul est solution de 
Q r Q r 

Umm- 
2. Si u est solution de (ffPl [pl) et que son prolongement périodique N appartient à 

C ( R X ~ ;  R " ) ~ C ~ ( R X Q R " )  alors r7. est soiution de (VCP1). 

3 - 2 est solution de (&P l[pD o ir est solution de (VARP l[p. mD. 

Démonstration : 

Preuve de 1 : Exactement la même chose qu'au théorème 2.4.3. 

Preuve de 2 : Exactement la même chose qu'au théorème 2.4.5. 

Preuve de 3. : ir solution de ( f t ~ l [ ~ b  o ir solution de (VARP l[p, cc). 

Il sufit de recopier les preuves des points 3.a  et 3.b du théorème 2.4.3 en remplacant 

"conditions du théorème 2.1.5 partie 1 " par "conditions du théorème 2.1.5 partie 4". 3 



La stratégie que nous utiliserons pour montrer l'existence de solutions sera la suivante : 

1. Définir une suite X,, c X ,  -. , c X,, c . .. . de sous-espaces de dimensions finies telle 

m 

que U x,,, est dense dans H:, (Cl, ; R' ) . 

Montrer pour chaque X,, l'existence d'un point critique pour pl de ia forme 
-[-Er# -2-w 

Montrer que toute suite [(un  oint critique de pl : n = 1,2,3, ...} possède un point 
-rm. LW 

d'accumulation ( i r ,~ )  et que (zr.0) est un point critique de p. 

Montrer que le ir ainsi obtenu est deux fois différentiable dans L' et que ir et sa trace 

sur &O, ) satisfont les équations de (P 1) au sens L' . 

3.1 Existence d'une soiution L~ pour (Pl) si f a un taux de croissance linéaire. 

On donne immédiatement l'énoncé du théorème important de cette section. 

Théorème 3.1.1 

Supposons que le domaine R et la fonction d'interaction f satisfont les conditions ci- 

C! c R" est un ouvert borné et L-régulier. 

f EC'[O,T]XGXR";R") .  



(H4) 30, E[O,A( I~ ,  3u1 E L ' ( ~ , ; R )  t ek  que 

I ( f  (1.1, y), = ) R x  1 a, II@"Lilll~'" =Il +- (l, x )  

pour (f, x) p-p. dans R, , V'y, z E R" ; 

ou A(1) est la plus petite valeur propre de  l'opérateur : 

2 s  - 2 

/ ~ ~ ( i . x y Y ~ l '  ca31HI-- +cz4(l,x) pour (r,r) p.p.dans Q,, V ~ E R - ?  4' x) 

(H6) 3u, ~ ] 0 , % [ t e l q u e  r , x 7 y  sa, pour ( r . 1 )  p.p. dans RT, V ~ E  R-". E il 
Aiors <O possède un point critique de la forme @,O) et û satisfait les équations du 

problème (P 1 ) au sens L' . - 

Nous allons maintenant définir les sous-espaces de dimensions finies dont on a parlé dans 

l'entrée en matière de ce chapitre. 

Définition 3.1.2 

1. Des bases de Hilbert. 

On considère premièrement la base trigonométrique usuelle pour L2 (0, TJ R )  . 

On considère deuxièmement le négatif de  l'opérateur de Laplace. 

Soient o(R(~)(. . . (~ , (k)( .  . . . les valeurs propres de - A . Prenons également : 



des bases pour les espaces propres associés aux différentes valeurs propres. On 

normalise nos fonctions propres pour que : 

IlfnllL2cQ,=1 pourr1=1,2,3 ,.... 

On a dors que l'ensemble 

B2 = Cfn : 12 = 1,2,3 ,--. f 

est une base de Hilbert pour ,L'(Cl) et est presque une base de Hilbert pour 

H A  (a) (la seule chose qui manque c'est que Il fn I l H 1  i 1 ). 

On considère troisièmement la base canonique dans R" : 

\ 1-1 fais .Li-i fais ) 

Considérons finalement la famille de fonctions 

B = B M  =b1b2b3 :bl  E B , , ~ ?  E B,,b3 E B ~ ) .  

La famille B génère les espaces de Hilbert ~'(52, ; RA' ) et (H:, (Q, ; R" 1 II I l H l  ). 

Cette famille est une base de Hilbert pour L'(Q, ; R" ) puisqu'elle satisfait les trois 

axiomes de la définition : orthogonalité des éléments, les combinaisons linéaires 

finis génèrent l'espace, les éléments sont de norme 1 .  La famille B ne satisfait que 

les deux premières axiomes (de la définition d'une base de Hilbert) relativement à 

l'espace (~:o ( - ,  ; R" ), I I  II,, ) - 
Pour k E {l,2,3, ...} le sous-espace X,, c H:, (G; Rh') est formé des fonctions ir de 

la forme : 

On dénotera par p,, les deux opérateurs de projection orthogonale 



- L'(Q, ; R ' ~ )  + x,, et p,, : H:, (a,; R-'' ) + x,, . Pk,W - 

La raison de cet abus de langage, c'est que, malgré le fait que les deux opérateurs sont 

définis à partir de produit scalaires différents, le deuxième opérateur est en fait la 

restriction du premier à H:, ( C l ,  ; RM ) . Ce fait est expliqué plus en détails dans les 

remarques qui suivront cette définition. 

Remarques 3.1.3 

1. Le sous-espace X,, est stable sous les opérateurs de dérivée partielle. Toute fonction 

z i  appartenant à XkM possède un développement dans la base B de Ia forme 

suivante : 

M 11 sufit donc de vérifier qu'en dérivant les termes de base c, f , e r ; cm fne, , 

s, f,e: (m = 1,. . ., k; iz = 1,. . ., n(k), r = i,. . ., M) on reste dans X k ,  . 

Pour les fonctions de base du domaine temporel on trouve facilement les formules ci- 

après. 

2 m  2 m  
c ~ ( t ) = O ;  c~( I )= - -s , ( l ) ,  s ~ ( I ) = - c m ( f )  (rn = 1,2,3 ,... ). 

T T (276) 

Considérons maintenant une fonction de base pour le domaine spatial f ,  . Si AG) 
est la valeur propre associée à f, a!ors on a la relation suivante 

wn Cette dernière relation montre que - est une fonction propre appartenant au même 
ax, 

espace propre que f n  et donc que est une combinaison linéaire dans la base 
oXi 

Cfn(,-ik1 ,--.,fdj)} de l'espace propre. 



En dérivant c, fne r  ; cm fne-)', sm f (1 5 m 5 k,l< n s n(kkl5 r 5 M )  on trouve 

alors : 

Ces fonctions appartiennent toutes a X, , . 
2. Montrons que la H:, -projection orthogonale surX, ,, est en fait la restriction à 

H i ,  (Q, ; R" ) de la L' -projection orthogonale sur X,, . Pour le temps de cette 

%..w 1 60 (% ; R" ) -+ x k - ~ f  les deux opérateurs de projection. Soit 

z i  E H:, (0, ; RI" ) et 17 un polynôme dans la base B qui approxirne zr avec une 

précision E selon la norme H' . Par la définition de la norme H'  ce polynôme 

approxime également v avec une précision E dans L' . Explicitons l'expression du 

polynôme 27. 

où A(S) = {O ,..., S}X (1, ..., n ( ~ ) }  et B(S) = (1.. ., S}X 6, .. . , r t ( ~ ) ) .  On suppose sans perte 

de généralité que S)k . 

On peut séparer ce polynôme en deux morceaux : 



On voit facilement que U 1  E Xk4f et que N' est à la fois ~'-ortho~onal et H'- 

orthogonal à FI .  On a alors le calcul ci-après. 

Comme &)O est arbitraire les deux projections sont égales. 

3. En fait, un énoncé plus général est vrai. La restriction de p,, à H;,(!&;R") 

(m = 1,2,.. .) est une projection orthogonale pour le produit scalaire dans H " . La 

preuve est une simple adaptation de la remarque précédente. D 

On va maintenant prouver l'existence de points critiques en dimension finie pour la 

fonctionnelle <p. On a besoin d'un petit lemme. 

Lemme 3-1.4 

Soit Xun espace de Hilbert et soient u, v E X - {O} tels que 

(14 +O - 

Alors ~ ( l l t r  - rvll(ll~II pour 0(r(2(u, V)/IMI' - 

Démonstration : 

Considérons le polynôme quadratique : 

La valeur de ~ ( r )  sera strictement négative quand r est compris entre les deux racines 

4 = O et r2 = 2(u, V)/IMI' - D 

Théorème 3.1.5 

Supposons que f et Q satisfont les hypothèses (HO) à (H6) du théorème 3.1.1. 



Alors tpl possède un point critique de la forme (~'0) pour n = l,2,3, .... 
- L M  

Démonstration : 

Étape 1 : 
Définir une fonction y,, : Xk, + X,,, dont les racines donnent les points critiques de 

la forme (tr,o)de pl - 
-rk.zir 

Par la définition de q, p(-,O) est Ia fonction constante a zéro. Aiors 

(vv(u,oX (a)),, = 0 m a  Xk, - (278) 

Donc pour vérifier qu'un point (;,O) E Xk, x {O] est point critique de , il suffit et 
-rt. tir 

il faut que zî satisfasse l'équation suivante : 

(vp(~ ,o l (~ ,b ) )~ ,  = 0 V b  E X,, - (279) 

Par (39) et la stabilité de Xk , sous la dérivation (279) peut s'écrire : 

ou de façon équivalente 

cZ3 -- DA,î( - p,, @z>) = O . 
Zt 

on conclut cette étape avec l'équivalence logique suivante : 

( u , ~ )  E X,, x O est point critique de 
xt.2M 0 y,,(u)= 0 - (282) 

Étape 2 : 
Définir m e  fonctim V,, : Xk, + X,, d o ~ t  lespointsjZxes son! les racines de y1 . 

-ut. ZK 

On définit tout d'abord la fonction suivante : 

Gw ('1 = ( ~ k ,  ("ku)p (II X~~ )- (283) 



Les calculs qui suivront démontrent que G,, est coercitive. Comme X,, est un espace 

de dimension finie, toutes les normes s'équivalent sur cet espace. Nos calculs utilisent la 

norme L' . 

Il existe donc une constante S, )O telle que : 

On peut maintenant définir notre problème de points fixes. On pose les définitions 

suivant es : 

S, = min 

dif 

s, = max Qvk, (UJI L2 : 21 E xIW. ilullL2 2 J; }- (288) 

On observe tout d'abord que les définitions (286), (288) sont valides en raison de la 

dimension finie de X,, . Nous dons  maintenant montrer que les points fixes de V,, 

sont les racines de vk,, . Un examen superficiel de (287) nous donne l'équivalence 



Toutefois, la première alternative est interdite par la définition de la fonction r,, . En 

effet, si llullr. 2 si alors rkN ( u ) ) ~  par (284) et (286). si  IIziII ,. I si alors rkJf (u) 2 S, )O 

par (285) et (286). Il est donc démontré que : 

Iî E Xkw est point critique de V,, o fi est racine de y,, - (289) 

Étape 3 : Montrer que V,, possède zinpointfixee 

Soit 

B = E x*+~, : llull L2 max(si , s;)). (290) 

On voit facilement que V', (B) c B .  Prenons ii E B. Si IIüII,. 5 Si alors 

[IV& (iillL2 < S, 5 rayon@) . Dans l'autre cas, si Si < IHlr2 c rauo,z(B) on a par 

(286),(287) que : 
- - 

D'autre part, par (284), on a aussi: 

(c !GJf (c))~~ )O - (292) 
. . Appliquons le Iernrne 3.1.4 avec X = X,,, , Ir = tr , r = r,,, (ii) et v = (v,,, (ii) . On 

trouve alors : 

< S  < r  otz(B) - (293) 4 ( 1  ( l  - 1 - au 

Donc VkJf (B)  c B et par le théorème de Brouwer, V,,, possède un point fixe dans B. 

Étape 4 : Conclzisio~~~ 

Par l'étape 3 et les équivalences logiques (282), (289) pl possède un point critique 
xt .LU 

de la forme (;,O). O 

Théorème 3.1.6 

Supposons que f et 32 satisfont les conditions (HO) à (H6). Alors l'ensemble 



est borné dans X i ,  (Cl, ; R" ) . 

Démonstration : 

Soit @,O) un point critique de pl . Alors on a : 
-1-k .Lw 

( ~ ~ ( ~ ~ 0 1  (0. b)),, = O vb E Xk+bf - (295) 

D'autre part, par (39) et ia stabilité de X, , sous la dérivation on trouve : 

On va maintenant prouver que i est borné dans H& (Cl,; R" ). La preuve passe par une 

série d'étapes; à chaque étape nous majorons la nome de 6, de flzi ou de l'une ou 

l'autre de leurs dérivées partielles. À l'étape finale nous majorerons la norme H' de û . 

En prenant b = 1î dans (295),(296) et en utilisant la ~'-ortho~onalité existant entre u et 

Ou 
- on trouve : 
ût 

On obtient alors les calcuk suivants : 



I 

n i  [A()- q r ?  - Ilo2 IlLt 1 0 . Pa. hypothèse ~(1)- a, )O et I~~/'iiIl_ est borné par 
L= 

def 

la racine positive de la parabole p(x) = [A@) - a, b' - Ila2 IlLI . 

Ce qui entraine la majoration ci-après pour Itll,. - 

Par l'hypothèse (K4), on obtient le calcul ci-après. 

-- 7 

c a, D 2 û  max d,' ,...,ci; +~~a&l 1 { '} (299) 

< a, Ko max d,' , . . ., 4:- +Ilal I l L l  i i 

Ùrr Grr 
Étape 3 : Des bornes pmr -dans L2 (fi,; R.h') et p w  -dans ~ ' (52 , ;  

dt ax 
Gr; 

La ~~ -0r tho~onaI i t é  entre - et DA,; entraine les inégalités ci-après. 
32 



En utilisant la stabilité sous la dérivation de X,, et l'inégalité de Cauchy-Schwarz on 

obtient alors : 

Étape 4 : Une borne pour tr dmts Xi, (R, ; R" ) . 
On a premièrement l'inégalité suivante : 

On donc borné 6 dans H 1  (Q,; R"' ) . Comme d'autre part N E XCJ.' , les hypothèses de la 

proposition 2.3.1 sont toutes satisfaites avec p = 2 et v = zî et donc v E H i ,  (R, ; R" ) . 

3't 2 

Par l'immersion H:, (Cl, ; R\') 4 L~ (aT ; R ~ )  il existe une constante c)O telle que : 

Ainsi : 



G 
Étape 6 : Une borne L' pour -CP)û). 

a(& 1) 
Par le théorème 2.3 -3, on a que fi E H:, (a, ; R" ) et que la règle de chaîne ci-après est 

valide. 

On va trouver des bornes pour les différentes fonctions apparaissant dans le membre de 

droite de (306)- 

Gf Oû. L'hypothèse (H5) nous permet de borner - 
~ ( t '  x) 

ZN-? 2-V-Z - def 

5 a, llûll Jx;!z - + lia, IlL, 5 a3K6-V-l + lia, IILl = K; (307) 
L .Y-' 

L'hypothèse (H6) et l'inégalité de Hdder nous permettent de borner 

On a donc par l'inégalité du triangle : 

Étape 7 : Urie borne pour flzî h 2 s  H:, (a,; R" ). 
De (309)' (299) on trouve l'inégalité suivante : 

De (Hl),(HZ) et de la proposition 2.3.1, on trouve que flzî E H:, (a, ;RA' ). 



or3 
Les fonctions - et DA,N sont Hi, -orthogonales entre eiies. On déduit alors de (297) 

dr 

les inégalités suivantes : 

L'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne ensuite la borne suivante : 

On obtient finalement la borne suivante pour la dérivée de n : 

dif 

I K ~ ~ + K ~ = K ~ ~ .  (315) 

Les inégalités (298), (3 15) nous donnent la borne suivante : 

On vient donc de borner zî dans ( R )  On a d'autre part que 

L s  X X x  c lY&(nr ; R") ce qui veut die qu'on a borné zî dans H;, (fi,; R" ) . 

Conclusion : La constante KI, est indépendante du point critique en dimension finie 

($,O) et du sous-espace X,, auquel û appartient. Le lecteur peut s'en convaincre en 



inspectant les différentes étapes du raisonnement précédent. On a donc borné l'ensemble 

PCDF dans H A  (Cl, ; R" ) . O 

Corollaire 3.1.7 

Supposons que R et f satisfont (HO) à (H6). 

Soit une suite kk : k = 1,2,3,..)~ PCDF telle que (2îk,0) est point critique de 4 . 
-Ut .zw 

Alors kk} possède un point d'accumulation zî retativement à la topologie faible sur 

H;, (C2, ; Rh'). De plus, tous les points d'accumulation H;, - faibles de hik) possèdent 

les propriétés ci-dessous : 

@,O) est un point critique de la fonctionnelle g, : H:, (Q, ; RM ) -+ R . (3 1 7) 

û et ~race[lr : d(0, )] satisfont les équations du problème (P 1) au sens L' . (3 18) 

Démonstration : 

La suite {;*) est borné dans l'espace réflexif H:~( !~ , ;R" )  ce qui implique qu'il existe 

une sous-suite kwr'} qui converge faiblement vers un certain N E H&(n,; R"). Par 

l'immersion compacte H;, (O, ; RA'' ) + H i ,  ( C l ,  ; R" ) on a la convergence forte suivante : 

Par la continuité de V p  sur H:, (a, ; R" ), on trouve la convergence forte : 

V ~ ( ~ ~ ( ~ , O ) ~ Z  v&,o) dans H:, (a, ; RA' ) . (3 19) 

Prenons maintenant k un entier positif fixé. On a alors 

Ainsi, on a la convergence faible : 

v ~ ( G ~ " ' , o ) ~ ~ O  faible dans H : , ( R , ; R . ~ ) .  (320) 

Donc v~(N,o) = O puisque la limite forte de (V9(ûk'",0)} dans H:, (Cl,; R" ) doit être 

égale à sa limite faible. (3 17) est donc démontrée. 



Vérifions maintenant que 

précisément on va vérifier 
- n aï -- DA,; 

23 satisfait les équations 

les équations suivantes : 

Comme Cl est L-régulier les équations 2 et 3 de (P 1') 

du problème (Pl) au sens L'. Plus 

dans L' (R, ; R" ) 
dans L' (Q R" ) 
dans L'@, T]X m R"). 

sont satisfaites par tous les éléments 

de Xi, (Q,; R"') et en particulier par zî . Vérifions l'équation 1. En utilisant le fait que 

û E H T ~  (Q, ; RA"), que @,O) est point critique de q> : x:, (R, ; RA' ) -+ R et la formule 

(39) on obtient les calculs ci-après- 

Comme D, (Cl, ; R" ) est dense dans L' (a, ; R" ) l'équation 1 de (P IF) est satisfaite. O 



CONCLIJSION 

Ce travail m'a permis d'explorer plusieurs avenues de recherche intéressantes tant du 

côté des systèmes de diffusion-réaction que pour des questions plus théoriques. Les 

questions que nous comptons explorer dans le futur a moyen terme sont les suivantes : 

II existe des exemples concrets où des substances diffisent d'un milieu vers un autre 

en traversant une interface qui n'est pas régulière. On peut penser à différents organes 

du corps humain comme les poumons, les reins, le foie, l'intestin dont l'interface est 

pleine de replis et de ramifications microscopiques. Si on pouvait atfianchir la théorie 

des traces des contraintes de régularité habituelles, on pourrait sans doute adapter les 

modèles de difision-réaction pour étudier les interactions d'un être vivant avec son 

milieu extérieur par ses différentes interfaces (système respiratoire, système digestif, 

systemes d'élimination des déchets, etc). Une approche possible serait de définir des 

espaces de Sobolev sur des objets fkactales. 

L'approche qu'on a utilisé pour montrer l'existence de solutions est constructive. 11 

serait bon de développer des algorithmes pour résoudre numériquement les systemes 

de diffusion-réaction avec condition Dirichlet-périodique. 

Dans la pratique, les solutions périodiques intéressantes sont celles qui sont stables 

dans le cadre d'une formulation sous forme d'un problème d'évolution. Pourrait-on 

ajouter des contraintes supplémentaires au problème dans H:: x pour éliminer 

les solutions instables sans se référer explicitement au problème d'évolution? Il 

suffirait peut être d'imposer une contrainte à ~race[tr : = O}]. 
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