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SOMMAIRE

La présente thése étudie I’existence et le calcul de solutions deux fois dérivables dans L2
de systémes de diffusion-réaction avec conditions Dirichlet-périodiques. La méthode
utilisée pour résoudre le probléme consiste a ajouter une nouvelle inconnue et un
probléme adjoint au probléme original. La partie linéaire du systéme est alors auto-
adjointe et la partie non-linéaire est un potentiel. Ensuite, on associe au probléme
augmenté une fonctionnelle ¢ , définie sur un espace de Sobolev adéquat, dont les points
critiques seront les solutions du systéme de diffusion-réaction augmenté. Pour montrer
I’existence et calculer les points critiques de la fonctionnelle ¢, on utilise une base
Hilbertienne bien choisie pour I’espace de Hilbert sur lequel la fonctionnelle ¢ est
définie; on montre que la restriction de @ au sous-espace engendré par un sous ensemble
fini de la base posséde toujours au moins un point critique; on montre finalement que les
points critiques des restrictions en dimension finie de ¢ possédent des points
d’accumulation (selon une certaine topologie) et que ces points d’accumulation sont des

points critiques de la fonctionnelle non restreinte.
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LISTE DES PRINCIPALES NOTATIONS

Notations relatives a la donnée du systéme de diffusion réaction

N : Nombre de variables spatiales x, par opposition a la variable temporelle t.

M : Nombre de substances qui diffusent et interagissent dans notre systeme.

Q) : Le domaine spatial de notre systéme de diffusion-réaction Dirichlet-périodique. On
supposera que €2 est un ouvert borné dans ’espace euclidien RY. On supposera a
certains endroits qu’en plus la frontiére ¢C) satisfait la condition Lipschitz locale
forte.

Q, : Le domaine du systéme de diffusion-réaction . Q, =[0,7]xQ.

D =diag(d,,..,d,,) : Matrice diagonale contenant les constantes de diffusivité d, des M

substances. Les constantes d, sont strictement positives.

f:Q, xR" — R :Fonction d’interaction entre les substances.

u=(u,. ,u,) :Q — RY :Cette application donne la concentration des M substances
en fonction du temps ¢ € [0, 7] et de la position x € Q. C’est I'inconnue du systéme de

diffusion-réaction.

Vv : Le gradient d’'une fonction v.

r

V= (—%, aiv J : Le gradient par rapport aux variables spatiales d’une fonction v
1 N

définie sur 2, .

=2

.'V
Av=>" gx]: : Le laplacien d’une fonction v définie sur Q, .
=1 i

1

iv



Notations relatives aux espaces de fonctions.

R"* : L’espace euclidien de dimension k.

R"™ - L espace des matrices réelles k xm .

C™(Q).C™(Q,) : Fonctions réelles continuement différentiables jusqu’a I’ordre m.

H™*(Q), H™*(Q, ) : Fonctions mesurables réelles m fois différentiables dans L’ au
sens des distributions.

H™(Q),H™(Q,) : Fonctions mesurables réelles m fois différentiables dans Z* au sens
des distributions.

wmr(Q)W™P{(Q,) : Méme chose que H ™7 (Q) H™*(Q,).

wm(Q)W™(Q,) : Méme chose que H™(Q),H"(Q,).

D(Q) = {4 & C=(Q)|Supp(u) est compact }

Supp(u(z,.)) est compact(WVO<¢<T ), }

¢* u(0,.)=¢&%u(T,.),Ymulti - indice .

DT(Q,)z{ll eC”(Q,)

H 7% (Q) : Fermeture dans H ™*(Q) de D(Q).
H [ (Q ;) : Fermeture dans #™7(Q,) de D,(Q,).
wr(Q) = %{ e H "'"’(Q ]trace (u,cQ) = g}_

e y=lucHumr@, trace (u,{t = 0}) = trace (u,§ = T})l
£ trace (u(t,), ¢Q) = g(Vt IS [O,T]) ]

Les espaces C’"(Q, R"), W”"”(Q R"), H’"‘"(Q R") ... sont définis de fagon semblable

aux espaces C"(Q), W™#(Q), H™"(Q) ... sauf que les fonctions membres ont leurs

images dans R* .
De méme, les fonctions membres des espaces C” (Q R*! ) wme (Q., R*! ) H™F (Q, R""’)

ont leurs images dans I’espace des matrices réelles k£ x /.

v



Normes. produits scalaires et dualité

Si X est un espace normé on dénotera par |||, la norme de cet espace.

Si A est un espace de Hilbert on dénotera par (,) son produit scalaire.

H
Si X est un espace vectoriel topologique et que X"’ est son dual, on dénotera par (,.), .-

le produit de dualité entre X'et X'.

Au besoin ces notations seront abrégées si le contexte est clair. Ainsi si on sait que

uel’ (QT;RM ) on écrira [ju| . au lieu de [|u] o, 2%)

Notations relatives aux opérateurs de différentiation.

On considére une fonction g:Q. xRY - R:(f;x;y)— g(t;x;y)dépendant d’un
argument temporel € [0, T ] , d’un argument spatial x = (x,,...,x, ) € Q et d’un vecteur

de concentrations y =(y,,...,y,,) € R*' . On définit les notations suivantes.

0.8 = Cg/at : La dénivée de g par rapport a la variable t.
0,8 = a%x. (1<i < N) :La dérivée de g par rapport a la i-éme variable spatiale.

On.,;8 = a%y (1< j<M) :La dérivée de g par rapport a la j-éme variable de concen-
J

tration.
0%g =038V 55 Vg si @ =(a(0),...,a(M + N))e NV sous ’hypothése que

I’ordre d’exécution des dérivations ne change pas le résultat.

Vg =(£, og o8 , g g ) : Le gradient de g.
ot 5xl a‘CN 5}’1 ayw

ng{

~

g
Oxy
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) : Le gradient selon les variables spatiales de g.
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vV.g= (-% 4 J : Le gradient selon les variables de concentration de g.

@1 T a-}’.‘[
N a2
Ag=D g}f : Le laplacien de g.
i=l i

1

0L(IkA(2X...cc : Liste en ordre croissant des valeurs propres de I’opérateur

a2
cv

—AH Q)N C™(Q) > H(Q)NC™(Q): v -i

i=1 i

5 -

a)

On considére une fonction A:Q. xRY = RY (¢, x;y)— h(t; x; y)dépendant d’un
argument temporel 7 € [O, T] , d’un argument spatial x =(x,,...,x, ) € € et d’un vecteur
de concentrations y = (y,,...,y,,) € R*' . On définit les notations suivantes.

h(1<i<M) :Lai-éme composante de / = (*,,....h,,).

ch _ (am oh,\ ch _(¢ch chy, ) ch [ ch ch,,
at al b AGAas | 6[ b 6xi 6x T 6x 3 @}J E):yj v @] b

13 z

8,h=0h.. .8, )0<i<N+M.

_% _ai“
- " o,
é; = ahw Bhu : La matrice jacobienne de h par rapport aux variables spatiales.
h ax. ax, |
_% oh
ah M .'a}’;»r
5 = ahw ahu : La matrice jacobienne de h par rapport aux var. de concentration.
E™
ah aohl T aN—é-.'W;zl
‘m B DR : La matrice jacobienne de h.

aO hA«{ mmee aN{-M hM'
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INTRODUCTION

Les systémes de diffusion-réaction possédent de nombreuses applications en chimie, en
biologie et dans les problémes de transfert de la chaleur. (Voir, par exemple
[3,6,7,13,16,17,18,19].) En biologie, une application importante est la description
d’écosysteémes [6,7,19], les individus d’une méme espéce étant alors considérés comme
les molécules d’une substance. C’est surtout de I’étude des écosystémes que vient

I’intérét porté aux solutions périodiques des équations de diffusion-réaction.

Les résultats connus d’existence de solutions pour ces systémes utilisent [’'un ou I’autre
des théorémes de point fixe classique. Ainsi le théoréme de Banach sur les contractions
se retrouve dans les travaux de Liu et Pao [12] et celui de Leray-Schauder est utilisé par
Nkashama et Willem [15]. D’autres méthodes sont utilisées pour aborder ce probléme.
Par exemple, Dikansky utilise la méthode de Galerkin dans [4,5]. Son résultat important
dans les deux cas (autonome et non-autonome) est 1’existence d’une solution périodique
asymptotiquement stable pour le probléme de diffusion-réaction Dirichlet-périodique si

une approximation Galerkin d’ordre suffisamment élevé posséde une telle solution.

Dans cette thése, nous combinons plusieurs méthodes pour étudier le probléme : espaces
de Sobolev, méthodes variationnelles, méthode de Galerkin, théoréme du point fixe de
Brouwer. Les contraintes imposées sur la croissance de la fonction d’interaction ainsi que
sur la régularité du domaine spatial sont plus faibles que celles rencontrées dans la

littérature.

Si on normalise la condition de Dirichlet & zéro, notre probléme s’énonce comme suit :

- &éf
%—DAxu:jOu sur Q, =[0,7T]xQ,
(P1l) u(O,x)=u(T,x) xeQ,

u(t,x)=0 (t.x)elo,T]xeQ,

ou



f
o u=(u,. ,u,) :[0,T]xQ — R¥est le vecteur-colonne des concentrations des M
substances en présence.

o 7:[0.7T]xQ xR — R est la fonction d’interaction des M substances en présence.

déf
. ﬁ)u(t,x): f(t,x,u(t,x)) est 'application (4 la fonction de concentration u) de
I’opérateur de substitution associé a f .

e D=diag(d,,...d,,) est la matrice de diffusivité des M substances. Les

d, (i=1,.,M) sont des constantes positives.

o Au=(Auwun,.  Au est le laplacien appliqué a toutes les composantes de «.
X x** x“CM p pp q

e Qc RY estun ouvert borné. Dans I’énoncé de certains résultats on supposera que sa
frontiére satisfait une condition lipschitzienne locale forte. Pour d’autres résultats, on

ne fera aucune hypothése de régularité.

Le probléme (P1) ne se préte pas directement & une formulation variationnelle. Faisons

I’hypothése que la fonction d’interaction f(z,x,y) est continuement dérivable par
rapport a sa variable de concentration y € R* . On augmente ensuite le systéme d’une

inconnue supplémentaire v:Q,. — R* devant satisfaire le probléme suivant :

s 14

_aﬁtv—DAxv :(%Ou) v (t,x)e [O,T]X Q,

(P2) | v(0,x) =w(T, x) xeQ2,
v(t,x)=0 (t,x)elo,T]xeQ.

L’augmentation de (P1) n’a pas ajouté ou soustrait de solutions au probléme original. En
effet, on voit facilement que si (,v)est une solution du systéme augmenté (P1)+(P2)
alors wuest solution de (P1). Réciproquement, si zest une solution de (P1) alors

(,0) solutionne (P1)+(P2).



Notre étude du probléme (P1) se fera en plusieurs €tapes au long des différents chapitres
de cette thése. Au chapitre 1, le théme central sera I’opérateur de substitution. En effet,

deux termes dans le probleme (P1)+(P2) résuitent de ['application d’un opérateur de

o

substitution : les termes fu et —Ouw . Le chapitre [ est divisé en deux sections. La
¢y

section 1.1 présente les résultats de Krasnosel’skii relatifs a la continuité de I’opérateur
de substitution d’un espace L’ vers un espace L?(voir [8] pp. 20 a 32). La section 1.2
présente une généralisation non-triviale du théoréme des accroissements finis faisant

intervenir I’opérateur de substitution et la notion de mesurabilité.

Le but du chapitre 2 est d’établir une correspondance entre les points critiques d’une
fonctionnelle ¢ et les solutions du probléme (P1)+(P2). A la section 2.1, on définit tout
d’abord la fonctionnelle ¢ et son domaine: ['espace de Sobolev
H:2(Q, ;R )x H2 (Q,:R") ( pour p.gel,»] ). On énonce ensuite des conditions
suffisantes pour que ¢ soit de classe C' pour différents cas d’espaces H+Z x H}Z. Les
cas traités sont (p=q=2), (pe[l,N—H[,q::zo), (p=N+lLg=cx) et
(pelN+1,x[,g==). A la section 2.2, nous comparons deux fagons de définir la
condition Dirichlet-périodique homogéne pour les espaces de Sobolev. L’une utilise la
théorie des traces et requiere une régularité suffisante de Q : condition lipschitzienne
locale forte (voir Adams [1] et Kufner et al. [9] ). L’autre, obtenue par fermeture d’une
famille de fonctions de classe C”, ne suppose aucune régularit¢é de Q. On montre la
coincidence des deux définitions quand Q satisfait une condition lipschitzienne locale
forte. Les démonstrations sont inspirées de celles utilisées dans Adams [1] pour les
résultats d’égalité entre H, et W, A la section 2.3, on s’intéresse de nouveau a
I’opérateur de substitution et a son effet sur la condition Dirichlet-périodique imposée a
u. On obtient des conditions suffisantes sur f pour que Ru soit Dirichlet-périodique
quand « est Dirichlet périodique. On n’impose aucune condition de régularité a Q. A la
section 2.4, on établit des correspondances entre diverses variantes d’un méme probléme.
La premicre série de correspondances porte sur différentes versions du probléme
(P1)+(P2). La deuxiéme série porte sur différentes versions de (P1). Les résultats de cette

section peuvent se résumer ainsi :



e en posant certaines conditions sur € et sur f (voir théoréme 2.4.2), on a que les
(w,v)e H., (Q,.;Rm ) qui sont solutions faibles de (P1)+(P2) sont les points
critiques de ¢ définie sur A}, (QT;Rlw )

e en posant certaines conditions sur ) et sur f, ces conditions dépendant de la valeur de

p €[, o[ (voir théorémes 2.4.3,2.4.4, 2.4.5 et 2.4.6), on a queles u e H:7(Q, ;R )
qui sont solutions faibles de (P1) correspondent aux points critiques de la forme (u,O)

pour ¢ définie sur H:2(Q,;RM )x H:2(Q, : RM).

Au chapitre 3, nous présentons un résultat d’existence (voir théoréme 3.1.1) d’une
solution #, deux fois différentiable dans L* (au sens des distributions ) et satisfaisant les
équations de (P1) au sens L°. La méthode utilisée procéde en plusieurs étapes.

Premiérement, on introduit une suite emboitée de sous-espaces {X, } de dimension finie
dont I'union est dense dans H}O(QT;R“") et H:(Q. ;R ) On utilise ensuite le

théoreme de point fixe de Brouwer pour prouver que qal ¢..y, Poséde un point critique de
hid i ]

la forme (u" ,O) pour chaque entier positif £. On montre ensuite que toute suite {u" e X, }

correspondant 4 des points critiques (11",0) de ¢ est bornée dans A, (QT;R”) et

XXy
H;, (QT;R‘” ) On montre finalement que les points d’accumulation A, —faibles d’une
telle suite {u"} (ils existent par la réflexivité de H7, (QT;R“ ) ) sont points critiques de

@ et sont solutions des équations de (P1) au sens L”.

Dans ce type de résultats, il n’est pas souhaitable de limiter le taux de croissance de la
fonction d’interaction par rapport aux variables de concentration. Notre résultat est
meilleur que ceux retrouvés dans la littérature sur ce point. Par exemple, dans les résultats
de Dikanski [4,5] on demande que la fonction d’interaction s’annulle quand le vecteur
des concentrations des substances dépasse un certain seuil. De leur c5té, Morgan et Hollis
[14] majorent par une constante une combinaison linéaire des taux de réaction des
différentes substances. Dans cette thése, nous permettons & la fonction d’interaction de
croitre linéairement avec les concentrations des substances. D’autre part, la régularité que

nous demandons au domaine spatial Q est plus faible que celle exigée dans la littérature
(C°" au lieu de C***).



CHAPITRE 1

OPERATEURS DE SUBSTITUTION

Les équations aux dérivées partielles
0 “
Eu—DAxu =Pu (x)eQ =[0,T]xQ (1)

et

14

- %v —~DA v= [%Ouj v (1,x)eQ; 2)

extraites du probleme (P1)+(P2) contiennent toutes les deux une composante non-lin€aire

obtenues en appliquant des opérateurs de substitution (aussi appelé opérateur de
déf 5 déf
Nemytskii) : les termes fu(z,x)= £ (¢, x,u(t,x)) pour (1) et %Ou(t, x)= —g—(t,x,u(t, x))

pour (2). Dans ce chapitre nous résoudrons deux difficultés techniques rencontrées en

manipulant ces termes dans notre travail sur les systémes de diffusion-réaction.

A la section 1.1, nous présentons des résultats de Krasnosel’skii (voir [8] pp 20 a 32)
relatifs a la continuité de |’opérateur de substitution d’un espace L? vers un espace 7.

Plus précisément, nous étudions le probléme suivant :soit (E,J,m) un espace mesuré non
atomique; soient (X, S(X ), (¥, B(Y)) des espaces de Banach munis de leurs tribus de
Borel; soient finalement des fonctions mesurables g:(X,B8(X))— (¥.8(F)) et
h:(E.3)x(X. (X)) — (¥, B(V)). On cherche des conditions nécessaires et suffisantes
sur g pour que P’application # +> gou envoie LF(E; X ) dans L? (E; Y ) et pour que cette
transformation soit continue. De méme, on cherchera des conditions nécessaire et/ou
suffisantes pour que I’application u - (e > A(e,u(e))) soit continue de L?(E;X) vers

L?(E;Y). Les résultats obtenus dans cette section serviront 4 nous assurer que le terme



ef

f(t,x,u)de (1) et le terme =—(¢, x,u) de (2) appartiennent a des espaces L?appropri€s et
oy

que ces fonctions varient continuement par rapport & € L?(Q, ; R*).

A la section 1.2, nous présentons des adaptations non-triviales du théoréme des
accroissements finis s’appliquant dans un contexte d’utilisation de |’opérateur de
substitution. Considérons les fonctions g et h définies au paragraphe précédent mais
supposons cette fois ci que g va de £xR* vers R et que k# va de R® vers R. On va
dénoter par V A(e,y) le gradient de /4 par rapport a 'argument y € R. On aimerait
pouvoir écrire les choses suivantes :

vu,v:(E, 3)—)(RK, ,B(RK )) mesurables, 36,.,6, (E,3)— ([o,1] Bl0,1]) également

mesurables telles que :

g(v(@)—glue)) = (Vg([l -6, ]u(e)+ 0, v(e)), v(e)—ule >RK 3)
et
h(e,v(e))- hle,u(e)) = (V yh(e, [1-86, J(e)+6,v(e)) vie)- u(e))Rlt . C))

La difficulté dans les deux problémes présentés ci-dessus est bien entendu d’obtenir la

mesurabilité des fonctions "d’accroissement fini" 6§, et §,. Les résultats obtenus

serviront pour démontrer les résultats sur la différentiabilité de la fonctionnelle ¢ & la

section 2.1.
1.1 Continuité de I’opérateur de substitution de L vers L

Définition 1.1.1

1) Soit (E,3,m) un espace mesuré avec mesure positive. Soit (X, (X)) un espace de

Banach muni de sa tribu de Borel. Soit « : (£,3,m) — (X, f(X)) une fonction mesurable

et pe0,of. Nous disons que ueL?(E;X) si .ﬂlu(e)”_‘,” dm(e){(oc Si on considére
E

comme identiques deux fonctions égales presque partout alors L?(E;X) est un espace de



R lip
Banach pour p e [I,%[ avec la norme “u"p g{ﬂfu(e)[l_,(’ dm(e)} et un espace métrique
E

déf” .
complet pour p € |0,1[ avec la distance o L@, v) = ﬂlu(e)— v(e)|;.dm(e) .
E

2) Soit (Y , B(Y))un autre espace de Banach et soient p,q e ]O oo[ On dit qu’une fonction
mesurable g : (X, (X)) — (¥, B(Y)) est (p,q)-préservante si
o uel’(E;X)=goucli(E;Y)

e L’application u > gouest continue de L?(E;X) vers L(£:Y).

3) Soit une fonction mesurable 4 :(E,3)=x{X,B(X))— (¥,B()). on dit que A& est

déf”
(p,q)0-préservante si la composition ~Qu(e) = h(e,u(e))satisfait les conditions suivantes :

e uec L"(E;X) = hOu eL"(E;Y)
e L’application u —> AQu est continue de L?(E; X) vers L7(E;Y).

4) L application u« +— h0u s’appelle opérateur de substitution associé a la fonction 4. On

va donner a I’opération ¢ le nom de composition tordue.

Définition 1.1.2
Un espace mesuré (£,5, m) totalement o-fini avec mesure positive est dit non-atomique
sl pour toute suite positive {Jt(ll)} telle que Z;r(n): m(E) il existe un partition

mesurable {£(n)} telle que m(E(n))= r(n).

Remarques 1.1.3

e Les sous espaces non-négligeables Borel-mesurables et Lebesgue-mesurables de R*
sont tous non-atomiques. Le domaine ., de notre systéme de diffusion-réaction est
non-atomique.

e Un sous espace mesurable non-négligeable d’un espace non-atomique est non-

atomique.



e La définition habituelle caractérise les espaces non-atomiques par la propriété

suivante : si £, est un sous espace mesurable de £ alors il existe un sous ensemble
mesurable £, c E, tel que 0(m(E, Xm(E,). Pour plus de détails sur ces espaces voir

[Halmos].

Théoréme 1.1.4
A) Soient p,q e ]O,w[,soit (E, 3, m) un espace mesure non-atomique tel que 0{(m(£){(w
et soitg: (X ,B(X )) - (Y {04 )) une fonction mesurable. Alors g est (p,q)
préservante st et seulement si
Ja,b >0 tels que “g(x)"}," < aHxﬂX” +b VxeX, (5)

£ est continue. (6)

B) Si on suppose plutét que m(E) =cc sans changer les autres hypothéses alors g sera
(p,q)-préservante si et seulement si
Ja=0telquelg(x)|,? <afx],” vxeXx. (D

g est continue. ®

Démonstration :
Etape 1 : Suffisance des conditions pour que u € [* = gou e [7.

La suffisance de (5) et (6) pour I’énoncé A) et celle de (7) et (8) pour ’énoncé B) sont

vérifiées dans les calculs ci-aprés :

ajl[u(e)”:. dm(e) +bm(E)(x st m(EX><,

qd < £
£ lg Cu(e)); dme) < . J'||u(e)||_’:_ dm(e)(o sim(E)=w.

Etape 2 : Suffisance des conditions pour avoir la contimuité de L? vers L°.

Soit une suite él" }C L*(E; X) qui converge en norme L’ vers un certain x. Par le lemme

[.1.6 (a venir), on peut extraire une sous-suite {[u""‘) - uHX }c {lu" - u” . }c L? (E; R*) et



trouver des fonctions F,G e LF (E; R ) telles que :

u"® (e) - u(e)" e 20 pour e p.p.dans £,

u"® (e) - u(e)” S F(e) pour e p.p.dans E, Vk € {1,2,3,.. },

u"(")(e)" ","u(ell_‘_ <Gle) pourep.p.dans E,Vk e {1,2,3,..}.

On obtient alors une fonction dominante pour {lg ou"® —go u": } dans L' (£;R) -
a6 (LN} ¢ _ [2a[G(e)]* +2b sim(E)Xes,
Ilg(u (e)) g(u(e)lL' - {ZG[G(Q)] P si m(E) =0

k)

La continuité de g entraine ensuite la convergence presque partout de gom ™’ vers gou.

Par le théoréme de convergence dominée on trouve ensuite que g o™ .8eu dans
—®

L? (E; Y ) (au sens de la norme ou de la métrique L?) . Par le raisonnement précédent, on

peut extraire de chaque sous-suite {gou”"")} une sous-sous-suite goa ™" — gou

dans [%(E;Y). Par le principe de convergence la suite originale {gou"} converge vers u

dans L(E;Y).

Etape 3 : Une condition nécessaire technique quand m(E) = x .

Supposons que g est (p,q)-préservante, que (E S,m) est un espace mesur€ non-atomique
et que m(E) = . Montrons qu’alors g(0) = 0(cette condition sera redomdante une fois
que (7) sera prouvée). Nous définissons wu(e)=0 dansX WeekL. Alors
gou(e)=g(0) dansY VeekE.Evidemment < L?(F; X) maisona:

0 sig(0)=0,

J;{|g(u(e))||;dm(e) = {oc si g(0) = 0.

Ainsi pour que g soit (p,q)-préservante il est nécessaire que g(0)=0.

Etape 4 : Nécessité de la continuité de g .

Supposons que g est (p,q)-préservante.

Choisissons un sous ensemble mesurable £ de E tel que 0¢ m(ﬁ)( oc



Choisissons x < X et une suite {x(#7)}convergente vers xdans X . Nous définissons les
fonctions suivantes dans L?(E; X) :

Iln = Zg-’x(n) (n = 1721'-—)3
U= y:x.
ou y, est la fonction caractéristique de I’ensemble 4.

Comme g est (p,q)-préservante nous avons que

n-yen

[lg,@)- gl dm(e) = mE)glm)-g]i — o.

Ainst x(n) — x dans X = g(x(#1)) > g(x)dans Y et g est continue.

Etape S : Nécessité de la condition de croissance si 0({ m(E){ = .
Supposons que 0{m(£){ o et que (5) est fausse. Alors Vn e {1,2,3,....},3x(n) e X tel

que :

A

leGe|? yalxm]’ «1).  ©)

Comme E est non-atomique il existe une partition mesurable {£(n)} de E telle que

v+

c

m(E(n))= (]
n-

ou

—1
1
= m(E)[; n* (Hx(n)"p +l)} -

Nous définissons la fonction

u= Z x(”)Zs(n)
n=1
qui appartient a L7(E; X ) puisque

p o«
L0 S

e T 1] n=t 1

j lbe(e)|| . dm(e)

Toutefois gow n’appartient pas a L2(E;Y ) car par (9) nous avons :

10



[lse@idn@ = SlgeeimEm) > T = .
E n=1 P

Etape 6 : Nécessité de la condition de croissance si m(E) = .
Nous prenons un sous ensemble mesurable E de E tel que 0 ¢ m(E’ )(oo :

~
2

On définit une isométrie ™ L* (E X )—) [*(E; X) par la formule suivante :

~ u(e) sie ek,
= ~ 10
“te) { 0 siegk. o)

Cette isométrie permet d’identifier L” (E; X ) 4 un sous-espace de L°(E;X). Une
isométrie définie de la méme maniére (notée également ~) permet d’identifier L7 (E; Y ) a
un sous-espace de L? (E; Y ) D’autre part, grace a I’étape 3, on a (gou)': gou. Donc,
pour que g soit (p,q)-préservante de L?(E; X) vers L(E;Y), il est nécessaire qu’elle le
soit de L’(E; X) vers L? (E; Y).

Alors il existe au moins un couple (a,b) ]O,oo[x ]Ooo[ tel que

le@)|; < ax; +b vxeX. (11)

On va prouver que parmi les couples (a,b) satisfaisant (11) il y en a au moins un de la
forme (a,0). Supposons le contraire, alors pour tous les n e {l,2,3,....}il existe x(n)e X
tel que :

C10) W O (12)

On définit maintenant une fonction « € L? (£, X) telle que gou ¢ L? (E;Y). Comme E

est non-atomique de mesure infinie il existe une suite {E (m)} d’ensembles mesurables

disjoints dans £ tels que :

m(E (n)) = 1

ety
On remarque qu’aucun x(n7) ne peut étre nul par ’hypothése que g est (p,q)-

préservante, I’étape 3 et I’'inégalité (12) (qui garantit que g(x(n)) =0, Van).

11



def =
Soit la fonction # = Z x(1) ¥ gy alors

n=1

fle@l dme = Y= ( =

m=t n-

mais
[lsw@)idme) = S = =.
E =t 71

Ainsi ’hypothése que g est (p,q)-préservante est contredite et on a prouvé par I’absurde

que I'inégalité (7) doit étre vraie. [

Théoréme 1.1.5

Soient £, X,Y, p,q comme dans le théoréme 1.1 4.
Supposons A (E S)x (X ,B(X )) — (Y , ,B(Y)) est une fonction mesurable satisfaisant les

conditions suivantes :

h(e,.) est continue poure p.p.dans £ selon la mesure m,  (13)

Jacl0,«[3pe (E; R*)tels que

14
In¢e, x)|; <a|x|;. + Ble)(Vx € X, pour e p.p.dans E) (14)

Alors A est (p,q)0 — préservante.

La démonstration de ce théoréme utilise le lemme 1.1.6 ci-aprés. La preuve de ce résultat

classique se trouve (entre autres) dans Brézis [2] au théoréme I[V.9.

Lemme 1.1.6

Soient (E 3, m) un espace mesuré avec mesure positive et {fn} est une suite convergente
vers 0 dans L'(E;R). Alors il existe une sous-suite {f,, { et une fonction F e L'(£;R)

telles que
k—»c0

f,,(,,) (e) > 0 pourep.p.dans £, (15)

|f,,(k) (e)l < F(e) pourep.p.dans £. (16)

12



Démonstration du théoréme 1.1.5:

Soit # € L?(E; X). Supposons que # satisfait la condition de croissance (14). Les calculs

suivants prouvent que AQ0u € L? (E; Y):

[l u@); dm(e) < a [leete)] 5, dmee) + J’ Be)dm(e) ( =.

E E E

Supposons maintenant que /A satisfait (13) et (14). Prenons une suite {u } convergente
vers u dans L?(E;X) et montrons que ’intégrale

[lite.u, @)~ e, u(e))]: dmee)

converge vers zéro quand # —oc.

Par le lemme 1.1.6, il existe une sous-suite {u,,(,c)} et une fonction dominante

F e ['(E;R) telles que :

U, (€) — H(e)"f, — 0 pourep.p.dans £,

U, (€)— u(e)ut_ < F(e) pourep.p.dans £ .
Trouvons une fonction dominante F pour les «,,, et pour u .

@) @)+t P
(£ (e + e JP = Feey

N

U, (€ )”‘:,

IN

On va maintenant obtenir une fonction dominante pour la suite {h()u,,(k)} par les calculs

suivants.

IA

[0 i (&) = HOuCe)|] ilhOun(j)(e)"Y +[|Houte)|, ]“

2%(a Fe)+ (e)

IA

D’autre part, par (13) nous savons que :
Hh()u,,(,r) (e)— hOu(e)“;’_ —» O poure p.p.dans £,

et par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue

hou,., — hOu dans L(E;Y).

i3



Par le méme raisonnement toute sous-suite {h()um,c)} contient une sous-sous-suite
convergente vers #0u dans L7(E;Y) et donc la suite originale {#0u,} converge vers #0u

dans I7(E;Y).U

Nous concluons cette section en donnant des énoncés alternatifs de la condition (14) du

théoreme 1.1.5.

Proposition 1.1.7

Soit (E, S,m) un espace mesuré avec mesure positive, soient X,Y des espaces de

Banach, soient p,qe]0,00[ et soit finalement une fonction mesurable

h:(E,3)x(X. (X)) — (. BX)).

Pour r € J0,c[ on définit les affirmations suivantes.

AC) :{Har S [O,oo[,E!b, eIL’(E;R'
e, 2" <a [l +8,¢e)

Alors les énoncés suivants sont vrais.

tels que

r

e Si A(r,) est vraie pour un certain 7, € ]O oo[ alors toutes les A(r) sont vraies.

e Si O(r,{(r{(= et a vérifient les inégalités de A(r,) alors a, =a, et

b, =[p, [ verifient les inéquations de A(r).
® Prenons &£ ) 0. Si 0(r(r,{c et a,,b, vérifient I'inéquation de A(r,) alors

a, =(1+ g)a,o vérifie A(r) pour un choix convenable de b6, L" (E; R” )

Démonstration :

Supposons que A(r,) est vraie, c’est & dire que
It <afodz e5,@°  an

pour certains a, >0 et b, € L” (E;R*).

x
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Cas ! :
Prenons re]ro,oo[_ Posons b,(e)=[b,h @r" . a, =a, . Nous avons alors I'inégalité

suivante :

I 6, = |

car r/r, )1 et |

rlr
ol +b,(e)] ",

X

i,/r ]r/ro + [bf (e)] riry < [l xl

f,/r,b,(e) > 0. Cect entraine que les a,,b,  définis ci-dessus satisfont

I’inégalité de A(r).
Cas2:

Cette fois, prenons plutét » e J0,7,[. Nous choisissons K ) O et nous obtenons les

inégalités suivantes :

b s, @ < AP ’ i
b::/r (e)(K =+ I)’o/r si bro (e) > _[i_l ’ )

7 (L YRY" + 857 e)(K +1)"

. ol 1
A+ YKY” sib, @<l

Pin
X

x

IN

Nous en déduisons que :

el = a e +s,@)"
= a(lz s, )
< a (e RS - eyrar @]

n/
.

b,':'/ "(e) vérifient ’inégalité de 4(r). Pour

Ainsi a, =(1+1/K)"a, et b,(e) =( K+}l]
° 1+K

chaque ¢ )0, il existe un unique choix de K ) 0 tel que

(l-i-%()r =1l+¢g,

on peut donc choisir a, arbitrairement pres de a, .C

1.2 Théoréme des accroissements finis et mesurabilité.

L’utilisation du théoréme des accroissements finis dans la résolution d’une équation

fonctionnelle engendre souvent des problémes de mesurabilité. Dans cette section nous

15



présentons des généralisations qui sont utilisables de fagon générale dans un tel contexte

et qui nous servira en particulier 4 démontrer que la fonctionnelle @ associée au probléme

(P1)+(P2) est de classe C' au prochain chapitre.

Soient

e (£,3) un espace mesurable,
e g:R* - R une fonction partout dérivable,

o h(E 3)x (RK , B(R® ))—-> (R, B(R)):(e,y) > g(e,y) une fonction mesurable telle
que le gradient par rapport a la coordonnée y existe partout dans £ x R,

e u,v:(£,3)— (R B(R)) des fonctions mesurables.

Si on applique le théoréme des accroissements finis classique on trouve [’existence de
fonctions 6,,6, : £ — [0,1] telles que :

gv(e)) - gu(e)) = (Vg([1-6, hute) + 6, @) v(e) ~ u(e)) . (18)

h(e, v(e)) - h(e,u(e)) = (Vyh(e, [1-6,k(e) +8,v(e)) v(e)-u(e)). (19)

Toutefois le théoréme des accroissements finis ne nous dit pas si parmi les 6,,6,

satisfaisant (18) et (19) il existe des fonctions mesurables. Dans cette section nous allons

répondre a ces deux questions sous des hypothéses assez générales.

e Pour &, la réponse est oui avec (£,3T) quelconque et g de classe C L
e Pour 8, la réponse est oui si (£,3) est un espace métrique séparable muni de sa

tribu de Borel et si les fonctions 4,V A sont continues sur £ xR" .

Ces deux résultats seront des corollaires faciles du théoréme suivant.

16



Théoréme 1.2.1
Soient (E,d)un espace meétrique sé€parable, F(£) sa tribu de Borel et une fonction

h:ExR* - R:(e,y)> h(e,y) telleque h et V A soient continues.

Alors il existe une fonction Borel-mesurable A : (E x R*¥ | ,B(E x R* )) — (0.1] Bfo.1])
telle que :

He,y:)—He,y,) =(V ey + ey, 32Xy, =3 )ys =31) Wey.y.) eExRExRE (20)

Démonstration :

Etape 1 : Définition de la fonction d'accroissement fini A.

Soit une suite {&,}— R telle que £, + 0 quand n —> =

Comme E et R* sont des espaces métriques séparables, on peut trouver :
e une suite {P,} de partitions boréliennes de £,

e unesuite {0,} de partitions boréliennes de R

telles que

e chaque partition P, et chaque partition Q, est au plus dénombrable,
o A, eP =>diam(4,Xe, . [, €Q, = diam(I Xe, ,

A, eP A, P =>4 <A ou A,.,n4, =9,

1.€0,.1,.,€0,,=> I,,cl,oul,_nl =3.

n+l

Pour (e, y,,y,)€ ExR* x R¥ , on définit

e,y y:)= Y <[0]: e y.) - he.y,) = (V hle. (1= )y, +13:), 3. - 3},
Cet ensemble est compact par la continuité de /# et de V /. Il est donc permis de poser

déf
l(e,yl,}ﬁ) = minA(e,yl,yZ).

Etape 2 : Approximation de la fonction d’accroissement fini en un point fixé.

Soit (¢, 7,, 7,) un élément fixé de E x R* x R¥ .

Soient é e fi,, eP, y e I, e 0,. 5, ej,, e Q,(c. a d. que pour chaque coordonnée on
sélectionne le membre de la partition P, ou Q, qui le contient) .

On pose

17



A4, 7,7.)=  UAE5.5.).

e,y EE-I sdy
/z‘.n(é’j}l’j}l): inf A(‘an in'jn) -
Par construction la suite réelle {1 (&, ,.7.)} est non-décroissante et elle est bornée dans

P’intervalle fermé [0,1], on a donc ’existence de la limite

déf

A= lim 4,@.90.9:)-
Nous allons montrer que A(¢, y,,7.)= A . Premiérement, les calculs suivants montrent
que <A@, 5,.5,). (1)
A@. 5.5 M4, 1, T, )= inf A(4,.1,.7,)<inf A@. 3, 51)
A )

SHAEVICAAN
Sl(é':)}l’-pl)

Il reste a vérifier I'inégalité inverse.

Aza@.5.5.) @2

Par définition

2,@.5.9.)=inf A4,.1,.7,), (@)

prenons donc A . € A(fln T, ) situé 4 une distance d’au plus ¢,de I'infimum.
Alors 3é e A,,3p" e I_,3p" e J, telsque

He,.51)-he,.57)=(V, 1, 02 pr + A,50)51 -57). @4

On a alors que

lim 4, =lim2,(@.5,.5.)=4,

car e, V0 et 0<si, -4, (70.9)<e,.

D’autre part, on a que

lim (&, 57, 77) = € 5, 92)

car (é € ﬂA",j?I eﬂfn,jz eﬂjn) et diam A, diam I .diamJ 0.

Par la continuité des différentes expressions apparaissant dans (24) on obtient 4 Ia limite

hE,5,)-ne.5)=v 41— +15,). 25)

18



Donc A€ A@,5,.7,), 2€.5,.7,)=min A@,3,.7,)< A et (22) est vérifiée.
Par (21),(22) et (25) nous avons donc que
;'-(é:j’n}"z)z Liinmi,,(é,)}l,)‘}g)z sup /‘f‘n(é’j’l’j}l)’ (26)

nefl.2.3..}

Etape 3 : Mesurabilité de la fonction d’accroissement fini.

Comme le point (¢, J,, ,) choisi a I’étape 2 était arbitraire, on a montré que
e, y.y,)=lim A, (e,,.y.)= ?up }An(e,y‘,y,_)V(e,y,,yz)e ExRf xR* .
Ao nefl 2.3,

On voit facilement que les fonctions mesurables A peuvent s’€crire comme suit :

j’n(e‘lyhyz): Z[in'fA(An’[n"]n)]l.-ln:l'n.d,,(e'lyl’y.‘?.)' (27)

AP,
In Jh€Q,

A est donc la limite ponctuelle d’une suite de fonctions Borel-mesurable, elle est donc

également Borel-mesurable. T

Un premier corollaire du théoréme ci-dessus est I’existence d’une fonction mesurable 6,

résolvant (19).

Corollaire 1.2.2

Soient £ et 7 comme au théoréme 1.2.1.
Soient u,v: (E, B(E)) — (R<; B(R¥)) des fonctions Borel-mesurables.
Alors il existe une fonction Borel-mesurable 8, : (£, B(E))— (0,1} g[0,1]) satisfaisant

(19).

Démonstration :

On pose 8, (e) = A(e,u(e),v(e)). O

Un autre corollaire du théoréme 1.2.1 est un théoréme similaire ou la composition tordue

hOu est remplacée par la composition de fonctions ordinaire gou.
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Théoréme 1.2.3
Soit geC‘(RK;R).
Alors il existe une fonction Borel-mesurable 4, :(R* x R¥, BR* ) [0.1] Bo.1]) telle

que

g(Y:)—g()’l):<Vg([l-’J"g(,VhJ’:)lyl '*';"g()’ta.V:).V:)x.V: _}’:> - (28)

Démonstration :

Soit £ = {e,} I'espace métrique trivial avec un seul élément. On applique le théoréme
1.2.1 ala fonction #: ExR¥ — R:(e,.y)> g(y)et on pose

Ag(yl’yZ):’z(em)’l-J’z) N

Avec ce dernier théoréme, on peut trouver une fonction Borel-mesurable 6, qui satisfait

(18).

Corollaire 1.2.4

Soient (E,SJ) un espace mesurable quelconque et g € C' (RK;R).
Soient u,v:(E,3)— (RK .BRE )) des fonctions mesurables.

Alors 36, :(E, 3)— ([0.1] Blo.1]) tel que

g(e) - g(u(e)) = (VgL -6, j(e) + 6,v(e)) wie) ~ u(e)) . (18)

Démonstration :

I suffit de poser 6,(e) = 4,(u(e),v(e)) .O

20



CHAPITRE 2

DIFFERENTES FORMULATIONS DU PROBLEME

Le but de ce chapitre est d’établir les correspondances existant entre le systéme augmenté

(P1)+(P2), les points critiques d’une certaine fonctionnelle ¢ et une forme faible du
systéme augmenté. A la section 1, nous définirons la fonctionnelle @ et nous établirons
des conditions suffisantes (nécessaires et suffisantes si la fonction d’interaction ne
dépend pas directement de t et x mais seulement de u(t,x)) pour qu’elle soit de classe C'.
A la section 2, nous comparons deux fagons de définir la condition Dirichlet- périodique
normalisée ( # est 7T-périodique par rapport a la variable 7, # "vaut zéro" sur [O, T]x cQ)
pour les fonctions appartenant a W"? (QT;RM ) . La premiére approche définit
w'e (QT ;RY )m {u satisfait une condition Dirichlet - périodique normalisée} comme étant
la fermeture dans W7 (QT;R“) d’'une certaine classe de fonctions
D.(Q,;R )= C=([0, T]x Q: R™) qui satisfont la condition Dirichlet-périodique au sens
classique. La deuxiéme fagon utilise la théorie des traces et n’est applicable que si €2 est

suffisamment régulier. Dans la troisiéme section on veut savoir sous quelles conditions

on aura 'implication :

[ uew"*(Q,;RY) }

u satisfait une condition Dirichlet - périodique normalisée
Puew'? (QT;RM ) ]

[ Sou satisfait une condition Dirichlet - périodique normalisée

Dans la section 4, on utilise les résultats techniques trouvés dans les sections 2 et 3 pour
établir des correspondances entre trois versions du probléme (P1)+(P2) et des
correspondances entre trois versions du probléeme (P1).

2.1 Définition de la fonctionnelle.

La fonctionnelle ¢ se calcule par la formule suivante :

21



I
M

o Ox/,
= J' <§’_l,,v> <D1/’ ou DV 8v> -(j{)u, v) W (dtdx
a’ RM ax & RAW R

. 2 Ol ov . .
ou D'* —et DV? 5 oot les matrices suivantes
ox

M o) o
_— [”’— ca (2 2 —(f,.ou)v,}dm

(29)

D‘”%:{(d,)‘“@lliiSM;ISJﬁNJ DI/’ ov |:(d )1/-
Ox}

I

et ou le produit scalaire de deux matrices A,B de format Af x N est défini par

<A’ B>R“" = Zaq'bij -

1<isM
ISj<Nv

Le domaine de la fonctionnelle ¢ est ’espace de Sobolev ;| (QT;R”’ ) On définit

maintenant cet espace ainsi quelques autres qui nous seront utiles.

Définition 2.1.1

les dérivées au sens des distributions

L. Hl'p(Qr) Wlp(Qr)_ ”eLp(Qr a: al » >
e ax eL?(Q,).

H"(Q R )=W"*(Q;;R" )= {u e 7 (Q, ;R 1183 K composantes de u}

e H"(Qr)

Uy, U g

H'@Q)=W"'(Q:)=H'(Q), H'(Q:R")=w'(Q i R* )= H'*(Q;:R¥).

2. On définit les normes suivantes pour les espaces H'” (QT;RK ) pour pe[l,oo[

( N2

"ll“Hl.p = Z "c'iaui ; Pour le cas limite p=% , la norme devient
\(I)Ssx]i{;l J
p

] e = “t’;‘“u " Si p’ est le conjugué de p alors la formule suivante définit
\})illillil J
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un produit de dualité qui dans le cas p=p =2est un produit scalaire

(u,v)H'p.p,: Z J'(a"uixaav,}ﬂdx.

I<i<K Q,

'UJ
S

(Q,)={ueC(Q, &%u(0,x) = 3*u(T, x) Ymulti -indice @ = (a,,...,a, ),
Supp(u(t,)) cc Q,vre[0,7]

les composantes de , |
D_(Q,.:R*)={uecC>(Q,:R¥
T( T» ) {lle ( T #lll,...,llx GDT(QT) Jf
4. Hpf (QT;R")z D, (Q,;R¥) Ia fermeture est prise dans I’espace H"(Q,;R¥).

trace(u,t =0) =trace(u,t =T),

5, Wl'p -R¥ )= 1.p :RE
T0 (QT,R ) {”GW (QT’R jtrace(u,[o, TixeQ) =o.

}, I’égalité ou non

de H*(Q,) avec W"?(Q,) dépend du domaine Q et en particulier de la régularité

de sa frontiére Q2.0

Nous pourrons bient6t énoncer et démontrer des conditions suffisantes pour que ¢ soit
de classe C' sur H;, (QT;RZM ) et de fagon plus générale des conditions pour qu’elle

soit de classe C' sur H;¢ (QT;R“)x H? (QT;RM). Nous aurons toutefois besoin de

deux petits lemmes : le premier donnera de petites variations de I’inégalité de Holder et

le second sera un corollaire du théoréme d’immersion de Sobolev.

Lemme 2.1.2 (Des variantes de I’inégalité de Holder)

e Soient p(l),..., p(K),r €[1,] tels que i(p(i))_l =r.

Soient des fonctions u, € L*“(Q,;R) (1<i<K).

K
Alors le produit [T, € L’ (Q;;R) et

K
ITu,
i=l

K
= '1:[1"”,- “me - (30)
r F
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e Soient p,q,re(l,x] telsque p™ +q7 =r'.

Soient u € L"(.QT;RL), ve [F"(QT;RL).
Alors (u,v),, € L'(Q,;R) et

[ el <~ GO

Démonstration :

La preuve de (30) se fera par induction sur XK.

Pour K=1, ’affirmation est triviale.

Supposons que K=2. Si p(l)=<c ou p(2)=<xalors (30) est trivial. Supposons que
p(D), pQ2),r e [1, oo[ et définissoms u,(f,x)= Iu, (@, x)' "(7=1,2) alors par l’inégalité de

Holder classique

""1"2 ;.r 3"171172 o Suﬁl”[_pnm i;z s ="ll] ":p(l) }"z l:y(l) -
Prenons K >3 et supposons que (30) est prouvée pour2,. . K —1. Définissons

K-1
F7 =% p()™", onaalors
~

K K-1 . K
Mu,| <|Ta, et [ e gg"u

' i

La preuve de (30) est terminée.

'“.L"“ .

Li

Soient p,q,r €[l ] tels que p™" +q™ =r"'. Soient u € L"(QT;RL) et ve L"(QT;R"').
Dénotons par [uf,. et [v, des fonctions définies par [u] . (t,x)=[p(s, x)|,. et
[V e €&, %) = [z, ) . - L équation (30) avec K=2 et les calculs qui suivent démontrent
alors (31).

"(u, v)R‘ r S“""“R‘ "v"R‘

e Sl s -

Lemme 2.1.3
Soit Q < R" un ouvert borné quelconque.
Dénotons par X < ¥ I’inclusion continue (immersion) d’un espace dans un autre.

On a les immersions suivantes :
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N-De

HE Q)< LY (@) (peLv+1), (2)
HE(Q, )< L(Q;) (Vge[L=]), (33)

HI(Q,)<C*(Q,) (vx e ]0,1 - L;—IJ VpelN+1, ac[) i (34)

Démonstration :

déf
=[

Soit K < R" un cube ouvert contenant 2. On remarque que K. =|0, T]x K satisfait la

propriété Lipschitz locale forte. En combinant le théoréme d’immersion de Sobolev (le

théoréme 5.4 dans Adams [1] ) avec le fait que K, est borné (et donc de mesure finie), on

obtient les immersions suivantes :

(N+)p

H" (K, )<LV (K,) (vpe[, N +1]),

H" (K )< (K, ) (Vgell=]),
H'"?(K,.)<C"*(K,) [w. e }0,1 —%ﬂ}, Vpe N+ 1,«:[}.

Autrement dit il existe des constantes C,(p),C.(q),C;(p,A))0 telles que :
ol oty < ColPilgrs e (Ve H (K, ) Vp e[l N +1]), (35)

”u”L"(Kr) =G, (Q)Hullm--""(tcr) (V” e H'(K,)vgell, OC[)’ (36)

Mies) <Co s [verem(rcr),vpe]zvﬂ,m{,vze},x—f% e

Prenons # € D (Q; ) et prolongeons cette fonction 4 la valeur 0 sur [0,7]x(K —Q).On a

o(Qr)

"‘.\‘z i

- i et~
alors que [ s = e i) € "o i s, POUI tout pe [1,] et pour tout
multi-indice . Donc si on remplace K, par Q. et « par #, les inéquations (35),(36) et
(37) demeurent vraies. Comme D, (Q,) est dense dans H}7(Q,) les immersions

(32),(33) et (34) sont vraies. 0
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Lemme 2.1.4

Soient XY  des espaces de Banach de fonctions mesurables
©Q,,B(@Q,) ddx)—> (RM B (R M » et supposons que X, ¥, Q, f satisfont les
conditions qui suivent :

(H1) f et &f/dy sont des fonctions continues sur Q. x RY .

(H2) En posant pour (#,v,a)e X x¥Y x X, pour i=1,... M,

A,.(u,v =§-u#v,, B‘.(u,v)z V.u, Vv .,
cr ' R

C.v)=(f.0up,, D,@.v.a)=v,((V,f Joua)_,
on définit des applications continues vers I’espace L' (QT :R).
(H3) Lexpression E,(u,v,a,2)=2"{f,0u+da]- f,ouly, ((u,v,a)e Xx¥ xX),
A € R-{0}) converge vers D,(u,v,a) dans L'(Q,; R).

Alors la fonctionnelle ¢ : X xY — R définie par:

o(u,v) = Zj —v +d (V,u,V v)- (ﬂOzl)v‘.}dtcbc,

i=l

i J-[A (", V)+ d B, (ll, v)— C, (u, v)}i[dx’

:10

(38)

est de classe C' sur X xY et sa dérivée est donnée par

éa,
M ‘b +u, —+d (V. u, V. b)+d (V. v, V. a
(ga’(u,V),(a,b)):iJ‘ ot u, £y (V. ) (V.v,.V.a,) e,
=Lad —(f,0u)p, —v, <(V o, )Ou,a)R_u (39)
M A 4 B. B
_ i f A, (u,b)+ A, (a,v)+d B,(u,b)+d.B,a, V)Jdm

aal—C (,5)— D,(u,v,a)

De plus si (#,7)e X x ¥ est un point critique de ¢ alors (#,0) est critique lui aussi.
Démonstration:

Prenons (#,v),(a,b)e X xY . Si elle existe, la dérivée directionnelle de ¢ au point (u, v)

dans la direction (g, b) est donnée par la limite suivante :
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(o', v).(a,6)) = !{m}) A Holu + Aa,v + Ab)— o, v)},
im ¥ | A, (u,6)+ A (a,v)+d.B,(u,b)+d,B,(a,v) PNCY
2505t 3| —C,(u + Aa,v)—E,(u,v,a,1)

Qr

La validité de (39) découle alors trivialement des hypothéses (H2) et (H3).

L’examen des termes du deuxiéme membre de (39) nous permet de constater que

M

[’application (@,5)> (p'(w,v).(a,b)) est bien linéaire pour chaque (v,v)e X xV, cet
opérateur linéaire est borné (i.e. continue) par I’hypotheése (H2). La continuité de
I’application (u, v) > @'(u,v) découle également de (FH2).

Prenons maintenant (%, ?) un point critique de ¢, alors on a que :

(@'(@,9),(a,0))=0, V(a,b)e X V. (41)

En particulier, (41) est vrai avec @ =0 . En utilisant (39), on obtient le calcul suivant pour
les (a,b)e X xY :

0 = (0'@,7),(0,5)),

M

> %b,Jr(vxu,,v,b,.)R,,-(ﬁou)b,. 1,

=l q

= (p'(@,0).(a.5))

Le point (#,0) est donc un point critique de ¢ .

On pourrait utiliser les lemmes 2.1.3 et 2.1.4 pour étudier systématiquement des résultats
de différentiabilté de 1la fonctionnelle ¢ définie sur les domaines
HLP (QT i RY )x H (QT R ) pour tous les (p,q) € [1,0]. Le nombre de cas a considérer
est toutefois trées grand. En effet, les valeurs p=1,N +1,0 comrespondent a des
changements de comportement des espaces Hy? (QT;RM) vis a vis des résultats
d’immersion ce qui induit la partition suivante
Lo =@}l N +1fofV +1}UIW +1,0[Ufw0})’. Comme I’ensemble des valeurs
possibles de (p,q) est en réalité [1,f N {p“ +g7' < 1}, le nombre de cas a considérer se
complique encore. Comme les points critiques de la forme (i,0) suffiront pour résoudre

le systéme de diffusion-réaction (P1), on peut sans probléme restreindre ’espace de la
variable fonctionnelle v. En appliquant I’inégalité de Hélder aux différentes expressions

du membre de droite de (39) on voit que plus g est grand, plus on a de liberté sur la
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valeur de p et moins les conditions requises pour obtenir une solution « au probléme (P1)

seront contraignantes. On obtient le résultat suivant.

Théoréme 2.1.5
Voici des conditions suffisantes pour que ¢@ soit de classe C' sur
HYE (QT;R“" )x H? (QT ;RM ) satisfasse (39) et posséde la propriété que
(@1, ) point critique de ¢ => (#,0) point critiquede @,
pour différentes valeursde p e [I, 00].
1. Pour pe[l,N+1[.
(H1) (voir lemme 2.1.4)
(D1) € estborné.

(D2) La fonction d’interaction f satisfait la condition de croissance:
£ P < @CrP 22 g (x) () e Qp xR,
pour un certain @, € [0, et un certain a, € L'(Q,;R).

o4

(D3) La matrice de dérivées partielles —— satisfait la condition de croissance:
oy

(N =1 py[(N=2) p-(N+1)]
Uf(t x,y)
ay RM™

(t,x, y)eQ, x RM

3" H(V 1} p(N-1-p} +a4(t,x)

pour un certain a, € J0,o[ et un certain a, € L'(Q,;R).
2. Pour p=N+1.
(H1) et (D1).

(D4) La fonction fsatisfait une condition de croissance de la forme :
f x| on S sy +aslt,x)  (€.x,3)eQ, xRV,
pour un certain g € [1, %[, un certain a; € |0, et un certain a, € L'(Q,;R).

(D5) La fonction gf /oy satisfait une condition de croissance de la forme:
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< a, [} +a; (6 0) (. x,9)eQ, xR,

5
RM"

I‘% (t,x,3)

pour certains r,s € ]1,00[ ,un certain a, € J0,o0[ et un certaina, € L'(Q.;R) .

3. Pour pe ]N+1,oo] .
(H1), (D1) et (D4).

-~

. & o .. .
(D6) La fonction = satisfait une condition de croissance de la forme:

2o

pour un certain 7 € [1, [, un certain a, € J0,0| et un certain a,, € I' (Q,;R).

_sa [IJ;I];" +a,, (2, x) (t,x,7)eQ, xRY,

RM”

4. Pour pe]N+1,oo].

(H1) et (D1).

(D7) Pour tout borné B < R*, f(Q, xB) est borné dans R" .

(D8) Pour tout borné B < RY, 8f/dy(Q, x B) est bornée dans R*** I’espace des

matrices réelles M xAM .

Démonstration :

Etape 1 : Toutes les affirmations qu'il n’est pas nécessaire de traiter cas par cas.
L’hypothése (H1) appartient explicitement aux quatre ensembles d’hypotheses. Nous
pouvons vérifier immédiatement qu’une partie de I’hypothése (H2) est valide pour les

quatre situations. Soit {(u", v",a”)} une suite convergente vers un élément (u, v, a) dans
HE2(Q RY )x HEo(Qp R )x HEP(Qp;RM ). Par Iinégalité  de  Holder

6;‘; v aa':" v, dans L*(Q,;R). Par ’hypothése (D1), on a L?(Q,;R)<L'(Q;;R) et

la continuité des 4, (i=1,..,Af) est démontrée. La continuité des B, se démontre de fagon

semblable.
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Etape 2 : Vérification pour chacun des quatre cas de la véracité de (H2).

Démontrons la continuité des applications C,, D, (=1,...M) pour chacune des quatre
situations. Dans [e premier cas, comme pe[l,N +1[ on a que u" —u dans
[N-DP-P(Q) - RM ) et par Phypothése (D2) f,0u" — £,0u dans I'(Q,;R). Comme
v" —>v  dans L”(QT;R‘” ) on a (par [inégalit¢ de Holder) que

C,.(u",v")z(ﬁ(}u,.")v,." — C,(u,v) dans I'(Q,;R). Pour le terme D, on a par (D3) que

que -gfy.ou" -—>in:4 dans L(N*')”’[(""3)"'(‘V“)](Qr;R"" ) Par I’inégalité de Hoélder, on
cy

trouve que v{'((Vyf, )()u",a")wr —>v, ((V},f,. )0u,a>R“ =D, («,v,a) dans L'(Q,:R).

Supposons maintenant que p=N+1 et que les hypotheéses (H1), (DI), (D4) et (D5)
s’appliquent. Comme H}2{Q,:R™ )< L(Q,;RY) et H}:Z(Q:RY )< L7(Q,:R ) ona
alors «" —»>u dans L"(QT;R“) (pour le g de [I’hypothése (D4)) et v" —v dans
L* (QT;R'” ) Par I’hypothése (D4) on a ensuite que fu”" — fLu dans L' (QT;R‘“) et
finalement par I’inégalité de Holder on a que (f,Ou")v" — (f0u)y =C,(u,v) dans

L'(Q,:R). Pour le terme D., on a par I’hypothése (DS5) et [’immersion
HpE (QT;R“ )-< L'(QT;RM ) que %Ou" — %—Ou dans L‘(QT;R"""” ) D’autre part, on

a que a" > a dans L7°V(Q,;RY) et v —>v, dans L°(Q,;R). Par I'inégalité de

Holder v{‘((V_vf,. )Ou”,a")RM v, ((Vyfi )Ou,a)RM dans L'(Q,; R).

Supposons que p € ]N +1, 00] et que les hypothéses (H1), (D1), (D4) et (D6) sont vraies.
Alors on a les immersions H}2(Q, ;R )< C(Q,; RY )< L{Q, ;R )< L2(Q,;RY) et
’hypothése (D4) entraine que Ru" — fQu dans L' (Q.T;RM ) D’autre part v” — v dans
L7(Q,;R*) et par I'inégalité de Holder (£,0u4" " — (f,0u)v =C,(u,v) dans I'(Q;,;R).

Pour les termes D (f=1..M), nous utilisons les immersions

1
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H¢ (QT;RM)'< C(@;RM)< L (Q,;R‘" )<L'(QT;R‘” ) et I’hypothése (D6) pour
déduire que ﬁiOu" ——>i<>u dans L' (QT;R‘“ M ) D’autre part on a les convergences
oy

v' v, dans L[°(Q,:R) et a" —>a dans L°(Q,;RY) (par [Iimmersion
HYE (QT;R‘")—< C(—ﬁr;R‘" )). Par I’inégalité de Holder, on a donc la convergence

v ((V W You".a" >R"” —>v, <(Vy £ You, a)RM = D,(u,v,a) dans I'(Q,;R).

Plagons nous maintenant dans la quatriéme situation, supposons que p € ]N +1, oc] et que
les hypotheéses (H1), (D1), (D7), (D8) s’appliquent. Soit :

n n

n= 1,2,3,...} (42)

déf
£ = suprémum {Iu”"f v -

e’

p{e a cause des immersions HLP (Qr -RM ) < C'(f_l, - RM ) ot

Hyg (QT SR ) <L (QT SR )

Soient :

udifsuprémum{| 7. x, )‘J}l (t.x,9)e Q, xR, lb"z“ < p}, (43)
déf ~

o= suprémum{ gyj:(t,x, )71 (tx,7)e Q. xR |7 < p} . (44)

Les constantes v,o(x< par les hypotheses (D7) et (D8). On peut alors dominer les suites
e, v):n=123,} et {D,u",v",a"J1=1,2,3,..} par des fonction constantes sur
Q..

e, v e x} =4l @ b x| <vp  pp.dans Q; (@5)

|[D,. (u" vhia® )kt xl =
D’autre part, la convergence (u", v",a")——) («,v,a) dans L~ (O_T J R ) et la continuité de

o

f et & sur Q, x R* entrainent que :

v (62X, £.0u" ke, ), 1, )

‘Sapz p.p. dans Q. (46)

R.\{

lC. v ke.x) > [C.lwvMex)  pop. dans Q. @7)
lDi (u",v",a" )kt x)— [Di (u, v, a)kt, x) p.p. dans €. (48)
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Par (45) a (48), la mesure finie de Q, et le théoréme de convergence dominée

C',.(u",v”)n:)mC,.(u, v), D,(u”,v”,a”)":)mDi(u, v,a) dans L'(Q,;R).
Etape 3 : Vérification de la véracité de (H3).

Par un résultat de la section 1.3, on a I’égalité suivante :

ot 7.0 + 2a)- 10w x) = (0, 7. ol + 26,00t 2ol Y @9)
pour A € R—{0}, pour (¢,x) p.p. dans Q,, pour un certain

Orua - (1 B ) - (0.1] Bl0.1D. (50)

On a donc que

[E.@.v.a. )e.x) =P, £, Yl + 26, .al &) , Jt.x), x)p.p.dans ;. (51)
Comme Q, est de mesure finie dans chacune des quatre situations, il suffit de trouver
pour chacune des quatre situations des constantes «, 5,7 € [1, sc] tels que :

at+B7 +y' <1, (52)

ve H:=(Q R )= ve L#(Q,;RY),  (53)
aeH}'g’(QT;RM)zaeLﬁ(QT;R‘”), (54)

A —0dansR=(V, 7 plu+ 26, .al > (v, £, oudans 17 (Q,: R*), (55

Au.a

pour que (H3) soit vérifiée. En effet, on a alors par le lemme 2.1.3 que
A0 A, ottt
E; ("’ V’a”t)‘*> D,(fl, v,a) dans L{“ A

A0
et la mesure finie de Q. entraine que E, (v, v,a, 1) — D, (u,v,a)dans L' (Q,; R).
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Le tableau ci-dessous donne les choix de a, B, v que nous avons effectués pour chacune

des quatre situations.

Situation a B Y

(valeur de p,hypothéses en

vigueur)

pe[IN+][. (H1),(D1).(D2).(D3) |a=x B=(N+L)p/(N+1-p) =(VHDP/[(N+2)p(N+1)]
p=N+L (HD).(D1).(D4).(D5) o=ec B=s/(s-1) =5

peN+ L], (H1).(DL).(D4).(D6) |a=cc p=cc =1

pelV+l.cl (HL).(DD.(D7)(D8) |a=x p=w =1

Il est facile de vérifier que chacun de ces choix de (o,B,y) satisfait (52). Le choix a=x
satisfait (53) pour les quatre situations par I'immersion H}y (QT;R‘”)< L (QT;R“" ) Le

choix B=(N+1)p/(N+1-p) satisfait (54) dans la situation décrite a la premiére ligne du

W-yp
tableau par immersion H[f (QT;R‘u )< L“V"‘”(QT;R‘“ ); le choix B=s/(s-1) convient

pour la situation décrite a la deuxiéme ligne car pour p=N+1 on a les immersions
H (Q,;RM )-< L”(QT;R“" ) pour tous les ¢ € [1,0[; le choix B== convient pour les
lignes 3 et 4 du tableau car pour pe ]N-H, oo] on a les immersions
H}? (QT;RM)-< C(ﬁT;R‘" )-< [,“’(QT;R” ) Nous devons maintenant justifier le choix

des valeurs de y pour chacune des quatre situations.

Dans la situation no 1, la condition de croissance (D3) nous dit que &f/éy est

np
(N+Dp , (N+1)p O -préservante. D’autre part u,ae LV"'"P (QT (R ) car
N+1-p’ [(N+2)p- (N +1)]

(V<)p
pour pe[l,N+1[ on a Pimmersion H;7(Q ;R )< L' 7{Q ;RY) ; on a aussi que
To 41 q

: W-p
A0
a—>u dans L¥7(Q,;R") et que

Aua Au.a

o

~ <1 ce qui entraine que u+A46

_ (N+Dp
P T = [(W2p-v =]

&, 7 0lu+ 16, .a] 5, 7 You dans I7 (@, ;R™)
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Dans la situation no 2, on suppose p=N+1 et on a les immersions H;) ™ < L° pour tous
les c & [1, 0, en particulier «,a e L (Q,;R*") ce qui entraine que |« +26,, .| u dans

L'(Q,;R"). Par la condition de croissance (DS), (V W Yl + 26 ,._’u_,,a]i:f(v_v £, Yu dans

£5(Q,: RM), ce qui justifie le choix y=s.

Dans la situation no 3, on a que pe]N+1, oo] et que Q. est borné. On a donc les

— A0
immersions H;f (QT JRY )-< C (QT i RY ) <L (QT;R“ ) Par conséquent [u +46, ] —>u

AT

dans L’ (QT;RM ) et la condition de croissance (DS) implique que

A0

v, 7 Yl + 26, .a] >V, 7, ou dans L'(Q,;R*"). Le choix y=1 satisfait donc (55) dans

la sttuation no 3.

Dans la situation no 4, on a encore que pe]N+l,:>O] et que Q. est boné. Comme

uael”® (QT;R‘" ) on a par la continuité de &f/dy que :

{(Vy f )O[u + A8 Lu_aa]kt, x) };_-;0 {(V_V £ )Oukl, x) pour (Z,x) p.p. dans €,.(56)

On peut sans perte de généralité se restreindre aux A tels que [/Ll <1. Posons

¢ =~ +al,- et B={p e R :Pf <) (57)
Par I'hypothése (D8), I’ensemble V, £,(Q, x B) est borné dans R*' . Le nombre

T= suprémum{lvyf,. (¢.x, )71{ (t.x, 9)e Q, x B} (58)
est donc fini.

La famille de fonctions {(V, £, bl +26,, .a]~ (v, /. Jou| . :0(2] < 1{ est donc dominée

par la fonction constante 2t dans L'(Q,;R). Par le théoréme de convergence dominée on

a que (Vy £ ol +/10L,,_aa]l—_;)(v o Yu dans L'{Q,;R*). On a donc montré que y=1

satisfait (55) quand on se trouve dans la situation no 4. 0
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Comme les espaces de Hilbert possédent des propriétés d’approximation plus

intéressantes que les autres espaces de Banach, on donne un résultat sur la

différentiabilité de ¢ sur espace de Hilbert #'(Q, ;R* )= H'*(Q,;R™).

Théoréme 2.1.6

Supposons que la fonction d’interaction f et le domaine € satisfont les conditions ci-
apres.

(H1) fet gf/dy sont des fonctions continues sur Q, x R* .

(D1) Q est borné.

2N +2 2N +2
N-1~ N+3

)0 -préservante.

(DY) fest (

2N +2 N +1
N-1" 2

)0 -préservante.

(D10) i est(
oy

Alors la fonctionnelle @ est de classe C' sur H;, (QT;RL"’ ) et la dérivée est donnée par

(39).

Démonstration :
Il suffit de vérifier que les conditions (H2) et (H3) du lemme 2.1.4 sont respectées. Par

I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on voit immédiatement que les expressions
“f Cu . . )
A (,v)=—v, et B,(u,v)=(V u,V_v) varient continuement dans L'(Q;) quand
ct

(u,v) varie dans H l(QT;Rlw )

Prenons une suite {(u",v",a")}c H;O(QT;R“{ ) convergente vers un certain

(u,v,a)eH}o(QT;Rz"” ) et montrons la continuité des applications C, et D,

e Pour montrer la continuité des C,, on observe tout d’abord que
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2NV2
u" — u dans LV (QT;R‘"),
n—x
et

2N +2 2N +2
f, est .
N-1 N+3

)0 -préservante

N2

par I'immersion H}, (QT;RM )-< LF(QT;R‘w ) et ’hypothése (D9). Il en découle
que :
2N =2

fou™ > fOu dans LY (Q,;R).

N2

En utilisant encore une fois 'immersion Hy, (QT;R‘" )-< LV (Qr;R‘” ) on trouve

N2

que v’ — v, dans LY (QT;R) et alors on obtient par I’inégalité de Holder que :

Ci(zl",v")‘i;f(/‘iM1")v, —C, (w.v) dans I'(Q,;R).

Vérifions la continuité des D (G=1.M). L’immersion

I

2N2

Hj, (QT iRY ) <LV (Q,. s RM ) et ’hypothése (D10) entrainent les convergences

suivantes :

IN=2

v — v, dans LI‘_(QT;R),

N+l
(V_v_f:' )Ou" —)(Vy_f: )()u dans L 2 (QT;RM )’
V-2
a” — a dans L V! (QT;R“)-
—~1 -1 o
Comme dautre part 2N+ 2 + dAd + 2N+2:l =1, I'inégalité de Holder

entraine que :

D, u",L'",a")azv:<(vyﬁ)0u",a") :)mD,.(u,v,a) dans L'(Q,;R).
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Vérifions finalement I’hypothése (H3). Fixons (u,v,a)e H'(Q,;R™"). Par le corollaire
1.2.4 (une des variantes du théoréme des accroissements finis démontré a la section 1.2)

il existe des fonctions mesurables 8, , : Q. —[0,1] (e {l,...M} 1 € R-{0}) telles que

E (u,v,a,1) 7 A Ol + Aal— foul,
= v{v,f blu+26,,ala).. .

2N+2

Comme w,ae LV (QT ;RY ) et que ||9,.‘ A" <1, ona la convergence :

o(Qr)

AN -2

u+A6, ;a — u dans LV (QT;R“),

L hypothése (D10) entraine alors la convergence :

N=+1

(V.7 0k + 26,,a] 57,7 Jou dans L= (@1 R).

AIN+2 2N+2

Comme v, eL-’V—"(QT;R) et aeLW(QT;R“) on a finalement par 'inégalité de

Holder que :
E,(u,v,a, 1) 2V, ((V_v f )Ou,a)RM =D,(u,v,a) dans L'(Q,;R).C

A la derniére section de ce chapitre, nous allons établir que pour chacune des situations
décrites dans les théorémes sur la différentiabilité de ¢, les points critiques de ¢ nous
donnent les solutions dans un sens plus ou moins fort du probléme (P1)+(P2). Un des
facteurs pour mesurer si un point critique de ¢ offre une solution suffisamment forte de
(P1)Y+(P2) est de déterminer dans quel sens la condition Dirichlet-périodique est satisfaite.

On voudrait que le domaine €, soit suffisamment régulier pour que la trace sur &Q2, des

fonctions u € W"?(€2,) soit bien définie et continue et aboutisse dans un espace de

fonctions mesurables plutdt que un espace formé d’objets plus abstrait. On voudrait

également définir des conditions sur la fonction de réaction f pour que les termes non-

linéaires Ru et H%—J%J v aient des traces convenables sur ¢€2,. On va étudier ces

questions dans les deux prochaines sections.
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2.2 Régularité de Q, théorie des traces et caractérisation de /.7 (Q2, ).

Dans cette section, nous étudierons 1’égalité pouvant exister entre [’espace

H:(Q)=D,©,)

> . _ p . Tracelu : O,T]x6§2]=0,
et lespace 7" (Qr) = {" SLANE Trace[u . &O}X &Q) = Traceu : {T'}x 6!)]} '

On montrera que si Q est borné et que & satisfait une condition de régularité
lipschitzienne alors les « € H7(Q, ) satisfont la condition Dirichlet-périodique dans un

sens de plus en plus fort quand la valeur de p croit. En particulier, on montrera que pour

P =2 la condition Dirichlet 4 O est satisfaite par Trace[u e} 6(2] Vte [O, T].

Définition 2.2.1

1. Deux espaces métriques (X,d, ) et (¥,d,) sont dits L-homéomorphes s’il existe un
homéomorphisme 4#: X — Y tel que 2 et 2" sont lipschitziennes.

2. Unouvert borné Q < R” sera dit L- régulier s’il existe des ouverts 4,,...,4,, et des L-
homéomorphismes a, : I, — A4, (r =1,...,m) tels que
a, ([, x}F1Lo)cQ,
a, (I, x oY) coq, (59)
a (l,, xR \Q

et
Ue, (t- <Y =22. (60)
r=l

3. On dit d’'un L-homéomorphisme satisfaisant (59) qu’il sépare bien !’intérieur et
I’extérieur de Q.

4. Nous utiliserons les notations suivantes pour le reste de cette thése :
Iy =1 <ol 18 =1, ,x{0} Iy =1, =1 (61)
A =a,(l;) A =a (1%) 45 =a,(13) (62)
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5. Un ensemble fini {(a,,A,):r:[,-.,m} respectant (59) et (60) sera appelé un L-

recouvrement de Q2.

Si Q est un domaine borné et L-régulier alors un théoréme classique permet de définir la
restriction a éQ des fonctionsu € W ?(Q2). Nous allons citer ce théoréme classique puis

nous démontrerons que si Q2 est L-régulier alors 2, I’est également.

Théoréme 2.2.2

Soient p € JI,%[ et © < RY un ouvert borné et L-régulier.

oo . .. . .. -V.p /.
Alors il existe un opérateur linéaire continue et surjectif 7 :W"*(Q) > W -7 ? (39Q) tel

que

T[u]zulaQ VueC"’(ﬁ).ﬂ

I1 existe plusieurs définitions des espaces de Sobolev pour des degrés de différentiabilité
s non entiers. Ces définitions sont plus ou moins équivaientes selon la régularité du

domaine Q. Voici donc les définitions que nous utilisons dans cette thése.

Définition 2.2.3
1. Soient un ouvert borné Q — R" | des constantes € 0,1 , pe ]100[ et une

fonctionu : Q — R. On pose

u\x)—u
O o WL i)
=A™
La fonction Var, , [u] sera appelée la variation d’indice (9, o.N ) de u.
2. Pour 8 € 0,1 on pose

wer(Q) = El e L*(Q): “Var,,_ o [u]

(Q-Q) <°°}

et on munit cet espace de la norme
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""| wer(Q) = "u"L"( Q) + "Varﬁ.wv [u]

. Pour £ >0 entier, 96]0,1[ et s =k +6, on pose

jid(ee}N

Tk

et on munit cet espace de la norme
"u"!ynr(n) = Z Haﬂll 7(Q) +'Z”Var¢9.p,.\f [ll]
o<l A<k Bk

. SiQestL-régulieret f(a,, 4 ):r =1,...,m} est un L-recouvrement de € alors on pose
wor(@Q)=fu € L7(6Q):uoa,(0)e W* (I, )

et on munit cet espace de la norme

"" “W‘-'(an) = ZI e < ar("ollw*’-rux_l )

. Si 8Q posséde un L-recouvrement {(o,,4,):r=1..,m}tel que les «,sont des

F{Q«Q)’

difféomorphismes d’ordre £+1. Alors on pose
wer(eQ)= {u e L?(6Q):uoa, (,0)eW=*(I,_ )pourr= l,.,.,m}

et on munit cet espace de la norme

[ oy = 2 e o @ ’("OXIW"’(I.V-I) K

r=1

Remarque 2.2.4

La définition des espaces # *#(¢Q2) semble dépendre de la famille de couples {(z,, 4, )}

choisie pour recouvrir ¢€). En fait, il a €té montré que différents recouvrements induisent

des normes équivalentes. (Voir Lions et Magenes [11] )

Nous voulons maintenant montrer que si Q est L-régulier dans R" alors Q, est L-

régulier dans R""'. Auparavant on a besoin d’un petit lemme.
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Lemme 2.2.5
Soient  J; = {(x,y) el.: rnax(x,2|y[ - 1)(0}, JI= {(x y)el, :max(x,2|y| -1)= O},

J; ={(x,y)e I, - max(x,2]y| - 1)0}.
Alors il existe un L-homéomorphisme H : 7, — I, tel que

H(r;)=u5, H(2)=02, H{S)=s .

Démonstration :

Dans un premier temps, nous définissons la fonction / sur certains points du carré fermé
I, . Soient les points :
a=(-11), d=(01), A=(1)
b=(-10) e= o,%) i= 1,%
c=(-1-1) r=0-%) i=0-%)

g=0-1) k=(-1}
et
a=H@)=(1Y) a=a@)=(L)) #=HE=(1)
b=HE)=(-10) e =HE)=01) =HO=Q1)
¢ =tE)=(1-Y) r=0(F)=l0- 1) ;=H=0-1),

g =H(E)={1- ) k' =HE)=(C1-1)

Dans un deuxiéme temps nous utilisons les deux ensembles de points fa.... .k} et
{o'.....k'} pour définir deux triangulations C, et C, du carré fermé /,. Ces triangulations

sont décrite ci-dessous :
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Trangulation C;

On remarque que ces deux triangulations sont équivalentes dans le sens suivant : le
triangle  T'(s,,s, ,53) appartient a la triangulation C; ssi le triangle

T(s!,s,,s:)=T(H(s, ), H (s, ), H(s,)) appartient a la triangulation C, .

On définit la fonction H sur chaque triangle fermé
7(51’52753)= {j'lsl +’1:>.Sz +’-L353 : ’11:’12’/15 2 0;’11 +/?'2 +’13 = 1}
de la triangulation C,, par la formule :

H(’llsl + 4,5, +’1353)= A S|+ A5, + 4,55
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Evidemment, la fonction inverse A ™' est alors donnée sur chaque triangle fermé de la

triangulation C,, par la formule

H7 (A4S + A,sh + 4,55) = A5, + a8, + A5,

pour 4 s/ + 4,5, + A5, e T(s],s%,s,) e ftriangles fermés de C, }.

Les fonctions A et H ™' sont continue et linéaires par morceaux. Comme le nombre de

morceaux linéaires est fini H et H ™' sont lipschitziennes. G

Théoréme 2.2.6

Si Q est un ensemble L-régulier dans R™ alors [0, 7[x Q est L-régulier dans R¥™ .

Démonstration :

Soit {(a,,A,):r:L...,m} un L-recouvrement de &Q. Considérons le compact

déf m
K= Q\U A, . On peut supposer, sans perte de généralité que K n’est pas vide. En effet,

r={

si K est vide il suffit de remplacer les ouverts A, par ;I, =a,(/,  x ]— £, ED pour un &)0
suffisament petit et de remplacer les «, pardes @, : [, — 21, définies par

(xl’ Xya.X v) a (xl’ .v-na"x)~
Donc on a que K est un compact non vide dans ) et il existe un recouvrement fini
{BS is= 1,...,n} de K par des cubes ouverts dont les fermetures (dans R") sont incluses
dans Q.

Considérons le recouvrement ouvert suivant de &(Q2,) dans RY"' :

F= {I— L|x B, 1<s<n}u{FI5T[xB 1<s<n}u{]-r3’[xA 1<r<m}

Il nous faut prouver que pour chaque membre U de F, il existe un L-homéomorphisme

I.., > U qui sépare bien I’intérieur et 'extérieur de Q,. Pour sefl,..,n}, il existe

évidemment une bijection linéaire affine &, : /,, — B, et alors les transformations :

¢, Ly, _>]_ lXB (xh ,V?l)l'_) (;xl,bs(xz,...,x‘\m))

et
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d, Iy, —> hl%[x B, :(xl""*xNH)H (2(4_x1)’bs(x2’---,x.v:.t ))
séparent bien [’intérieur et I’extérieur de €, et atteignent les ]—-2; x B, et les

EK‘TT[X B, (s=1,.._,n) du recouvrement F. Comme les c_,d_sont des bijections linéaires

affines (avec des domaines de dimension finie) ce sont évidemment des L-
homéomorphismes.
Il nous reste a trouver des L-homéomorphismes convenables pour les

]-Eilx A_(r=1,...,m). Si on définit les fonctions

. 3r . T
e, Iy, —> ]%,?[X A (. xy ) (Tx, + 1,0, (0, xy ))
pour r=1,...,m alors on définit bien des L-homéomorphismes, toutefois ces L-

homéomorphismes ne séparent pas bien I’intérieur et I’extérieur de Q.. En effet :

xee'(0.7[xQ) o (Tx, +T/2ep, TDet(e,(x.,...x,.,)eQ),
<> Qxll(1/2)et (x,.,€0),

= max(2|xl[ —Lxy, )(O .
Des raisonnements semblables montrent que
xe e (RY\[0,T]x Q) < max(2x,| -1, %y, )O
et que
cee' ({0, T[x Q) & max(2x,[-1,x,..)=0.

Toutefois si H =(H,,H.):I, — I, est un L-homéomorphisme satisfaisant les conditions

du lemme 2.2.5, alors la fonction e, : /., — }- ; g[x A, définie par

ér (xl ’“‘"x.V*I ) = er (lel ll (xl’ x.-V-l )’ x:""" x.V’ I.PI-~l ]'-’(xl ’ xNyl ))

est un L-homéomorphisme séparant bien I’intérieur et I"extérieur de |0,7[x Q.G

Avant d’énoncer et démontrer le résultat d’équivalence entre W,;? et H}f nous aurons

besoin de résultats permettant de "coller" céte a cote des fonctions de Sobolev définies

sur des domaines adjacents si les traces satisfont certaines conditions.



Lemme 2.2.7

Soient pefl,o[.qg = p/(p-1) et A< R" unouvert.

Soient des fonctions u € W"?(Ja,b[x 4) et ve W "#(J,c[x 4) telles que
Tracelu : {p}x 4] = Trace[v {p}x 4]. (63)

Soit finalement la fonction w : ]a,c[x A — R définie presque partout par :

_Julg,x) site b,
w(t.x) _{vgt,xg sitet,c{. (64)

Alors we W?(la,c[x 4).

Démonstration :

Il nous faut montrer que le gradient au sens des distributions de w est identifiable a un

élément de L? (}J,c[x A; RN ) Cet élément pourrait bien étre la fonction suivante :
%w(t, x) = (50 w(t, x),_.‘,’é Nw(t, x))

_[Vult,x) siteln, bl (65)

“1vvle,x) sire b,cf.
On prend donc ¢ € D(]a, c[x 4) et on va démontrer que

[B.8C Wl xMx)=— [xBwelx).  (66)

]a. c[r 4 ]a.c[’- A
Pour démontrer ce résultat on va utiliser des approximations de ¢ dans #"?(fa, c[x A) et

dans D(Ja,c[x 4) et effectuer un certain nombre de passages a la limite.

F:Itape | B
Pour 0{g{min (c —-b,b—- a) on définit

DL sitepb-clulfb-e,c,
J-® —{S—Ilt—bl sitelb-g,b+¢l; 67
6.(t,x)= £.()p(t, x) V(t,x)elac[x4. (68)

Nous avons alors I’ égalité suivante :

[l 1= [8.6 ) 09

la.e[x4

En effet, soient
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v e D} l,l[ une densité de probabilité;

_[sls) sl <, _
l//""(t)_{ 0 sig<l<l, v8)0;

0 sife—-8| <26,
f..0)=11 sie+28 <|t—bj(c, Ve, 8)0;
e'(r—b-26) sizo<l-b<26+e,

fz,a‘ :‘//3 * &5 V875>0 .

¢£_5(l,x)=f£'5(t)¢(t,x) V(l,x)E]a,C[XA.

On vérifie facilement que :

[ Joslet € D(la, 5[ x 4) , ¢&5l]b_c[,,; e D(P.c[x 4) (70)
et que

Beislpspon ;2 belposy. dans W2 (ab[x 4), 1)

P.5 .ol .g:zje‘]b.c[xa dans W'? (};’ d[x A), (72)

Par (70), on peut alors écrire :

I[ai¢z.6(t1x)}‘(’a xﬁ(tvx):— !¢;,5(t’x)aiu(t’x)d(t’x)’ (73)

Ja.bf-4 labfx4
) j[[atqf;.; ()b, ), x) = - [8.:@x)Mex)x). (74)
elx4 e«

Si on fait tendre § vers 0+ dans les équations (73) et (74), alors par (71) et (72) et
I’inégalité de Holder on a le droit de faire entrer les limites a I'intérieur de I'intégrale.

L’équation (69) est la somme de ces deux équations limites.

Etape 2:
Dans cette étape nous allons obtenir (66) 4 partir de (69) en faisant tendre & vers 0+. Si on

63| = 1

étudie le membre de droite de (69) on s’appergoit que les fonctions

sont dominées par |¢||5,. wl dans L' car0O < f, < 1. Le théoréme de convergence dominée

nous donne alors :
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Iqﬁ 3 x)c w(t, x)d(, x) e I¢(t x)6 w(z, x)d(t, x). (75)

a c[ A a c[xA
Etudions maintenant le membre de gauche de (69). Comme ¢ et ¢_sont égales sur le

domaine a5 — g[u Jp + £[x 4, il suffira de vérifier que :

j[a &, (¢, x)p(e, x)d (e, x) e 0 pouri=0,. N. (76)

P-e, b-v»:

Le calcul des dérivées partielles de ¢,_, nous donne les formules suivantes :

Co®. (I, x) = 8'Isigne(t - b)¢(t, x)+ fz(tﬁoqi(t, x) 0([[ - b|(£ , xed; (1)
0.6.(t.x)= 1.()0.,4(t.x) i=1..N, O{t-ble, xed.  (78)
Pour i =1,..,N, (76) découle du théoréme de convergence dominée appliqué a la
fonction (W&,8,| ¥ s-efs <[WS,4| quand & — 0+ . Pour /=0, le théoréme de

convergence dominée nous donne tout d’abord que :

[wle. ), @09 xYlex) > 0. (79)

b-e.beefxa

On a d’autre part le calcul suivant :

[e v, x)p( x)d (1, x)

-1 1, . t —b)p(t, x)d (L, — Borslxa
p-gj,[f[,_{W( x)signe(t — b)g(t, x)d (1, x) C fe"u )X, )
]b—: b[ A
e J' o(b, x){T race[v {t = b}](x) -7 race[u : {t = b}kx)}afx

= O
En combinant (77), (79) et le calcul ci-dessus on a (76) pour /=0.

Lemme 2.2.8

Soient pe Lo et g = p/(p—1).

Soit u e W"?([0,T]x 1, ) telle que :

Tracefu : {0} x I,]=Tracefu - {T}x 1], (30)

ul[o‘rm =0, (81)

et telle qu’il existe un compact K < /,, pour lequel
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ul[o:},(z,\x) =0. (82)

Alors il existe #, € D, ([0,T}x1,), K, < I; compacts (k =12,..) tels que
u, —>u dans wte(o,T}x 1) . (83)

(84)

ukl[o,T}x(l_,,,\Kk) =0

Démeonstration :

Considérons le prolongement périodique de u par rapport a la variable ¢. Posons
(e, x)=ult —rT,x) v x)elrT,(r+)T[x1, ., VreZ . (85)

Parle lemme 2.2.7, on a que

aewlr(RxI,). (86)

Prolongeons ## a RY™' . On pose

rl)={1) Szeh

On va fabriquer la suite {, } en convoluant # avec des fonctions régularisantes bien

choisies. Soient :

e & =distance(X,dl,,),

e unesuite §e(k)}c Jo.6/6[ telle que 8(k)1::.) 0,

e ¢ < D(3B) une fonction régularisante dont le support est inclus dans la boule
(txnxy oy +2)1, (87

o ¢.(t.x)= e"v"¢(g"t, g"‘x) V(t,x)e RV V)0,

B-2(0,e,)= {(t, Xi5enXy )& RV |

o W, =g *d  kefl23,..}, (88)

kefl,23,.}. (89)

L J = Y
Uy = Welory,

Il est clair que la suite {7, } converge vers # dans W’ (R‘V") et que (83) est vraie.
Vérifions que u, € D, {[0,T|x 7, ). Par construction la fonction # est T-périodique selon

la variable feton a :

8%u,(0,x)=8%,(0,x) = %4, (T, x)= 0*u,(T,x) Vxel,,Vmult-indice B. (90)
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Si on montre ’existence d’'un compact K, [, satisfaisant (84) on terminera en méme
temps la preuve que {u, }< D, ([0,7 ]x 1,/ ). Posons

K, =[-1+ &)1 - s(®)]"" x[e(k)1 - (k). (91)

Nous devons montrer que #, est nulle sur [0,7]x(/ v \K . ). L’équivalence logique

suivante nous servira a définir différents cas pour/, \ K, .

(@1<i < M1t.q.00-|x,[(ek))

xel \K, o J{ou (01 = x,. (efk)) (92)
ou (- Kxy<elk))
Soit (¢,x)e [0,T]x (7, \ K,). Faisons le calcul de u, (z,x) pour chacun des cas donnés au
membre de droite de (92).
Cas 1 : —Kx,(e(k).
Ona

w@x)= 4,635 x-yHE.)

£k )B+(0,2e(k Jey )
Mais cette intégrale vaut zéro, car le terme #(f —s,x —y) est nul partout sur le domaine

d’intégration comme le montre le raisonnement ci-dessous.

x, (k) et (s,y)e e(k)B+(025(k)e,) = x, <_8(k)<gt yy € lek)3s(k)
= 17;\(; —?;Mx—y) =0

Cas 2 : O(1-x,(&(k) ou bien I1<7 <N —-1t.q0(1—|x,(e(k).

Dans ce cas, x se trouve a une distance inférieure 4 &(k) de I'une des faces de 7, . II
s’agit de la face {y, =1} si 01 —x, (e(k), dela face {y,=—1} si —1{x,(~1+&(k) ou de
la face {y, =1} si 1—e(kXx, (1. On alors que

distance(x, aI , Xe(k). (93)

L’inégalité du triangle entraine ensuite les inégalités suivantes :

distance(K,x) = distance(X,&l, )~ distance(é/,,x),
> §-—elk), (94)
Y Se(k).
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Il en découle que la boule dans RY centrée en x et de rayon 3e(k) n’intersecte pas le

N-L

compact K. On trouve ensuitte que la boule dans R centrée en (£,x) avec rayon 38([()

n’intersecte pas Rx K . Autrrement dit,
(t.x)+32(k)B = Rx(R¥\K"). (95)
Par hypothése # (s, y) prend la valeur zéro siy ¢ K . On a donc:

=0. (96)

ulx+35(k)B

Calculons maintenant u, (z, x°).

u t,x)= [Bue (s ylult ~ 5o x =~ y)(s, y)

3e(k)B
= 'f¢£(k)(t—s,x—_y)ll(S,}’)d(S,}’)
(t.x)-3e(k)B
= IOd(S, y)
=0
d
Corollaire 2.2.9

Soient A < R un ouvert L—homéomorphe 4 /,, et @ :/,, - A un L-homéomorphisme.
Soit également le L-homéomnorphisme &:[0,T[x/, = ,T[x 4:(t, x}— (t,a(x)). Soit
finalement la fonction v=u o&~' e W"?(J0,T]x A) ot u est la fonction définie au lemme
2.2.8.

déf
Alors il existe des fonctions v, € D, ([0, T]x A) et des compacts J, <4~ =a([§,)
(k = 1,2,3,_.,) tels que :
v, v dans W** ([0, T|x 4)., (97)

v, =0 sur [0,T]x (4" J,). (98)

Démonstration :

Etape 1 : On exhibe une premiére suite {9, }qui a presque les propriétés requises.
Le L-homéomorphisme & :J0,T[x/, — 0.7{x4 induit une équivalence entre les

espaces normés W'’ correspondants. Cette équivalence est définie comme suit :



@ W ([0,TxI,) > W ([0, T]x 4):ursu-a™. (99)

Si on applique cette équivalence a la suite {zzk} du lemme 2.2.7, on obtient presque la
suite {v,} qu’il nous faut. Posons

b, =u, o k=123,... (100)

on a alors immédiatement que

b, >V dans W' {0,T]x 4). (101)

On a aussi que les v, (k = 1,2,3,...) sont des fonctions continues et lipschitziennes car la
composition de deux fonctions lipschitziennes est lipschitzienne.

Veérifions qu’il existe des compacts J LA (k=123,.) tels que :

5,0, x)=0 V(@ x)el,T]x(4\,).  (02)

En prenant les images, J, = (K, ), des compacts du lemme 2.2.7 on satisfait (102). En
effet, si (z,x)e|o, T]x(A \ jk) alors @7'(¢,x) = (t,a"‘(x))e [0, 7]x(7, \K,) etona
\“zk(t,x)zu,c(t,ar‘l (x))zO. Les J . sont évidemment compacts car ce sont les images de

compacts par une fonction continue.
Ce qui manque a la suite {9k} c’est qu’elle n’est pas nécéssairement incluse dans

1

D, ([O, T)x A). En particulier, la composition avec le L-homéomorphisme &' risque fort

d’avoir fait disparaitre la régularité C® que posséde les u, .

Etape 2 :0n régularise la suite {, }.

On prolonge les fonctions v, 4 RY™' . Pour ce faire on observe tout d’abord que
5.(0,x)=u, (0, (x)} =u, (T,a:‘I (x)) =9,(T.x) Vxed, (103)

car u, € D, ([0,T]x 4).

Gréce au lemme 2.2.7 le prolongement défini par :

v.(t,x)=v,(-rT,x) v(t,x)e[rT.(r +)T[x4,Vrez, (104)
appartient donc a W.:? (R x A).

Par (102) le prolongement de v, et ¥, défini par
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- _[v(.x) si(t,x)e RxA4,
vk(t,x)_{o si (t,x)eRx(RN \A}

appartient a W.f (R”"' )

(105)

On va maintenant lisser les fonctions ¥, afin de définir la suite {v, }. Soient
o plk)= distance(j . CA” ) ,

e ¢ e D(B) une densité de probabilité,

o ¢ (t.x)=g>" ¢(£"t, s"x) v(t,x)e R¥ .

On peut trouver pour chaque k£ € {1,2,3,.,} un

e(k) e Jo, plk)/ 2] (106)
tel que
Ve = *Velrorynr =[P =G0 *Velprngory. ® - (1OT)

Par (101),(107) et I'inégalité du triangle, on a :

Ve 2V dans W' ([0,T]x 4).

Il ne reste plus qu’a vérifier ’existence de compacts J, < 4" tels que v, s’annule sur
fo,7]x(4\J,) pour k {1,2,3..}. On pose :

J, = {x eAd : distance(x, EJ‘A’)z p(k)/Z}. (108)

On vérifie que J, est compact en montrant qu’il est borné et fermé dans R" .

e J, est borné car

diamétre(/,) < diamétre(4") = sup{x-y|:xyea}
= sup{la(x)— a(y):x,yel; } < c,diamétre(/}
ou ¢, )0 est la constante de Lipschitz de a.
e J, est fermé dans R" car son complément
R¥\J, ={ce R : distance(x, 84~ K p(k)/2} (R¥ \ 4 ")
est I’'union de deux ouverts.

Il ne reste plus qu’a vérifier que u, (£, x)=0si xe J,.

Soit (2,x)e[0,7]x(4\J,), ona que :
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v(,x) = [y l—sx-yHlsy).  (109)

e(k)B
Si on montre que le facteur ¥, (¢ —s,x—y) est nul partout dans le domaine d’intégration
alors (98) sera vérifiée et la démonstration sera terminée. Nous avons la décomposition

suivante de I’ensemble A\J, :
ANJ, = {z eA distance(z,A+ ) > 8(k)}u {z e A: distance(z, cA” )(6‘(k)} . (110)

Nous allons calculer que ¥, (f —s,x - y)=0 en distinguant les deux cas décrits par (110).

Cas1: xe A e distance(x, A’)Z (k).

On a les déductions suivantes :

distance(x, AT ) >eglk)etxe A~ = (x+e(k)B)n A~ est vide,
= x-yed,
= v (t-s,x-y)=0.

Cas2: xeAdet distance(x, oA~ kg(k).
On a les déductions suivantes :

distance(x, oA™ )(e(k) et yee(k)B distancelx — y,cA™ {28(/(),
distance(x — y, 84~ K p(k),
x-yeld,,
v(-s,y-x)=0.

bu i

]

Théoréme 2.2.10
Supposons que Q < R est un ouvert borné et L-régulier. Alors les énoncés suivants sont
vrais.

e Pour pe[l,oo[ ona:

Lp e & Lo Tracdu |0, T|xX}=0dans?,
Hr () =W () —{u w(@): Traciu:EO}x]Q]z ;"rac{sr?s{T}xQ]dmsLP(Q)}' an

e Pour p€[2,oc[ ona:

Tracelu : {t}x8Q]=0 dans W' ¥?(6Q) < LF(6Q), Ve e[o,T] . (112)
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Démonstration :

Etape 1 :Montrer que H:P(Q,)c Wi (Q,).

Par le théoréme 2.2.6, le domaine ]0 T[xQ est L-régulier et donc I’application
u > Trace[u : 8Q, | existe et est continue de W'7(Q2, ) vers W e @, )<L (e,).
La L-régularité de ]O T [x Q entraine que ¢Q); posséde une mesure de dimension N bien
définie. Les ensembles [0, T]x8Q, {0}xQ . {I}xQ sont non-négligeables dans Q) et

les traces vers ces sous ensembles sont également bien définies dans les espaces L°
correspondants.

On remarque que les fonctions v € D, (Q, ) satisfont automatiquement les équations :
Tracelu :[0,T]x8Q]=0  (113)

et

Tracelu : {0}x Q] = Trace[u - {T}=x Q] . (114)

Comme D, (Q,) est dense dans H}?(Q,) les équations (113), (114) sont satisfaites par

tous les w € H}?(Q, ) et donc H}:2(Q,)c WP (Q,).

Etape 2 : Montrer que W7 (Q, )< H:2(Q, ).
Soit u € W;7(Q; ), on va construire une suite {, } < D, (Q,) qui converge vers u dans
Ww'?(Q, ). Considérons un recouvrement ouvert {4,,...,4, } de Q formé en combinant un

L-recouvrement {(z,,4, ):r=1..,m}de 6Q avec un ouvert A4, tel que

Q\U A, c A, c= Q. Prenons une partition de I'unité {y,,....,, } de classe C* pour ce

r=1

recouvrement.
Posons
u (t,x)=w,(xk(t, x) pour (¢, x)e [O, T] X LmJ A4,. (115)

r=0

On a alors les résultats suivants
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o ult,x)= iu,(t,x) pour (¢,x)e [O, T|xQ, (116)

e 3K, compact dans 4 (r =0, .,m) tel que

u, =0 sur [0,T]x(4,\K ), (117)
e pourrxQona
déf
u, =0 sur [0,T]x 47 =[0,T]x e, (I3 ). (118)
Nous allons  approximer  chaque u, (r=o0.,..m) par une  suite

{uf k= 1,2,3,,_.}c D_([0,T]x A.) bien choisie.

e Pour r=1,. ,m, on a par ie coroilaire 2.2.9 qu’il existe une suite {uf } possédant les
propriétés suivantes :
ot k=123 }c D (0,T]x 4;), (119)
ut 4, dans whe ([0, T]x A,’). (120)

e Pour r =0, le lemme 2.2.7 nous dit que le prolongement suivant de u,, :
d,(t.x)=u,(t—sT,x) pour (t,.x)e[sT.(s+1)T], Vse Z;
appartient & W27 (Rx 4, ).
En convoluant #, avec des contractions ¢_d’une fonction régularisante ¢ on obtient

une suite {u{)‘ k= 1,2,3,....} ayant les propriétés suivantes :

Wt o D, (0.7]x 4,), (121)
uf > u, dans w*([0,T]x 4,). (122)
En additionnant ces suites :
déf m
u* =Sl kef23,..}, (123)
r=0
on obtient une suite satisfaisant les propriétés suivantes :
bt 0. (0.7]xQ), (124)
u* — u dans W (€, ) . (125)

On a donc montré que v € H17(Q,).



Etape 3 : Vérifier (112) pour p e [2,00[.
On veut montrer que pour tout # € W,;P(Q; )= H:2(Q,), Tracefu:{}xdQ] est une

fonction (une classe de fonctions p.p. égales) , plutot qu’un objet de type plus général

comme une distribution. II nous faut ensuite montrer que Trarce[u fedx 69.] est la
fonction nulle pour tout z € W57 (Q,).

On va vérifier que I'opérateur de restriction 7 :C ”(5_2_7)—>C({t}x eQ):u H”Im.m

posséde une unique extension continue 7 W' (Q,)— W e ({3x6Q). vérifions
d’abord I'unicité : supposons qu’il existe 7,7, :W“*(Q,)—>W v ;"p({t}x eQ) des
extensions continues de 7. Alors fl —f‘z =0 sur le sous-espace dense C ”(ﬁr) ce qui
entraine que 7, =7, partout dans W "?(Q.). L’existence s’obtient par la composition de
deux opérateurs. On a I’existence d’un premier opérateur de trace continu
T:w(0,T]xQ)— w' e <), (26)

comme le dégré de différentiabilité 1—%0 de ’espace d’arrivée est supérieur a %o et
comme Q est un ensemble L-régulier on a un deuxiéme opérateur de trace

-V,
P

T: WI_%”P(Q)E w3 Q) - Wl_'};'p(éf!). En posant 7 =T o7, on a I’extension

continue de 7 qu’on désirait.

Maintenant nous allons montrer que

T@)=0 YueW:(Q,). (127).

En effet, il est trivialement vrai que 7(«)=0 pour les # € D, (Q, ). Les étapes 1 et 2 de
cette  démonstration ont montré que sous les hypothéses présentes
Wi (Q, )= H:2 (Q, )dim. On obtient alors (127) par la densité de D, (Q,) dans
Wri Q). O



2.3 Condition Dirichlet-périodique et opérateur de substitution.

Dans cette section, nous chercherons des conditions suffisantes pour que le terme non-
lindaire fu apparaissant dans le probléme (P1) appartienne a H}7 (QT;R‘" ) si u

appartient a ce méme espace. Nous avons tout d’abord la proposition suivante.

Proposition 2.3.1

Soient p € [1,0[ et @ = RY un ouvert borné.

Soit une fonction v e C{[0, T]x % R )~ C' (o, T[x Q@ R* ) telle que :

ve I7(Q,;RY), (128)
8y, e LP(Q.;R) Vi, /)efo,.. . N}x{L,..M},  (129)
v(0,x)=wT,x) VxeQ, (130)
v(t,x)=0 V(,x)el0,T]xeQ. (131)
Alors

ve Hi(Qq: RY). (132)
Remarque 2.3.2

Le lecteur a sans doute remarqué qu’on n’a pas fait d’hypothése de régularité sur la
frontiére de Q. On ne peut donc compter sur I’existence d’une trace sur &(Q, ) des
fonctions ueW"?(Q;;R¥) pour justifier les conditions (130) et (131). La

démonstration de la proposition 2.3.1 avec les lemmes techniques qui la précédent sera
donc donnée a la fin de la section afin de ne pas perdre de vue I’objectif principal de la

section. Les trois prochains théorémes donnent donc des conditions suffisantes pour que

la composition tordue fRu préserve ’appartenance a H ;7 (QT;RM ) pour différents cas

de valeurs de p.
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Théoréme 2.3.3
Soit pe[L, N +1[.

Supposons que le domaine Q, et la fonction d’interaction f satisfont les conditions ci-

apres.

@ O est un ouvert borné dans R" . (133)
e reC(o,T]xQxRM; R )~ C' (o, T[xQx RM; R™). (134)
o fO.xy)=f(T.xy) (v(x.y)eQxR"). (135)
e f(t.x0)=0 (v(t.x)e[0,T]x2Q). (136)

e 3C el.«[, 3C, € L'(Q,;R) tels que

-1y
lFexy)’ <Clpf~r +C.le,x)  (137)
pour (£,x) p.p.dans Q_, Vy e RM |

e 3C,el, [, 3C, € L'(Q,;R) tels que

(N+Dp
Haif(t,x,y}lp £C3"y”:\f’!~p +C4(t,x) (138)
pour (£,x) p.p.dans Q,, Vye R icf0, ,N}.
® C.clo,f tel que

2009
oy

Alors
e PuecH(Q, RY) (VueHIE(Q,;RY)), (140)

<c, (v, %5)eQ, xRY). (139)

e lapplication f:HX? (QT;R“ ) — H}F (Q.r;RM ): u+> fOu est continue selon la
topologie de la norme,

@ les dérivées partielles sont données par la régle de la chaine, c’est a dire :
c, (fIOu) = (a,f, )01{ +<(Vyfj )Ou, 6,u>RM (141)
pour/i=0,.,Net j=1. . M.



Démonstration :
Etape 1 : Montrer que fu  H}? (QT;R“") pour les ue D, (Q_, iRM )
Soit u eDT(Q.,.;RM ) Afin d’utiliser la proposition 2.3.1, on va d’abord vérifier les

affirmations ci-apreés.

o Pucc(o,r]xGRY)AC (o, T[xQRY). (142)
e Pu0,x)= LPul,x) VreQ. (143)
e Pult,x)=0 v(t,x)elo,T]x Q. (144)
o @rfucrr@;R) VG )l . Nix{...M}. (145)
o (v, fuecr(Q,;rR") vjefl...M}. (146)
e Buecl?(Q.;RY) vie{, .N}. (147)

L’affirmartion (142) découle de (134) et du fait que v € D, (QT;R‘w ) On va maintenant

donner des calculs qui vérifient (143) et (144).

Pour xeQ,ona:

ﬂ)u(O, x) = f (O, X, u(O, x)),
(0, x,u(T, x)) caru e D, (Q,; RV )

F(T, x,u(T, x)) par (131),
= Pu(T,x).
Pour (f,x)e [O, T]x oQ,ona:

j()u(t,x) = f(t x, u(l, x))
= f(z,x0) caru e D, (Q, ; R )
= 0 par (132).

L’affirmation (146) découle de I’hypothése (139). L’afirmation (147) découle du fait que

ueD, (Q,;R” ! )C HE (QT;RM ) Les affirmations (142) a (147) sont maintenant toutes

vérifiées.

Maintenant comme f est de classe C' sur J0,7[x QxR et u est de classe C' sur
. 7[x Q, 1a régle de chaine (141) s’applique 3 fOu .

Pour (7, )€ {0,...N}x{L..,N}, on obtient alors les inégalités ci-dessous :
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||6,, (fj0u]

124 < "(alf]y}u

o IV 1] o (148)

Finalement, par (142), (143), (144), (148) et la proposition 23.1, on a que
Pue HiP (QT;R” ) pour tout € D, (QT;R” )

Etape 2 :Continuités de u > fou et du membre de droite de (141).

Le but de cette étape est de montrer que fu et les différents termes et facteurs du
membre de droite de (141) appartiennent a des espaces L™ appropriés et d’étudier la
continuité de ces expressions quand u varie dans Hyf (QT;R“")- On prend une suite
u" — u dans H}‘{(Q,.;R‘”)-

(N=D)p
e Pour 'expression fu, I'immersion H (QT;R‘“ )-< LY-'* (QT;R‘" ) entraine que

(N-1)p
u" ->u dans LV'F (QT;R'" ) D’autre part (137) entraine que f est
n—3w0

(N+D)p ) ) .
———, p |O— préservante ce qui entraine que :
N+l1-p

fou" - Pu dans L7(Q;RY). (149)

e Pour I’expression ¢, du membre de droite de (141) il est évident que
du" —> 8u dans L? (@, ;rY). (150)
Si on combine cela avec (139) et I'inégalité de Holder, on obtient :
"((Vyf] )Ou", cu" — 8,11>R”

et donc que

(0,1, pu".0u"~2u) , >0 dans L7(Q;3R). (151

<C,

LP(QrR)

A_.n -~
ou" —ou o (ar )

e Extrayons une sous-suite {u nk )} de la suite {u" } De cette sous-suite, on peut extraire

n(k(r

une sous-sous-suite ")} telle que :

w Y 5y p.p.sur Q,, (152)

r—w
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o .u"*) = Ou pp.sur Q. (153)
On en déduit que :
(9,007, 00 31 <2 ol . (159
Par la continuité de V,f , (152), (153), (154) et le théoréme de convergence
dominée on a que :
(0,1 )ou -, £, J0u),0,u) > 0 dans 17(Q;:R).
On a donc montré que pour toute sous-suite de
(@, 7 u—(, £, Jou®D 8.4y :r =123, il existe une sous-sous-suite LP-
convergente vers O. Il est bien connu qu’alors :
((7,1)0u~ (¥, £, Jou",6,u) 0 dans 17(Q;:R). (155
e Notons le membre de droite de (141) par :
3,(f,00) = 6.1, You +{(%, £, ou, du),...  (156)
Alors par (138),(151),(155) on a les calculs suivants :
[@.7, Youm ~@.f, Yo,

"5, (fJOu" )— 5,. (fﬁ)u}ly < + ”((Vyfj )Ou "ou—-0u”" LP
O -6,
0.

-

n—yc

Etape 3 :Vérifier que foue H +& et larégle de chaine pour u e Hy? .

Soient u € H ¢ (QT; RM) et {u" }C D, (Q,;RM) telles que #” — u dans H:f (QT;R“).
On observe tout d’abord que {/Ou"} est une suite de Cauchy dans H}? (QT;R“) par la
validité de la reégle de chaine (141) pour «" € D, (QT;RM) et la [P-continuité des
expressions fOv et 3, (fJ.Ov) quand v varie dans H;? (QT;RM ) L’espace Hf (QT;R‘" )

est complet et {/Ou"} est une suite convergente dans H (QT;RM ) La H}? —limite de
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{Pu} doit étre égale & sa L’ -limite et cette L7 —limite est u par la

[(N+1)p

, P | — préservation de f.
N+1-p pj P /

L’unicité de la L” —limite et les convergences suivantes :

8,(f,0u")=3,(f,0u") - 3,(f,0u) dans L7(Q;;R). par la continuité de u > 3, (f,0u);

2,00 22,7, 00). s fou - o dans 0

-

prouve la validité de la régle de chaine (141) pour tous les v € H:? (QT ;RY ) 5

On observe que dans le domaine de la chimie le taux de croissance de la fonction
d’interaction est souvent de I'ordre de [y ou  est le nombre de produits réagissant dans

une des réactions du systéme. Ainsi, dans un verre d’eau contenant des ions Na+ en

concentration y, et des ions Cl- en concentration y, la combinaison de ces ions formera

des molécules de NaCl a une vitesse proportionnelle au produit y,y,. L’inégalité (137)

du théoréme précédent signifie que des systémes ayant un taux de croissance de type “y“r

avec un exposant r arbitrairement grand peuvent €tre €tudiés a ’aide des espaces de

Sobolev. En effet, (137) permet un taux de croissance de f d’exposant

r<(N+1)/(N+1-p), or < . Il y a toutefois un inconvénient, c’est

_— > +
N +1-p polva)

qu’on aimerait bien pouvoir toujours travailler avec p=2, en raison des propriétes
avantageuses des espaces de Hilbert. Avec N =3, le théoréme 2.3.3 permet de travailler

dans Hj; (QT;RM ) avec un exposant maximal r=2. Ca va quand méme bien car en

genéral une molécule complexe ne se formera pas directement a partir de molécules plus
simples mais plutét en plusieurs étapes ou deux morceaux se lient ensemble pour former

un morceau plus complexe.

Voici maintenant un analogue du théoréme 2.3.3 pour le cas p=N+1.
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Théoréme 2.3.4

Supposons que €. et fsatisfont les conditions (133) a (136) du théoréme 2.3.3 ainsi que

les conditions ci-dessous.

e dge(,of, 3C, €lo,[, 3C. e L'(Q;; R) tels que
IFGx. )" <C | +C.(.x) (157)
pour (¢,x) p.p. dans Q,, Vy e RM .

o Jrellof, 3C, elo,=[, 3C, e I'(Q,; R) tels que
[o.fC.xy)" " <Cily
pour (£.x) p.p. dans Q,, Vye RY, Vie {,....N}.

"+C,(,x) (158)

o &/ayec(o,T]xQxRY ;R ) (159)

ou bien,

3C;, € o, tel que <C, (160)

5

7, xq
oy

V(. 2,5)eQ, xRM.
Alors les conclusions du théoréme précédent sont valides pour p = N +1.

Démonstration :
Etape 1 : Montrer que fou e H}:Y™ (QT;R'" ) pour les ue D, (QT;RM )
Prenons u € D, (QT :RM ) De fagon similaire au théoréme précédent, on va d’abord

vérifier les affirmations ci-dessous.

o PuecClo,T]xR*)AC (P, T[x ;R ). (161)
o Au(0,x)=Pu(T.x) VxeQ. (162)
o Ault,x)=0 Y(,x)el0,T]xo%. (163)
o @.fouer(@Q;R) VG j)efo, . Nixfl,. .M} (164)
o (V5 ouer=(Q;RY) vjef. .M} (165)
© Juel*(Q.;RM)  Viel,..N} (166)

63



Les affirmations (161), (162), (163) s’obtiennent exactement de la méme fagon qu’au

théoréme précédent. L’affirmation (164) découle de la (r, N +1)0 — préservation de &, f,
(par (158)) et du fait que u € D, (Q,;R* )= L'(Q,; R* ).Pour vérifier (165), il y a deux
cas a considérer. Si &f /ey e C[0, T]xQax RV ; R alors
v, rf puec(o,T]x QR )< L7(Q;:R") pour j=1..M.Si &3y satisfait (160)
alors "(V s )Ou“[_m <C,. Finalement, le fait que ue D (Q,;RY)c H:Z(Q,;R")

entraine (166). Les affirmations (161) a (166) sont maintenant toutes vérifiées.

Maintenant, comme au théoréme précédent la régle de chaine s’applique a fw sur

. 7[xQ et; pour (i, j)e{0....N}x{,...M} ona:
lai (fjoul vt = ll(at-fj )Ou fad + ”(V»-fj )Ou"[fl ”aiu"l.”‘x <OO : (167)

Finalement, par (161), (162), (163), (167) et la proposition 2.3.1 on a montré que
Pue HE(Q;RY) siue D (Q,;RY).

Etape 2 : Continuité dans [N de u'v> fu et du membre de droite de (141).

Soient u € H}Y *'(QT;RM ) et une suite {u"} qui converge vers u dans H;) ™ (QT;R“ )
L’immersion H;)™' (QT;R‘" )-< L (QT;R‘”) et la (g, N +1)0—préservation de f nous
donne immeédiatement que :

fou™ = fou dans ¥(Q,:RM). (168)

Fixons i e {O,...,N } je {1,...,M }et comme dans [’autre preuve désignons par 5,. (f jOu)

le membre de droite de (141).

On a que :

_ _ (aifj)o”" - (aiff )O"
8,(f,0um)-5,(r,00)=3  +((v, 1, You".8.u" ~0u) (169

+<(Vyfj)0u" —(Vyfj)()u,a,.u>
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L’immersion A~ (QT;R‘u )-< L'(QT;R” d ) et la (r,N+1)0—préservation de &, f,
(inégalité (158)) entrainent que :

(8.7, ou" —(8,f, Jou — 0 dans L¥(Q,;R). (170)

L’inégalité (160) et celle de Holder entrainent que :

K@, 7 poum 00 -2 ., <Clew -4, >0. a7

Pour montrer que le troisiéme terme du membre de droite de (169) converge vers 0 dans
L' on procéde comme dans la preuve du théoréme précédent : 1) on extrait d’une sous
suite arbitraire de la suite {u"} une sous-sous-suite qui converge presque partout 2) on

utilise la continuité de V £, et le théoréme de convergence dominée pour montrer la
LY -convergence vers 0 de la suite {((V_V £ Jou ") —(V_p fi You, 5,u>} 3) comme toute
sous-suite  de {((Vy 7, )Ou" - (V_v /i )011,6 ,u>} contient ~ une  sous-sous-suite
LY — convergente vers 0, la suite originale est LY~ — convergente vers 0. On a donc :
(0,1, )u" -, £, ou,8,4) - 0 dans L'(Q,:R).  (172)

Par (169),(170),(171),(172) on a montré que
3.(f,0u") > 3,(f,0u") dans L¥"'(Q,;R) (173)

Vie {ON} Vje {1M}

Etape 3 :Verifier que fu e H:Y™" et la régle de chaine pour u < HYF.

L’argument est exactement le méme qu’au théoréme 2.3.3.C
Il ne reste plus qu’a énoncer le résultat pour p e ]N +1, oo[.
Théoréme 2.3.5

Soit p e]N+1, oo[. Supposons que 2, et f satisfont les conditions (133) a (136) du

théoréme 2.3.3 ainsi que les conditions ci-dessous.



o v(i, j) e {0 ..... N }x {1M } la condition (174) ou la condition (175) est satisfaite.
e 3Ir(; j)e[l,oo[, 34(, j) e Jo, . 3B, el (©Q,:R) tels que

“ LB (LX) (174)

l6.f, @.x»)" < 4G SNy
pour (£,x) p.p. dans Q_, Vy e R¥.
o 8,1, eC[o,T]xQxRY;R). (175)
o V(j.k)e{l,...M}x{l,... M} la condition (176) ou la condition (177) est satisfaite.
Vs e c(fo.7]x QxR R) (176)

k

o 3C(j,k)e o, tel que
2}’2 (f,f,fzj

V(£ 2,5)ep, T[xQx R .

<C(j,k) (177)

Alors la conclusion du théoréme 2.3.3 est vraie.
Démonstration :

Etape 1 : Montrer que fouc H:? (QT;R‘” ) pour les u e D, (QT ;RM )
Soit v € D, (QT;R“). Comme dans les deux théorémes précédents la régle de chaine
s’applique a Ru, il est toutefois plus pratique pour cette démonstration de I’écrire sous

la forme suivante.

6,.()’1.011)= (6,,fj)0u +f(g’ 011)6,.uk v(i,j)efo,...Nix{L,...M}. (178)

On va maintenant vérifier la série d’affirmations ci-aprés afin de pouvoir utiliser la

proposition 2.3.1.

o PucCoTIxTRY)~C (Jo, T[x Q2 RY). (179)
o Ru(0,x)= Pull,x) VxeQ. (180)
o Pult,x)=0 v(.x)e[o0,T]x6Q. (181)
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o B.fucr?(@;R) VG, )efo,  NIx{l,.. .M} (182)
o,

o Ju, cL’(Q;;R) V(i k)e {0, . NIx{,. M}, (184)

Ou e L*(Q,;R) Vi ke{l,. M} (183)

Les affirmations (179), (180), (181), (184) se vérifient avec les mémes arguments qu’aux

deux théorémes précédents.

Vérifions maintenant (182). Soit (7, /) e {0 ,,,,, Nx{,..,M}. Si (i, j) satisfait (174) alors
la (r(i,j) p)o—préservation de &,f, et le fait que ue D, (QT;R‘" )C Lo )(QT;RM )

entrainent (182). Si (i, j) satisfait (175) alors (5, 7, Jou e C(fo, T]x @, RV ) < L?(Q,; RV ).

Vérifions (183). Soient j,ke{l,...,M}. Si (1k) satisfait (176) alors
ef.

k

('}f] Qu

k

ou e C([0, T]x Q; R) < L2(Q, ; R). Si (j, k) satisfait (177) alors <C(j.k).

Lo
Maintenant, la régle de chaine (178) et (182), (183), (184) entrainent que :

.00 K

Ou

P H(f?.-f, Jou 6.1 ¢ - (185)

I

Finalement, la proposition 2.3.1 et les affirmations (179), (180), (181), (185) entrainent
que Pue H}E (QT;RM ) pour tout u € H;? (QT;R” )

Etape 2 : Continuité dans L? de u+> Sou et du membre de droite de (178).

Soient u,u" € H:2(Q, ;R } (r=123..) telles que u” —u dans Hf (QT JRM )
L’immersion H;f (QT ;RY )< C([O, TIxGQ; R"") et le fait que f e C([O, T]xQxRM; RM)
entrainent que j()u"(t,x)":)m Aoult, x) pour tout (¢, x) dans le compact [0,7]x Q. Comme

les fonctions Ru, Lu” (n = 1,2,3,.,.) sont toutes continues on a :
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Ru" — pPu dans C[0,TIx R )< L7 ([0, T]x G RM). (186)
La continuité de la fonction f:HL? (QT;RM )——) L? (QT;RM ):u — Puest donc

prouveée.

On va maintenant montrer que le membre de droite de (178) varie continuement dans L?

quand u varie dans H;? . Notons le membre de droite de (178) par :

’é,.(fjo\z)'if(a,. f])0v+i(aj? OVJa,.v,c (187)

o)
pour (7, )€ {0,...N}x{l,. .M}, ve H}‘(f(QT;RM).

On a alors que :

(6iij>un - (aif}bu
5,(/,011")—&([,011): +i(of’ Oﬂ")(&,u,:’ —aiuk) (188)

Y.
M of. .
+Zé,uk[ 7, Qu" — g, Oujl.
k=1 @1

k k
Il nous suffira que les trois termes du membre de droite de (188) converge vers 0 dans

LP pour avoir que I’expression &, (ijv) varie continuement dans L? quand « varie dans

Lp
H:E .

Le premier terme converge vers 0 dans C([0,7]x €% R )< Z7(Q, R* ). Ceci & cause de

I’immersion H;f (Q,.; R ) < C([O, T]x RM) et de I’hypothése (134).

Fixons (7, j.k)e{0,.. . N}x{l....M}x {l....M} et étudions le terme correspondant dans la
sommation au deuxiéme terme du membre de droite de (188). Le couple (j,k) peut

satisfaire la condition (176) ou la condition (177). Montrons que dans ces deux cas, nous

avons :
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3C(j, k) b, =[ tel que

ef, ~
—aJJ:—’Ou"(t, xi < C(j, k), pour (¢,x) p.p. dans Q. (189)

k
Si (j,k) satisfait (177), on prend C(j,k)=C(j,k). Si (j,k) satisfait (176) alors on a la

convergence :
J

%, g Ou dans C([O,T]Xﬁ§RM)'<Lw(QT;RM)- (190)

—0u" — =
'ﬁ(}ll"
Vs

3 D
Maintenant, la convergence du deuxiéme terme du membre de droite de (188) s’obtient a

On peut donc prendre C (j.k)=sup

n=1

Fod

partir de I’inégalité de Holder et de (189).

( g, Ou"](a,.u,': - 6,11,(*
%y

K

<C(j.k)o.u; —8,u,

0. (191)

L2(Q7R) nx

LP{QpR)

Etudions finalement le terme correspondant au (i, I k) qu’on a choisi tant6t dans la

sommation au troisiéme terme du membre de droite de (188). On va utiliser le théoreme
de convergence dominée pour montrer la convergence de ce terme. Dans un premier

temps nous allons montrer les deux affirmations suivantes :

° 3(:'(_;,/:)6 0, | tel que

-

k k

T our(r)-Z o:z(z,xj <CGER) a9

pour (z,x) p.p. dans Q,,

%f’?o::”(t,x)— g:’ Ou(t, x* —> 0 pour (£, x) p.p. dans Q. (193)

k k

g
Si le couple (/,k) satisfait (176) alors on a déja vu que a—f’—Ou" converge uniformément
Vi

of, —
vers la  fonction 7, Ou sur le compact [0,7]xQ. En prenant
k

C(j,k)=2sup on a (192) et (193). Si (/,k) satisfait (177) alors en posant

n=1

Y, our
&

k

e
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C(j,k)=2C(j,k), on a (192). La continuité de Zf sur 0,7[xQxRY et la

k

convergence ponctuelle de #" vers u sur ]0 T [x Q entrainent (193).

Maintenant, grace a (192) et (193) on a les conditions :

cu, —_‘%4011" --(Z'Q- (t,x)sé'(j,kla,.uk(t,xx, (194)
| Oy AV, i

B,u, 2 Oz:"—ff—f (t.x)—>o0, (195)
_@’k 5,8 i noe

pour (z,x) p.p. dans Q..

Le théoréme de convergence dominée permet alors de conclure que :

a,.u,{gf ou” —fﬁ] > 0 dans L?(Q, ; R). (196)

n-—-»o
k

Etape 3 :Vérifier que fou e H:Y™" et la régle de chaine pour ue H:? .

L’argument est exactement le méme qu’au théoréme 2.3.3.

Nous allons maintenant prouver la proposition 2.3.1. Avant de donner la démonstration
comme telle de ce résultat, on doit énoncer et prouver un certain nombre de lemmes

techniques.

Lemme 2.3.6

Soient p 1,0 et Q = R¥ un ouvert borné.

Soit également e C([0, T]x Q) W"*(Q, ) telle que :
u(O, x) = u(T, x) VxeQ (196)

et pour laquelle il existe p)0 tel que :

u(t,x)=0 si distance(x,0QKp.  (197)

Alors

ue Hrf Q) (198)
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Démonstration :

Considérons le prolongement suivant de « :

e, x) = 0 site Retxe RY —Q,
: u(t—rT,x) sixeQette [rT, (r+ I)T[pour un certain r € Z.

Par le lemme 2.2.7, 1 e W,.7 ( vt )

Soit une fonction régularisante y D(% B) et posons

~-N-1

v, (t.x)=n y/(n“t,n"‘x)
pour ne {1,23,.}, (t.x)e R
On a alors :

v, *ﬁ{nr — u dans W*(Q,)

v.*il, fcD(@).0

Lemme 2.3.7

Soient p €[, et Q@ < RY un ouvert borné. Soient également u,v e W"?(Q)~C'(Q)

Alors max(x,v),min(u,v)e W"#(Q).

Démonstration :
I suffit de vérifier que max(w,v)e W"?(Q) puisque min(x,v)=—max(-u,-v).
II est facile a vérifier que

u+v [u—v
+_—
2

Il suffit donc de vérifier |’affirmation suivante :

lu|e w7 (Q) VuewW"*(Q)NC'(Q).

max(y,v) =

Considérons la suite {f,}c C'(R;R) définie par la formule suivante :

71



W sz,

L#)=1,, " (199)
—w* +— st [wl <—.
2 2n n

On voit facilement que f, est de classe C' et sa dérivée est donnée par

-1 siw<-1/n,
fi(w)=4nw si—1/n<w<l/n, (200)

i+l siws<—i/n.
On va vérifier que :
U, cujcw> (@ C(Q), (201)
frou ~u| dans L7 @), (202)

V(f, o) > Vlu| dans L7 (Q;RY). (203)

Vérifions (201). Comme £, et « sont de classe C', la composition f, cu également. En
appliquant la régle de chaine on trouve :

V(f, eu)=(f, culVu. (204)

Griéce a (200), on trouve alors :

V(£ ) ) o < |/ @CN V() v <[Vulx)l,w VxeQ,n=123...(205)

En utilisant (199), on obtient la majoration suivante de f, ou .

0< f,@(x)sulx)+1/2n  VxeQ,n=123, ... (206)

Ces majorations avec le fait que f, cu € C'(Q) entrainent que f, oz e W"?(Q).
L’affirmation (201) est donc prouvée. Nous allons maintenant prouver (202) et (203). Les
inégalités (205) et (206) nous permettront d’utiliser le théoréme de convergence dominée.
Considérons les sous ensembles ouverts suivants de €2 :

Q" ={ceQ:u(x)0}, Q@ ={xeQ:u(xXo}, 207)

Q° = intérieur {x eQ:u(x)= O}. (208)

L’union de ces trois ensembles recouvre presque tout €2. On va vérifier que sur chacun

de ces trois ensembles on a convergence ponctuelle de f, ou vers |u| et de V(f, cu)

vers Vlu|.
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Soit x Q" . Alors 311()5)6 {1,2,3,.-.}tel que :

u(x)} L > L pour tout entier n > n(x).
n(x) n

Par la continuité de v, on aura que u(;?:))l si x est suffisamment prés de x. On aura
n

donc que :

£, ou(®)= [u(fc] = u(%) pour n > nx), pour % suffisamment prés de x. (209)

Comme f, o« = u sur une boule ouverte autour de x, on a que :

V(f, ouXx)—Vu(x)=0 pour n> n(x). (210)

On a donc montré que :

Wx € Q" , 3n(x) un entier positif tel que pour tout entier n > n(x) ona :
S, eu(x)—|u|(x)=0, (211)
V(f, cu)x)- Vlul(x) =0.

En appliquant un raisonnement presque identique au précédent on trouve que

I”’ensemble Q" satisfait la propriété ci-dessous.

WVx € Q" ,3n(x) un entier positif tel que pour tout entier 7> n(x) ona :
F oulx)=lul(x)=0, (212)
V(f, - uXx)— Vlul(x) =0.

Soit x € Q°. On alors que :

F, eu(x)—|ul(x)=1/2n-0=1/2n. (213)

Comme ), est un ouvert la formule (213) demeure vraie sur une boule ouverte
autour de x. On a donc le droit de dériver cette formule. On a alors :

V[f" ou— {ulkx) =0. (214)

On a donc montré les affirmations ci-apres.
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VxeQ’, |f, culx)~julx) > 0. (215)

vreQ’, |VIf, cul(x)-Vlul(x)|=0. (216)

On donc montré que :

£, ou(x)—u)(x) —0, I[V[fn oqu)—Vlu[(xllRN — 0 pour x p.p. dans Q.

On d’autre part grice a (199) et (200) les majorations :
£, ou(x)— Iu[(x} < 2ul(x)+1/2n, "V[fn o uf(x)— VIquX

pour x p.p. dans Q. Donc par le théoréme de convergence dominée f, c# —> [u| dans
n—yac

o <AV

W (Q).0

Lemme 2.3.8

Soient Q = RY un ouvert bomé et p < 1,
Soit # e C([0, T]x Q)~C' (0, T[x Q)~ W "#(Q, ) telle que -
u(t,x)=0  v(,x)elo,T]xoQ, (217)

u(0,x) = u(T, x) VxeQ. (218)
Alors
ue H:2(Q,). (219)

Démonstration :

Etape 1 : Construire une famille {u_ : )0} HrE(Q;).
Pour les £)0 on définit les objets suivants :
E*={t.x)e[0,T]xQ:[ut,x) = £}, (220)

E* ={t.x)e0,T]xQ:ult,x)= £}, (221)

E“ ={t.x)e.T]xQ:ult,x)<-¢},  (222)

E* ={t.x)e[o, T]x Q: ult, x)o}, (223)
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E™ ={t.x)e[0,T]xQ :u(t, xX0}, (224)
E° ={t.x)e[0,T]xQ:u(t,x)=0}; (225)

0 si(e,x)e[0,T]xQ-E",
u (t,x)=<ult,x)—¢ si(t,x)e E5,

u(t,x)+e si{t,x)e E5;
= min {u(t x)+ &, max§u(z, x)+ 6‘,0}}

(226)

On veut montrer que la famille {«_:£)0}c H:2(Q,). Grice au lemme 2.3.6, il suffit

pour cela de vérifier pour les £)0 les affirmations suivantes :

u, eC0,TIx Q)W ?(Q,), (227)

u (0,x)=u_(T,x) VxeQ, (228)
déf

p(e) = distance(£°, [0, T]x 820, (229)

distance(x, 3QK p(e) = u(t,x) =0 vee[0,7].  (230)

Concernant I’affirmation (227), on a premiérement que le minimum et ie maximum de
deux fonctions continues sont des fonctions continues et de (226) on trouve que
u, € C([O, T]x ﬁ) On a deuxiémement que «,_ € W"?(Q,) par le lemme 2.3.7.

Les calculs ci-dessous démontrent (228).

i, (0, x) = min {11(0, x)+ &, max {u(O, x)— 6.‘,0}}
= min{u(7, x)+ &, max{u(7T, x) - £,0%}
= u (T, x)

Supposons que [’inégalité (229) soit fausse. Alors il existe des suites {z”}c ES et
{w" }c [0, 7]x 8Q telles que

z" —w"

0. (231)

n—x
Par la propriété de Bolzano-Weierstrass il existe une sous-suite {(z"®,w"® )} qui

converge vers un point (Z,#) du compact £° x [0,7]x&Q . On a alors la contradiction :

2@ —w®l 5 07 =W,

k—c

ZeE” ()= e o
= =D ZFW.
welo,T]xeQ] u,(w)=0



Prouvons maintenant (230). On remarque tout d’abord que :

distance((t, x), [0. T]x 8Q) = distance(x, 8Q) (232)

pour tout (1,x)e[0,T]x Q. En effet, soit (f,2) le point du compact [0,7]x3Q le plus
prés de (f,x). Alors ce point minimisera I’expression (t - 7)3 +|]x— f": parmi les
7 efo,7] etles ¥ € 5Q et onaura que 7 =¢ et [lx — | = distance(x, 2Q2).

L’équation (232) permet alors de faire le raisonnement ci-dessous.

distance(x,6QK 0(e) = distance((t, x) [0, T]x 8QX o(e)
= (tx)eE’
= ult,x)=0

Les affirmations (227) a (230) sont donc toutes démontrées et le lemme 2.3.7 nous

permet de conclure que la famille §v, : £)0}c H}E(Q, ).

Etape 2 : Montrer que u, = u dans H ()
Par la définition des «, on a immédiatement que
|u£(1, x)—u(t,xl =g

v(,x)e[0,T]xQ, Ve,

Comme Q est borné, ona

u, — u dans L”(Q, )< L7 (Q, ). (233)

£330+
II ne reste plus qu’a vérifier la convergence suivante :

V(u, —u) —> 0 dans L* (QT;RN). (239)

On va pour prouver cela utiliser le théoréme de convergence dominée.

Considérons les ensembles suivants :

E® = intérieur(E o ) E~ = intérieur( E"), (235)

E* =intérieur(E™)=E" ~0,7[x Q, (236)
E- =intérieur(E")= E- ~ D, T[xQ, (237)
E° =intérieur(E°), (238)
E= ={{t,x)e 0. T[xQ: —eult, xXs}. (239)
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Nous allons maintenant montrer que :
[Vl — 2, Ko, x) o < |[Vurlt, ) o (240)

pour (2, x) p.p. dans Q,, Veo.

Fixons £)0. On observe tout d’abord que E*~ UE 5 U E*" occupe presque tout €, .

On prend donc (t,x)e ES~ WE = U E*“" et on étudie la valeur de V[u —u ¢, x).

Cas1: (t.x)e E—==.

Par les définitions de u, et £ = ona que u,{1, x)=0 et comme E =° est un ouvert on a
que :

u(f, .f')— u, (f, f) = zl(f, i‘)

si (f, %) est suffisamment prés de (¢, x).

Comme « est de classe C' au voisinage de (¢, x) on a que :

Vi —u_Xt, x) = Vult, x) V(. x)e E~=*. (241)

Cas2: (t,x)e E&.

Par les définitions de #, et £, ona que [u—u_|t.x)=¢ et comme E" est un ouvert
On a que :

[u —uEKf,)E): £

si (7, %) est suffisamment prés de (¢, x).

En dérivant on trouve que :

Vlu-u_ft.x)=0 V(. ,x)eE". (242)

Cas3: (t,x)e E5 .
Ce cas se traite comme le précédent. On a donc que :
fee -1, Kf, J?) =—&

si (7, %) est suffisamment prés de (¢, x). En dérivant on trouve
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V| -u_t,x)=0 v(t,x)e E5 . (243)

Par (241),(242) et (243), on a que
IVl —u, X, x)| . <|Veelt,x)| pour (1,x) p.p.dans Q.. (244)

Vérifions maintenant que V[u—u&Kt, x) = 0 pour (f,x) p.p. dans Q..

Nous avons que E*UE UE® occupe presque tout Q. Prenons {f, x)e E*UE UE°

et étudions la convergence de V[u —u |t x).

Casl:(t,x)e E.

Dans ce cas il existe (¢, x))0 tel que :

Vee,e(t,x)] ona (t,x)e E=~. (245)

En effet, si (1,x)c £~ alors il existe & =5(,x))0 tel que «(7, )0 si ”(t—t‘,x—ill(é’ :
Prenons &(z, x)= min %:(t“, %) H(t —f,x—z?]l <6/ 2}. Il est alors clair que la boule ouverte
(t,x)+&/2B est incluse dans E*" pour tout &€, e(t,x)]; ce qui entraine que
(t.x)e intérieur( & ) =E°".

Maintenant par (245) et par la définition de #,_on a que w(t,x)—u, (t,x)=¢ et
comme £ est un ouvert on a

u(f, f)—ug(f, J?): £

pour (7, %) au voisinage de {, x).

Ceci entraine que :

v(t,x)e E°7,3e(t, x)O tel que V[ —u, Jr,x)=0 Veelo, @, x)]. (246)
Cas2: (t,x)e k.

Par un raisonnement semblable au précédent, on obtient que:

V(t,x)e E=,3e(t, x))0 tel que V[ —u Jt,x)=0 Vee]o, st x)]. (247)
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Cas3: (Lx)eE".

On a que:

t,x)eE’ = |u(t,x)(e(Ve)0)
= (,x)e E(Ve))
= u,x)=0 (Vey0)

Comme E° est un ouvert on a que :

ult,#)-u_{{,2)=0-0=0

pour (7, %) au voisinage de (¢, x).

Ceci entraine que :

Vu-—u_Ke.x)=0 v(t,x)e E°,Ve)0 . (248)

On vient donc de vérifier que :

"V[u—us Kt,xm o¥ 3.0 pour (¢,x) p.p. dans Q.. (249)

On combinant (244),(249), le fait que Vwel? (QT;RN ) avec le théoréme de
convergence dominée, on obtient :

Vu, — Vu dans L7(Q,;R). (250)

£—0+

Finalement comme { }c H:?(Q,), u, > u dans L?(Q,;) et Vu, — Vu dans

&0~

L’ (QT;R"") onaque ¥, — « dans H;F(Q;) et donc que u e H:7(Q,).C

&0+
La proposition 2.3.1 est maintenant un corollaire facile du lemme 2.3.8.

Démonstration de la proposition 2.3.1 :

Soient v,,....,v,, les composantes de v. Si v satisfait les hypothéses de la proposition 2.3.1

alors chaque v, (j=1..M) satisfait celles du lemme 2.3.8. Alors chaque
v, e HP(Q;) (j=1...M), ce qui revient a dire que ve H}';,”(QT;R“). En effet, si

v, e Hif(Q:) (j=1..,M) alors il existe des suites {v;’ n= 1,2,3,...}(: D (Q;)
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(j=L..M) telles que v/ »>v, dans W'(Q,). On a alors que la suite

M

{v"fv;,.-.,v" )} satisfait §"} D (Q,;RY) et v — v dans W (Q,;RM). T

2.4 Différentes versions du probléme.

Dans cette section nous présenterons différentes variations du probléme (P 1)+(P2) décrit
dans I’introduction et des conditions qui font que les solutions de ces différentes versions

coincident.

Version classique
(w,v) e C(RxQ; R* )~ C2(Rx O R™),
ou

5 - DAxll = ﬁ)u
v " orsurRxQ,
-—=-DAyv= g——()u v
VG ot l:éy ]
ult,x)=0
v(t,x): O} sur R x 0Q),
u(t,x)=ut +T.x) sur Rx O,
v(t,x) = v(t +T,x)

Version variationnelie
(,v)e Hy2 (@ R )x Hig (0, RM)
Vo(u,v)=0

(VAR)

Version faible
(w.v)e Hy? (QT;RM )x Hpg (QT ;RM)

ou L Ou , 0b -
(ﬁ) Q'[{<§.,b>ku +<DII- a‘,DU §>RW —<-ﬂ}u’ b)gu }d(t,x) =0 be DT (QT ,RW)’

ca > < Y2 ov 2 aa> [@r :I M
v,—) +{D"*=D"*=) —{|Loulva d{t,x)=0 aeD,(Q,;R
er( Horgpnd) (12 (Qr;R)

Remarque 2.4.1 :

D’autres "versions classiques" du probléme sont possibles. Par exemple, nous pourions

prendre (u,v)eC(Rxﬁ;Rw)r\C,‘(RxQR”’)me(RxQRZM), ou C; désigne les
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fonctions continuement différentiables selon la variable r et C désigne les fonctions
deux fois continuement différentiables selon les variables spatiales x;,...,x, . On a choisi

cette version classique pour ne pas alourdir ce texte. La preuve du théoréme 2.4.2 pour la

deuxiéme "version classique" est inchangée sauf de petits détails de notation.

Théoréme 2.4.2

Supposons que p =g =2, que Q est borné et que f satisfait les conditions ci-apreés.
e feCRxQxR*;RM)AC'(RxQxR;RY) . (251)

o flt.x,y)=f(+T,xy) V(t,x,y)e RxQx RM. (252)

o f(t.x0)=0 V(t, x)e Rx Q. (253)

e 3Ja elo,x[, 3a, e I'(Q, ) tels que

Y < a "y”%(—'l_2 +a,(t,x) (254)

|£@.x.y)
pour (¢,x) p.p. dans Q_, Vy e RY.
e da, e, o], Ja, e I'(Q,) tels que

af‘ NTH 2N+2
gy—(t, x,y%l <a,|y| v +a,(t.x) (255)

pour (¢,x) p.p. dans Q_, Vy e R™ .

Alors

1. Si (u,v) est une solution de (VC) et (u,v) ] e H. (Q,;R*) alors (w,v), est

Q

solution de (ff).

2. Si on suppose que Q est L-régulier alors si (u, v) est solution de (ff) et que son
prolongement périodique (#,V) satisfait (7,7)eC (Rxﬁ;R’“” )~C (Rx QR )
alors (#,v) solutionne (VC).

3. (u,v) est solution de (ff) <> (u,v) est point critique de ¢
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Démeonstration :
Preuve de 1.

Soit (u,v)eC (R x Q; R )m C? (R x QR ) une solution de (VC) telle que

(u, vl eH; ( ;R™ ) Soient a,b € D, (QT ;R ) On a alors les calculs suivants :

f{(v,%> <Dlh Z DV? ij) . _<[%0u] v,a> }d(t,x)

M E‘m‘ '“d'
= Z j. v, Ey i(V_l:V‘l s Vra, )R“' - <-63_1‘ Ou, V>RM a, Jd({, x)

=l Qf
el %)
_ Z _av, —d,Ax : _<_q;-<>u,v> ad(t x)
QO ot ay, R
_ j‘ —_\Q—DAXV‘{QOZ{I v,a) dlt,x)
Qp o @ \
= 0

(&), o oe2) et
l Z{[GM 1,9 8 =100, .2

—IQ

= J:———dA u, — fOuJb,d(t, x)
|

Preuve de 2.

Soit (u,v)e H}, (QT ;R ) une solution de (ff) dont le prolongement périodique
@@,%)e C(Rx T R* )~ C*(R x ; R*). On observe que si K est un compact dans Q.
alors (u,v)eCz(K;Rl"’)c WZ(K;RZM). On aque:

I<{%;_DA u—j()u} > d(t,x)=0 VbeD(.b’T[XQ;RM)CDT(QT;RM)

Qr

d[<_%_ DAxv—[%Ou} v,a> d(z,x)=0 vae D(p,7[x©; RY).

R Af
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Par la densité de D(Jo,7[x @ R*) dans *(Q,;R"), on trouve :

14

= —Q—DAXV—[—OJ—IOH} v =0
L:(Kﬂ;f) ct ay

ou
" DA u—
; 20— Ru

(xR

pour tout compact K < 0,7 [xQ. Cela signifie que (#,V) satisfait les lignes 2 et 3 de
(VC). La ligne 1 du probléme est satisfaite car on a posé au départ que
@@ v)e C(Rxﬁ;Rm )mC 2(R x Q, R™ ) Il nous reste a4 vérifier que (@,V) satisfait la
condition Dirichlet-périodique donnée par les quatre dernieres lignes de (VC). La
périodicité est vraie par définition puisque (ﬁ’ , F) est le prolongement périodique de
(«,v). 1 nous reste a vérifier que (& ,V]RK g =0 ou, ce qui est équivalent, que

(u, vX brlea = 0 . Mais grace a ’hypothése de L-régularité de €2 on a que

0= Trace[(u, v): fo,T]x Q] =(u, v)[o e -

Preuve de 3.a : («,v)solution de (ff) = (u, v) point critique de @

Soit (u,v)e H.,(Q;:R>) une solution de (ff). Pour montrer que (x,v) est un point
critique de ¢ il suffit de vérifier que (Vo(u, v), (a,b»,,,[ =0 pour tout
(@,b)e D,(Q,;R*") puisque D,(Q,;R™) est dense dans H},(Q,;R™). Prenons
(@,b)e D, (Q,;R™ ). Comme f et Q satisfont les conditions du théoréme 2.1.6, ¢ est de

classe C' et on peut appliquer la formule (39) pour calculer la dérivée de @. On a alors

les calculs ci-aprés.
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j -—~b +d (V .,V b,) v — (f;0u)b,
. e

+iﬂ%a +d (V.v,,V.a)pw —v((V, f Jou,a) M}fdx

i=l r

(V(D(u, v), (a’ b»W'

J'{ ﬁ’ ) <D1/~ o'u,Dxlz _a_é> —<ﬂ>ll,b>ku }dtdr
_ SI\Ot [au ox Ox [ g
g Dw av,DV2 c;_a> —<v, [i()u}a dtdx
\ al ox CX [ gav éj/ RM
81 611 - 5b
— D'/Z—,DV'—> —(u,b) _,, rdtdx
er at >R < o O/ e (.5,
= < ’
+ j < in> <D"’av D& > - [io@ v,a) ididc
ct cX ox RMY 8y
R.lf
= 0+0=0

Preuve de 3.b : (u,v)point critique de @ = (i, v)solution de (ff) .

Soient (u,v)e H}, (QT;RZM ) un point critique de ¢, et a,be D, (QT;RM ) On a alors
que (@,0).(0,6)e D, {Q,;R™ )c H},(Q,:R*), comme les conditions du théoréme
2.1.6 sont satisfaites, on peut appliquer la formule (39) pour calculer la dérivée de @. On

a les calculs ci-aprés.

0 = (Volu, \)),(O,b))",l
ou 5 Ol ~ Ob
= = b DV =— p'V*=— - ,b) ., pdtdx
IK& >+< e ax>w (fou0). }

o

0 = (V qo(u, v), (a,O))Wl

= j’<v,a—“> +<DV2§V-,D"’1$> L oulva) ldx
o ot RM ox CX [ paov 8_}/

R M

Rappellons que pour résoudre le probléme (P1), il suffit de trouver une solution de la

forme (u,O) au probléme (P 1)+(P2). Par ailleurs, on voit facilement que si la dérivée de ¢

satisfait la formule (39) alors(w,v)point critiquedep => (,0)point critique de ¢ . On
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va donc établir une correspondance entre les solutions de (P1) et les points critiques de la

forme (#,0) de @. Voici donc trois versions du probléme (P1) que I’on va comparer a la

lumiére de théoréme 2.1.5.

Version classique
ue C(Rxﬁ;RM)hCz(RxQ;RM)

gi—DAxu = fu sur RxQ2
ua(t,x):O sur R x 8Q
u(t,x)=u(t +T,x) sur RxQ

(VCP1)

Version variationnelle avec paramétres p,q € [1, oc].

ue H-Z(Q;R)
ARP1(p, ro Uo7
v [p.gD o/ (.0)=0
ou ¢ est définie sur H;? (QT iRV )x H:Z (QT ;RY ) par la formule (29).

Version faible avec parameétre p € [L oo].

ueH}':(Q,,;R“)
(ffP1[p]) cu 2 CU oy 0ﬂb> . pM
, = pvrZ - v« vdtde=0 VYbeD ;
é[»{< ot ,b>R-v <D &x’ OX [ oo (-]Ou’b>1r t & T(()'f R )

g

Etablissons des correspondances entre ces trois versions de (P1) pour différentes valeurs

de p.

Théoréme 2.4.3
Soient Q — R" unouvert boméet pe[l, N +1[.

Supposons que f satisfait les conditions ci-apres.

e feCRxELR)AC'(RxGRY). (256)
e f(tx,y)=f@+T.x,y) Y{t,x,y)e RxQxR . (257)
e f(t,x0)=0 V(,x)e Rx3Q. (258)



e 3a, clo,x, Ja, e ['(Q,) tels que

7Gx <alpi=r
I t,x,y]l 501")’"‘ ap +a,(t,x) (259)

pour (z,x) p.p. dans Q.., Vy e RM .

e da, e ,x[, Ja, e ['(Q,) tels que

(N<1)p
(V=2) p—(N+1) N-Lp

< a;|y|~¥-r +a,(t,x) (260)

l%(t, x,y#

pour (7, x) p.p. dans Q_, Vy e R* .

Alors

1. Si u est une solution de (VCP1) et u|, e H ¢ (QT;R”) alors | o, €St solution de

(fP1[p)).

2. Si on suppose que ) est L-régulier alors si u# est solution de (ffP1) et que son
prolongement périodique # appartient a3 C (R x O RY )mC 2(R x O RM ) alors # est
solution de (VCP1).

3. uestsolution de (flP1[p]) < u est solution de (VARP 1[p.]).

Démonstration :

Preuve de 1.

Soient u € C(RxQ; RM ) C*(Rx % R ) et b € D,(Q,; R* ). On a le calcul ci-aprés.

! 1
ou 200 pra Cu
—.,b D= D2} —{(fu,b) , rdtdc = [({=— DA _u— fub,b\drdx
'[ {< ot >R,., +< o 5x>Rm <f<>u )R. } 5[<{ Y u ﬁ)u} >
=0

Preuve de 2.

Soit ue H}? (QT;RM ) une solution de (ffP1{p]) dont le prolongement périodique #

appartient a C(R x Q; RM )mCZ(R x QRM)- On a alors que :
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[{{2-o.u-poubo) ase=0vbeDlp.11x 1) Dy (02,
R.\{

Qr

On en déduit que :
{@ —DA u— ﬂ)u}
ot

Comme # e C(RxQ;R* )~ C*(RxQR™) la deuxiéme ligne de (VCP1) est satisfaite

=0 presque partout pour tout compact K < ]O T [x Q.
K

par # pour tout (¢,x)e Rx Q. Pour la troisiéme ligne de (VCP1), la L-régularité de Q et
la continuité de « sur [0,7]x&Q nous donne que "![o rhea = Trace[u -[o,7]x eQ]=0.1

est trivial que u satisfait la quatriéme ligne puisque u# est le prolongement périodique de

u.

Preuve de 3.a : u solution de (fﬂ’l[p]) => u solution de (VARP 1[p, ooD .

Soient u € H}? (QT;RM ) une solution de (fP1[p]) et (a,6) < D; (QT;RZ“" ) Comme les
conditions du théoréme 2.1.5 partie 1 sont satisfaites ¢ est de classe C' sur
H:2(Qp R )x H:2(Q,; RM) et sa dérivée est donnée par (39). Si on calcule la dérivée

de @ au point (#,0) dans la direction (a,) on obtient les calculs ci-aprés.

i | {%b,. +d, (V. u,,V b, (f,0u)b, }dtdx
= 13/
(qpl(uvo)’ (a1 b)) = M l Qr é\a
£ {O—:}-'——l-di (v.0,9.a)-0(v, )Ozz,a)}dmbc
3 s

i=l Qr
a 1 A 1
cu s0u _s¢cb
= —,b + D?.__,DZ___ - ]OZ ,b A didx
5‘.{<at >R.., < & 8x> o {fou )R}
T R’
= 0

Comme D, (QT;RZ‘”) est dense dans H? (QT;RM )x HEY (QT;R“ ) on a montré que

(,0) est un point critique de @ sur A7 (QT RM)x HE:Z (Q,;rY).
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Preuve de 3.b : « solution de (VARP1|p, »]) = u solution de (ffP1[p]) .
Soit ueH-2(Q;;RY) tel que (4,00 est point critique de ¢ sur
HY(Qp:RM )x HES (Q,;R*). Soit beD, (QT :R*). Comme les conditions du

théoréme 2.1.5 partie 1 sont respectées, on applique la formule (39) et on obtient les

calculs ci-apres.

0= (p'@w,0)(0.6))= | {<%b> +<D1§ o D§ ﬁ> ._( /ozl,b)R,,}dzcbc. 0

&' axf

Théoréme 2.4.4
Soit Q = R" un ouvert borné.

Supposons que f satisfait les conditions ci-apres.

o feCRxGRY)NCRxXRY). (261)
® flt.x.y)=f@+T.x,y) V({.x,y)e RxQxR*. (262)
® f(r.x0)=0 v(t,x)e Rx8Q). (263)
e 3gefiof, 3a, €lo,f, 3a, e '(Q,) tels que

I/ (. x, yl[‘v‘[ <a| W +a, (. x) (264)
pour (¢,x) p.p. dans Q,, Yy e R".
® 3rsellof, 3a, e b, =, 3a, € L'(Q, ) tels que

‘:i(t, x,y#

<a|y| +a.(.x) (265)
&y
pour (¢, x) p.p. dans Q,, Vy e RM .

Alors

1. Si u est une solution de (VCP1) et | o €H ot (QT;R“ ) alors | o, ©st solution de

(fP1[N+1]).

2. Si on suppose que Q est L-régulier alors si « est solution de (ffP1[N+1]) et que son
prolongement périodique # appartient a C(R x Q; R )m C 2(R x O RM ) alors # est
solution de (VCP1).
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9]
J.

u est solution de (BP 1[N + 1]) <> u est solution de (VARPI[N +1,0]).

Démonstration :

Preuve de 1.

Le raisonnement est exactement le méme qu’au théoréme 2.4.3.

Preuve de 2.

Le raisonnement est exactement le méme qu’au théoréme 2.4.3.

Preuve de 3. : u solution de (fP1[N + 1]) < u solution de (VARPI[N +1, «]).

I1 suffit de recopier les preuves des points 3.a et 3.b du théoréme 2.4.3 en changeant p par

N+1 et en remplacant "conditions du théoréme 2.1.5 partie 1" par "conditions du

théoréme 2.1.5 partie 2" . O

Théoréme 2.4.5

Soient Q < RY un ouvert borné et pe |V +1, % .

Supposons que f satisfait les conditions ci-apreés.

f eC(Rx QR )AC(Rx L RY). (266)
ft.x,y)=ft+T,x,y) V(. x,y)e RxQxRY. (267)
f@.x0)=0 v(t, x)e Rx3Q. (268)

g el of, 3a, € J0,[, 3a, e L'(Q, ) tels que

lr@x ) <alf +a.@.x) (269)

pour (¢,x) p.p. dans Q_, Vy e R .
Ir,sel,of, 3a, € p,o[, 3a, e L'(Q, ) tels que

()

pour (¢,x) p.p. dans Q_, Vy e RM .

<a|y| +a.(t.x) (270)
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Alors

L. Si # est une solution de (VCP1) et #| o €W ‘-P(QT;R“ ) alors u] o, est solution de
(ffP1p]).

2. St u est solution de (ffP1[p]) et que son prolongement périodique u appartient a

C(R x Q: RM )mCz(Rx Q,'R“’) alors # est solution de (VCP1).

u est solution de (fEP 1 p]) <> u est solution de (VARP l[p,oo]) .

(V3]

Démonstration :

Preuve de 1 : Exactement la méme chose qu’au théoréme 2.4.3.

Preuve de 2.

On a [Pimmersion H}g’(QT;RM)-< Cc(0.7]xQ;RY) par le lemme 2.1.3. Le
prolongement périodique « satisfait donc les lignes 3 et 4 de (VCP1) par la densité de
D, (QT;R‘“) dans H}? (Q.T;RM ) La ligne 1 est satisfaite par hypothése. Vérifions la
ligne 2. On a que :

| {(-aﬁ,b> +<D% @,D%a—b> —( j()u,b)}dtdx: f <{@—0Axu- jOu},b> didx =0
AR AN ox O [ e o, \L O RM

=0 pour tout compact
K

pour tout be D(b, T[xQ; RY ) Donc {%’ —DA u - j()u}
(&

Kc b T [xQ ce qul entraine que # satisfait la ligne 2 de (VCP1).

Preuve de 3. : « solution de (ffP1[p]) <> u solution de (VARP1[p,«x]).
Il suffit de recopier les preuves des points 3.a et 3.b du théoréme 2.4.3 en remplacant

“conditions du théoréme 2.1.5 partie 1" par "conditions du théoréme 2.1.5 partie 3". O

Théoréme 2.4.6
Soient Q < RY un ouvertborné et pe [V +1,0[.

Supposons que f satisfait les conditions ci-aprés.

o [eCRXTLRY)AC(RxRY). 271)
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¢ flx.y)=f+T.x,y) V(@ x,y)e RxQxRY. (272)
® £(,x0)=0 v(t,x)e Rx8Q. (273)

® Pour tout borné B < RY | f(Q, xM)est borné dans RY.  (274)

@ Pour tout borné B < RY ,ii(gr x M) est borné dans R** . (275)
cy

Alors

1. Siu est une solution de (VCPI) et 4|, €W L2 (2, ; R*) alors u|, est solution de

(fP1[p)).
2. Si u est solution de (ffP1[p]) et que son prolongement périodique # appartient a

C (R x Q: RY )m C 2(R x O RM ) alors # est solution de (VCP1).
u est solution de (ﬁPI[p]) < uest solution de (VARP1[p, o]).

W

Démonstration :

Preuve de 1 : Exactement la méme chose qu’au théoréme 2.4.3.
Preuve de 2 : Exactement la méme chose qu’au théoreme 2.4.5.

Preuve de 3. : u solution de (ffP1[p]) < u solution de (VARP1[p, w]).
Il suffit de recopier les preuves des points 3.a et 3.b du théoréme 2.4.3 en remplacant

"conditions du théoréme 2.1.5 partie 1" par "conditions du théoréme 2.1.5 partie 4". I
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CHAPITRE 3

UN RESULTAT D’EXISTENCE

La stratégie que nous utiliserons pour montrer I’existence de solutions sera la suivante :

. Définir une suite X,, < X,, < X;, —.... de sous-espaces de dimensions finies telle

que OXng est dense dans H,(Q,;R*).

n=l

2. Montrer pour chaque X, ,,, I’existence d’un point critique pour g ¢ .. dela forme
“‘m.IM

(u",O).

3. Montrer que toute suite i(u",O)point critique de qo[ X, M= 1,2,3,... } possede un point

d’accumulation (,0) et que (#,0) est un point critique de @.
4. Montrer que le u ainsi obtenu est deux fois différentiable dans L* et que u et sa trace

sur 6((2,) satisfont les équations de (P1) au sens L°.

3.1 Existence d’une solution L pour (P1) si_fa un taux de croissance linéaire.
On donne immédiatement 1’énoncé du théoréme important de cette section.

Théoréme 3.1.1

Supposons que le domaine Q et la fonction d’interaction f satisfont les conditions ci-
apres.

(HO0) QcRY est un ouvert borné et L-régulier.

@) feC' (o, T]xOxRY;RY).

_ f __ &
#H2) fQO.x,y)=f(T,xy), ———a(t,x,y)(o,x,y) Hxy) )(T,x,y)

[L,x,y
V(x, y) e QxRY.

H3) f(t.x0)=0, (5f )(txO) 0 Vv(.x)elo.r]xen.
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(H4)  3a, €[0,2(). 3a, € L'(Q;; R) tels que
(xy))en] < a0

pour (f,x) p.p.dans Q_, ¥y,ze R ;

”D > z" +a,(t, x)

ou A(1) est la plus petite valeur propre de I’opérateur :
N
—AH; Q) LH(Q)» L(Q):wis Y 6w,
1=1

(HS) 3a, e p,=[, 3a, € L'(Q,; R) tels que

-

Sa?lly”:’:%‘: +a,(t,x) pour (1,x) p.p. dans Q,, Vy e RY.

0.
cy

Alors @ posséde un point critique de la forme (#,0) et # satisfait les équations du

el

(H6) 3Ja, € |0, =] tel que

<a, pour (t,x) p.p.dans Q,, Vye R .

probléme (P1) au sens £°.~

Nous allons maintenant définir les sous-espaces de dimensions finies dont on a parlé dans

I’entrée en matiére de ce chapitre.

Définition 3.1.2
i. Des bases de Hilbert.

o On considére premiérement la base trigonométrique usuelle pour L* (IO, T} R).

déf
B, ={c ;C.,S :r=l,2,3,_..}

(¢ Rl ot gV 4

1 ,C,(I):M’SF(I):M (r:l,2,3r__).

ou ¢, ft)= Wi Nz 2

o On considére deuxiémement le négatif de I’opérateur de Laplace.
N
A H, Q)N CH Q) C™(Q):wis =D 8w
1=1

Soient 0XA(LK..{A(kX.... les valeurs propres de — A. Prenons également -
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fh—--afn(l) <> ’1(1)
FapronSuzy > A2)

des bases pour les espaces propres associés aux différentes valeurs propres. On
normalise nos fonctions propres pour que :

“f,,[lﬂm =1 pour n=123,....

On a alors que ’ensemble

B,={f, :n=123,.1}

est une base de Hilbert pour L*(Q) et est presque une base de Hilbert pour

I

On considére troisiémement la base canonique dans R :

H3(Q) (la seule chose qui manque c’est que o = 1)

B, =By =¥, el }oue = [0,_..,0,1, o,...,oj.

i-1fois M -i fois
Considérons finalement la famille de fonctions
B=B" ={,6,b, : b, €B,,b, €B,.b, e BY}.
La famille B génére les espaces de Hilbert L*(Q,;R") et (H1,(Q;RY )| | " ).

Cette familie est une base de Hilbert pour L* (QT;R‘” ) puisqu’elle satisfait les trois

axiomes de la définition : orthogonalité des éléments, les combinaisons linéaires
finis génerent I’espace, les éléments sont de norme 1. La famille B ne satisfait que

les deux premiéres axiomes (de la définition d’une base de Hilbert) relativement a
Iespace (H},(Qr; RY )| | )-

Pour k € {1,2,3,..} le sous-espace X,,, < H}, (QT;RM ) est formé des fonctions u de

la forme :

u(t,x)= 3 a(m.n,rk,@)f, (et + 3 blm,nr)s,(0)f, () .
bomen(k) Teman(k)
1sr<dM 1€r<AM

On dénotera par p, ,, les deux opérateurs de projection orthogonale
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Piar - L (QT;RM ) > Xiar € Prag: Hi, (Qr ;RY ) =X,y

La raison de cet abus de langage, c’est que, malgré le fait que les deux opérateurs sont

définis a partir de produit scalaires différents, le deuxiéme opérateur est en fait la

restriction du premier a H;, (QT;RM). Ce fait est expliqué plus en détails dans les

remarques qui suivront cette définition.

Remarques 3.1.3

1.

Le sous-espace X, ,, est stable sous les opérateurs de dérivée partielle. Toute fonction

u appartenant a X,, posséde un développement dans la base B de la forme

suivante :

ult,x)="3 alm,nrk, (€)f, () + 3 b6(mnr)s, @)f, () .
Tk Tomenti )
l<r<M I<r<M

Il suffit donc de vérifier qu’en dérivant les termes de base c, f.e';c_f.e¥

Sufe (m=1. kn=1..nk)r=1.,M) onreste dans X,,,.
Pour les fonctions de base du domaine temporel on trouve facilement les formules ci-

apres.

c;(t)=0: c, ()=~ 2’;" sn(), s,()= 2’;" ) (m=123.). (76

Considérons maintenant une fonction de base pour le domaine spatial £, . Si A())

est la valeur propre associée a f, alors on a la relation suivante

_A(%}:a—i;(—Afn)=—a%(ao)fn)=zo)%j .

i
-

. . o) . R
Cette derniére relation montre que BJ;—" est une fonction propre appartenant au méme

i
%,
~

i

espace propre que f, et donc que est une combinaison lin€aire dans la base

{fn(j_lk, ,...,f,,(j)} de I’espace propre.
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Gf %A(r ni)f. 277)

, r—nj !)‘l
En dérivant c f,e); c,f.e. s, f.et (Ism<kl<n<n{k)l<r<M) on trouve

alors :

6[6 el o[c J a[s,, ] 2mm
R ot Sfe”'az entrer’

- b n(j, n{j,
olcg;er . iA(s nik, f.eX, O[c o ]— iA(s ni, f.e',

i s=n(jq-1) s=nf j,-1)

—_élsmar,,ef ] "(ZJ”:A(S n, l)s fse,

i s=n( j»—1)

Ces fonctions appartiennent toutes & X, ,, .

Montrons que la H,,-projection orthogonale sur X, ,, est en fait la restriction &
Hy, (QT;R‘” ) de la L*-projection orthogonale sur X, ,,. Pour le temps de cette
remarque on va dénoter par Do L’ (QT R ) - X\ et
Gere Hro (QT;R‘“)—-) Xonr les deux opérateurs de projection. Soit
ueH;o(QT;RM) et ¥ un polyndme dans la base Bqui approxime u avec une

précision € selon la norme A'. Par la définition de la norme H' ce polynéme
approxime également u« avec une précision € dans L. Explicitons I’expression du
polynéme u .

u= Za(m nrk, f.e + Zb(m nrlk, f.e"

m.nkA(S) (m,n)eB(S)
r<’b{ 1<r<Af

ol A(S) ={0,...S}x{l....n(S) et B(S)={L....S}x{L.....n(S)}. On suppose sans perte
de généralité que S)Hk .
On peut séparer ce polyndéme en deux morceaux :

> almnri, fe' + > b(mnr)s, fe

(m.n (k) (m.xEB(k)
7= Isr<Af {sr<Al
+  Yalmnrk,fe + > blmnrks,fet
(m.nEA(S)-A(k) (m n)EB(-S »-Blk)
1<rsM 1<
=u'+u’
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On voit facilement que #' e X,,, et que &> est a la fois L>-orthogonal et H'-

orthogonal 4 #'. On a alors le calcul ci-aprés.

"pk,.w (”) “rar ("IIL: = "Pk_.w ()7 "L: + ”77l TGt (ullﬁ
|Pencle =) +aesc@—u) .
< 2

Comme £)0 est arbitraire les deux projections sont égales.
3. En fait, un énoncé plus général est vrai. La restriction de p,,, a3 H} (QT;R‘" )
(m=12,..) est une projection orthogonale pour le produit scalaire dans H™. La

preuve est une simple adaptation de la remarque précédente. U

On va maintenant prouver l’existence de points critiques en dimension finie pour la

fonctionnelle ¢. On a besoin d’un petit lemme.

Lemme 3.1.4
Soit X un espace de Hilbert et soient u,v e X — {0} tels que

(u, v))O .

Alors O{lu —rv[(| pour 0¢r¢(2(u,v) / ||v||' i

Démonstration :

Considérons le polyndme quadratique :

PE) = fe-rff -l

= —2r(u, v)+r2|v B
= b -2, v>g.

La valeur de P(r) sera strictement négative quand r est compris entre les deux racines

rn=0etr,= 2(u,v>/"v“2 .0

Il

-
-

Théoréme 3.1.5
Supposons que f et Q satisfont les hypothéses (HO) a (H6) du théoréme 3.1.1.
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Alors ¢|,.  posséde un point critique de la forme (x,0) pour n=123,...

Démonstration :

Etape 1:
Définir une fonction v, - X, ,, — X, dont les racines donnent les points critiques de

la forme (u,0)de ¢

Ko

Par la définition de ¢, @(_,0) est la fonction constante a zéro. Alors

(Vo(,0)(@0)),. =0 VYu,aekX,,. (278)

Donc pour vérifier qu’un point (#,0)e X, ,, x {0} est point critique de qo‘ oy il suffit et
il faut que # satisfasse I’équation suivante :

(Ve(,0)0.6)),. =0 Vbe X,,,. (279)

Par (39) et la stabilité de X, ,, sous la dérivation (279) peut s’€crire :

<§l—i-DAIz?—j<)17,b> =0 VbelX,,,
ot . -

-

ou de fagon équivalente

%‘ - DA gi - p.,, (Pi)=0. (280)
C
En posant :

déf A .
Viear (”) = %—DAJ’ P (ﬂ)u) we le‘{)a (281)

on conclut cette étape avec ’équivalence logique suivante :

(,0)€ X, ,, xOestpoint critiquedeg|, & w,, ([)=0. (282)

Etape 2 :
Définir une fonction V, ,, : X, ,, — X, ,, dont les points fixes sont les racines de y| Yo

On définit tout d’abord la fonction suivante :

Giar ()= (‘/’k_w (), ">L2 (u € X, ur ) (283)
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Les calculs qui suivront démontrent que G, ,, est coercitive. Comme X, est un espace

de dimension finie, toutes les normes s’équivalent sur cet espace. Nos calculs utilisent la

norme L*.
Gk.M (“) = <%’ ">L2 + (— DAx"’“)E - (pkM (/0”)’ u>L2

> 0+ AQ)|P"u|, ~a

= [l(l)—aillDWu”; -
> = sl

2
i ~laal,

a,

Ll

I1 existe donc une constante S, )0 telle que :

(q/k_w (u), u)L2 >0 (Vu € X, telque [IuHL: > 5, ) (284)

On peut maintenant définir notre probléme de points fixes. On pose les définitions

suivantes :

s, d—ifmin {I<WkM (u), u > o

l'/’k.M ("1 iz +1

‘ue Xw,“u”E = Sl}, (285)

’ <Wi:.M (), u) =

"’///c,.-.{ (" Xliz +1

aX[SZ, <l//k,M(u),ll>Lz ] si ”’ll"’} <8,

Yert (" jlj_. +1

si [ju] 228,

déf
Tens @) =4 (286)

def
Vin (u) =U—F (u)//k.!v[ (u) > (287)

déf )
S, = max{le_M @), ue Xyl <5 } (288)

LZ
On observe tout d’abord que les définitions (286), (288) sont valides en raison de la

dimension finie de X, ,, . Nous allons maintenant montrer que les points fixes de ¥ ,,
sont les racines de ., . Un examen superficiel de (287) nous donne I’équivalence

logique :
Viat (u) =u = (rk.u (u) = O)OU (V’k,.w (u) = 0) .
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Toutefois, la premiére alternative est interdite par la définition de la fonction 7, ,,. En

effet, si Ju. 2 S, alors r,,, ()0 par (284) et (286). Si [u],. <, alors r,,, ()= S,)0

par (285) et (286). 11 est donc démontré que :

ue X,, estpoint critiquedeV,,, <> uestracinedey,,, . (289)
Etape 3 : Montrer que V¢ POSSséde un point fixe.

Soit

B= {u € Xoyr ]z < max(S,,S; )} (290)

On voit facilement que ¥,,(B)<B. Prenons iicB. Si [ii].<S, alors

“VkM(ﬁXIL: <§, <rayon(B) . Dans lautre cas, si S, <[ <rayon(B) on a par

(286),(287) que :
reac @) € [0, 4. W’“"._(iiz»f[ .91
"‘/’k.u (" X 2 |_

D’autre part, par (284), on a aussi:

(s )20 (292)

Appliquons le lemme 3.1.4 avec X =X,,, , u=i, r=r., @) et v=y,,, (@). On
trouve alors :

Ve ar (iil]L: Jil| < S, <rayon(B) . (293)

Donc V, ,, (B) C B et par le théoréme de Brouwer, V. ,, posséde un point fixe dans B.

Etape 4 : Conclusion.

Par I’étape 3 et les équivalences logiques (282), (289) (p| s posséde un point critique

de la forme (%,0).0

Théoréme 3.1.6
Supposons que f et Q satisfont les conditions (HO) 4 (H6). Alors I’ensemble
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déf ®
PCDF =[ | {1 € Xpo 1Vl @0)= o} (294)
k=1 M

est borné dans H 7, (QT; R ) i

Démonstration :

Soit (i7,0) un point critique de g v, - Alorsona:
koM

(Vol(a,0),0,5)),. =0 Vhe X, . (295)

D’autre part, par (39) et la stabilité de X, ,, sous la dérivation on trouve :

- out Léu
(Vol(i,0)(0,5)),.. :<—67,b>ﬁ +<D~ oty éb_>£2 —(fou,b) .

2

2

cu
={——-DA u- b
<at 1= Ru, >

Vbe X, ,,.

Autrement dit :

-

% -DAit=p, (ﬂ)ﬁ) . (297)

On va maintenant prouver que # est borné dans H_, (QT;RM ) La preuve passe par une
série d’étapes; 4 chaque étape nous majorons la norme de #, de R« ou de I'une ou

[autre de leurs dérivées partielles. A 1’étape finale nous majorerons la norme > de 7 .

Etape 1 : Une borne pour it dans L (Q,;RM) )

En prenant 5 =# dans (295),(296) et en utilisant la L -orthogonalité existant entre u et

-~

au
—— on trouve :
ct

-

An
4

1
(ot i), = (~ DA &), =|D* 72

o R)

On obtient alors les calculs suivants :
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2

1

1(1#1)5:; < (-DA4 i),
LZ
= <j<>l;’l;).r}
e
< allDEz} +a, -
Ll

-

2 £0. Par hypothese A()—a,)0 et "D‘/‘uu est borné par

Ainsi [A(1)-q, %D :317

la racine positive de la parabole p(x) [/1(1)— a e -

L2

LZ
Ce qui entraine la majoration ci-aprés pour [u] . .

l"l

axld, AP V2 K, (298)

.- <

,1(1) al

Etape 2 : Une borne pour Qi dans [} (QT;R“ )
Par I’hypothése (FI4), on obtient le calcul ci-apres.

pil, = sue [(mis),|

beDr(Qr RM

1

a, D

IA

[
max{a’,2 d\}} +[Ia2“L'
[_:

1 1
< akK, max{dﬁ,...,d_gr +la

280

= K,

Etape 3 : Des borres pour %dans r (QT ; R-“") et pour %dans 2 (Qr§ RMN )

-~

. cu
La L"-orthogonahte entre

et DA _u entraine les inégalités ci-aprés.

102



it

el <|pese (R . <[P, <K, (300)
.
DA : < |pese (R - <P, < K. (301)
1A, < max{d;t,....d DAl . < maxfd....d;l K, 2k, 602

En utilisant la stabilité sous la dérivation de X, ,, et 'inégalité de Cauchy-Schwarz on

obtient alors :

M M
zl(qu,.,qui )L:(QT;R'") = Z(— A _u, ’ur‘>L’(n,~;R)
= 1=

df
|Aul| s - < KiK, = K5

ou
ox

(303)

IA

Etape 4 : Une borne pour i dans H}, (QT ;RY )

On a premiérement ’inégalité suivante :

2 2

A2 A2 ou cull”
|lllﬁl = |ll L"'+_~— +
atll: " loxl,: (304)
déf

< K+K2+K2=K:.
On donc borné # dans H ‘(QT;R“ ) Comme d’autre part # € X, ,,, les hypothéses de la
proposition 2.3.1 sont toutes satisfaites avec p =2 et v=u etdonc ve Hy, (QT i RY )

2NV+2

Etape 5 : Une borne pour i dans L~ (QT;R“ )

N2

Par I'immersion H, (QT ;R ) < LN (QT ;RY ) il existe une constante ¢)0 telle que :

[t govesscsr <ol Ve € HE (@7 R¥).
Ainsi :

~ dq
] sy < K5 =Kg.  (305)
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Etape 6 : Une borne L’ pour . )(/Ou)

Par le théoréme 2.3.3, on a2 que Ru € H}, (QT ;RY ) et que la régle de chaine ci-aprés est

valide.

opi)__of . (&,
) o x)°"[ °J ) %

On va trouver des bornes pour les différentes fonctions apparaissant dans le membre de

droite de (306).

e L’hypothése (HS) nous permet de borner —— ( )
olt,x

2 7v- 2N~

<a,l| 4&}, +aull, < a KN +||a4|| = K— (307)

&
Ea B

e [’hypothése (H6) et I'inégalité de Holder nous permettent de borner

(OEA R
W 0([, x) 2 e

cy
® On a donc par I’inégalité du triangle :

0w, <[edae, {3 s,

o x)|
Etape 7 : Une borne pour fi dans H!, (QT;RM).

-

cull”
ot

2

A2
cit

}c [k:+&x:]Z k; (308)

ox

déf
<K,+K,=K,. (309)

-~

o
8(z, x) Ou

De (309), (299) on trouve ’inégalité suivante :
w0

De (H1),(H2) et de la proposition 2.3.1, on trouve que R e H}, (QT i RY )

2 _.déf 2
<K;+K; =K. (310)

a(z

ot

a(t,x)

dans H;, (QT - R )

Etape 8 : Une borne pour
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Les fonctions % et DA_# sont H,-orthogonales entre elles. On déduit alors de (297)

les inégalités suivantes :

= "pk,’b[ (ﬁﬁxtﬂz = ".ﬁ)ﬁuﬁl < KIO ) (3 1 1)

[DA ""H‘ < ”pk » (_IOMIIH, < "ﬂ”"m <K, (312)
déf

1Al <max{d, . di YDA d,. <maxfd, di K, = K, - (313)

L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne ensuite la borne suivante :

-

&l" -~ ~
= v |6%u, |V o%u. . .,
ox HI(QT;RW) ?3?35[( [ l [ I)L (Qr.R )
) tz!: <_Ax[aaﬁ"laaﬁ'>mo¢m
O<lal<l
l<i<hf . G14)
= (-Aaa),, ()
< A, u"HiQ - ).« -
< KK,
déf
= K.

On obtient finalement la borne suivante pour la dérivée de « :
_ aal’
ot

Etape 9 : Une borne pour i dans H?, (.QT;R‘” )

7 déf N
- <KI:0 +K|22 =K|_3~ (315)

(. x)

H! OX | g1

Les inégalités (298), (315) nous donnent la borne suivante :
{

x)

On vient donc de bomer # dans H 2(QT;R""' ) On a d’autre part que

2 "dé'r 2
<K!+K} =K. (316)

Hl

|- =1l +

i
5, x)
ieX,, cH} (Q, : R“") ce qui veut dire qu’on a borné # dans H 7, (QT; RY )

Conclusion : La constante X, est indépendante du point critique en dimension finie

(@,0) et du sous-espace X «ar auquel # appartient. Le lecteur peut s’en convaincre en
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inspectant les différentes étapes du raisonnement précédent. On a donc borné I’ensemble

PCDF dans H3,(Q,;RY).C

Corollaire 3.1.7
Supposons que Q et f satisfont (HO) a (H6).
Soit une suite {ﬁ" k= 1,2,3,--}c PCDF telle que (z?" ,O) est point critique de ¢

Xioanr °
Alors {12“} posséde un point d’accumulation # relativement a la topologie faible sur
HZ, (QT;R“ ) De plus, tous les points d’accumulation A, -faibles de {17" } possédent
les propriétés ci-dessous :

e (#,0) est un point critique de la fonctionnelle ¢ : H}, (QT ;R™ ) —->R. G17)

e et Trace[u :G(QT )] satisfont les équations du probléme (P1) au sens L*. (318)

Démonstration :
La suite {ﬁ"} est borné dans ’espace réflexif H;, (QT;RM ) ce qui implique qu’il existe
une sous-suite {3"(’)} qui converge faiblement vers un certain i € H2,(Q,;RY ). Par

I’immersion compacte H 7, (QT ;RY ) <H;, (Qr ; R‘”) on a la convergence forte suivante :

r—w

4" — 4 dans H}, (QT;R‘")-

Par la continuité de V¢ sur H, (QT;R” ) on trouve la convergence forte :

Vola“"),0) > Vo(@,0) dans HL,(Q,;RY). (319)
Prenons maintenant & un entier positif fixé. On a alors

Volat,0] =0 quand k(r)k.

Xia

Ainsi, on a la convergence faible :
Vq)(z?"(’),O);—gI 0 dans H(Q,:RY). (320)

Donc V(i,0)=0 puisque la limite forte de {Vola*®” 0)} dans H! (Q,:R") doit étre

égale a sa limite faible. (317) est donc démontrée.
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Vérifions maintenant que # satisfait les équations du probléme (P1) au sens Z°. Plus

précisément on va vérifier les €équations suivantes :

% - DA i = i dans I* (QT ;RY )
0.
P1) Tracelii - {0}x Q] = Tracelii - {T}x Q] dans I*(Q R*)
Tracelq :[0,T]x 6Q] =0 dans Lz([O, T]x 69;12‘").

Comme Q est L-régulier les équations 2 et 3 de (P1') sont satisfaites par tous les éléments
de H!,(Q;R) et en particulier par # . Vérifions I’équation 1. En utilisant le fait que
ueH;, (QT;R‘“ ) que (%,0) est point critique de ¢: H}, (QT;R“)—» R et la formule
(39) on obtient les calculs ci-apreés.

Pour tout b € D, (QT;R‘" Jona:

(Ve(i.0),(0,)) ..
o ;84 ;0b .
= Ehbadlly o T Rhuiudk -
{< = ’b>R~« +<D Foe 5x>Rm (P, by, }dm

0

il
—

Qr
= j‘{<—a-li, b> - (DA_:I;, b) RM T <jol;, b)R"’ }dtdx -
A\

Comme D.(Q,;R") est dense dans Z?(Q, ;R ) équation 1 de (P1') est satisfaite. [
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CONCLUSION

Ce travail m’a permis d’explorer plusieurs avenues de recherche intéressantes tant du
coté des systémes de diffusion-réaction que pour des questions plus théoriques. Les
questions que nous comptons explorer dans le futur a moyen terme sont les suivantes :

e Il existe des exemples concrets ot des substances diffusent d’un milieu vers un autre
en traversant une interface qui n’est pas réguliére. On peut penser a différents organes
du corps humain comme les poumons, les reins, le foie, Iintestin dont I’interface est
pleine de replis et de ramifications microscopiques. Si on pouvait affranchir la théorie
des traces des contraintes de régularité habituelles, on pourrait sans doute adapter les
modeles de diffusion-réaction pour étudier les interactions d’un étre vivant avec son
milieu extérieur par ses différentes interfaces (systéme respiratoire, systéme digestif,
systémes d’élimination des déchets, etc). Une approche possible serait de définir des
espaces de Sobolev sur des objets fractales.

e [’approche qu’on a utilis€é pour montrer I’existence de solutions est constructive. [l
serait bon de développer des algorithmes pour résoudre numériquement les systémes
de diffusion-réaction avec condition Dirichlet-périodique.

e Dans la pratique, les solutions périodiques intéressantes sont celles qui sont stables
dans le cadre d’une formulation sous forme d’un probléme d’évolution. Pourrait-on

ajouter des contraintes supplémentaires au probléme dans H ;¢ x H;¢ pour éliminer

les solutions instables sans se référer explicitement au probléme d’évolution? Il

suffirait peut étre d’imposer une contrainte a Trace[u = O}]
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